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Vorwort. 




Die deutsche Ausjjabe des „Treatise on tlie higher plane 
curves“ von Oeorge Salmon, die ich hiermit dem mathema- 
tischen Publikum übergebe, ist eine Uebersetzuug nach der 
2 . Ausg. des Originals, welche vor Kurzem veröll'entlicht worden 
ist, deren allraiihligem Fortschreiteu ich aber durch die Zu- 
sendung der Probebogeu genau folgen konnte. Sie weicht 
vou der Originalausgabe wesentlich nur ab durch die Weg- 
lassung eines Abschnittes von Kaj)itel VIII über die linearen 
Transformationen, welche Theorie ihren Platz in der Analy- 
tischen Geometrie der Kegelschnitte (Kap. XXII, Art. 375 f.) 
behalten soll, durch vermehrte Liteiuturnach Weisungen und 
einige mit denselben verbundene Zusätze. Im Text ist ausser 
Art.. 22, 23 nur wenig hinzugefügt worden. 

Einige Mittheilungen über die Entstehung der Original- 
ausgabe gebe ich mit den Worten des Verfassers wieder. 
„Die erste Ausgabe dieses ßuche.s ist seit mehreren .lahren 
vergriffen und ich hatte ehedem selbst die Idee einer Neu- 
ausgabe desselljcn aufgegeben. Als zu einer Zeit ge.schrieben, 
wo die neuere Algebra noch in ihrer Kindheit war, forderte 
das Buch ausgedehnte Veränderungen, um auf den gegen- 
wärtigen Standpunkt der Wissen.schaft gebracht zu werden, 
und da ich die Vollendung einer neuen Ausgabe vor meiner 
Ernennung zu dem Amte, welches ich jetzt bekleide, versäumt 
hatte, so hielt ich für unmöglich sie nunmehr zu erzielen, 
wo andere Verpflichtungen mir nicht Muse dazu liessen, mich 
mit den neuen mathematischen Entdeckungen bekannt zu 
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niaclien oder auch nur ini Gedächtuiss zu bewahren, was ich 
früher gewusst hatte. Als aber Jahre vergingeu uud das 
meiuige noch immer das einzige englische Werk blieb, welches 
einen systematischen Abriss der neueren Curveutheorie zu 
geben versucht, begann ich zu erwägen , ob ein Wiederab- 
druck nicht möglich wäre mit Unterstützung eines jungen 
Mathematikers, der comjietent w'üre zur Bearbeitung zusätz- 
licher Abschnitte, die die spütereu Fortschritte der Wissen- 
schaft darstellen würden; indem ich l’rofessor Cayley’s Rath 
hierüber suchte, ward ich ebenso hoch als angenehm durch 
sein Anerbieten überrascht, mir selbst die gewünschte Hilfe 
zu gewäliren. Es ist unuöthig zu sagen mit welcher Freude 
ich einen Vorschlag ergritt’, der den Werth meines Buches so 
sehr zu erhöhen versprach und bei dem ich nur das Bedenken 
fühlte, dass die Zeit und Arbeit, welche Professor Cayley 
dem Werke eines Andern widme, für einige Zeit wenigstens 
die mathematische Welt eines bessern Werkes von ihm selbst 
über den nämlichen Gegenstand berauben werde.“ Das war 
gegen Ende des Jahres 1809. 

„Mein ursprünglicher Plan für die Theilung der Arbeit 
ging dahin, dass Professor Cayley gewisse neue Abschnitte 
oder Kapitel beitragen möge, für welche die ganze Verant- 
wortlichkeit ihm zufiele, während ich mich mit der Revision 
der älteren Theile des Buches begnügen wollte. ’ Aber ich 
sah ein, dass es nicht möglich sein würde, dem Buche in 
diesem Wege die Einheit zu geben, die es haben sollte; und 
in Folge dessen ist unsere beiderseitige Arbeit in einer Weise 
verschmolzen worden, die es schwer macht unsere respectiven 
Antheile zu trennen. Professor Cayley hat sorgfältig das 
Ganze durchgegaugen und es giebt kaum eine Seite in dem- 
selben, welche nicht in irgend einer Weise durch seine Be- 
merkungen beeinflusst worden ist; andererseits habe ich von 
seinen Beiträgen viele ganz neu geschrieben, entweder um 
sie dem Ganzen besser einzufOgen oder weil ich glaubte, 
irgend eine Vereinfachung in seinen Methoden oder eine 
llinzufügung zu seinen Resultaten machen zu können.“ 
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lu den Lileratuniachweisiiiigen der deutschen Ausgabe 
sind genau nach den Angaben des Verfassers die Abschnitte 
resp. Artikel bezeichnet, welche ohne Verändening oder doch 
mit nur unbedeutenden Abweichungen von Professor Cayley 
entnommen sind. Seine treue Mitarbeit wird sicher überall 
dankbar gewürdigt werden , sie ist ein neues Zeugniss jener 
ächten Gelehrten-Kreundschaft, die seit so vielen Jahren schon 
so oft bei wichtigen Anlässen der Wi.sseuschaft zu Gute kam. 

Das Kapitel über die Anwendungen der Integralrechnung 
auf die Theorie der Curven, welches die erste Ausgabe ent- 
hielt, ist weggefallen, weil es einerseits unumgänglich ge- 
wesen wäre, dasselbe durch einen Abriss der Anwendungen 
zu erweitern, welche der allzu früh dahingeschiedcuc Glebsch 
in Fortsetzung der Untersuchungen von Kieinann von den 
elliptischen und Aherschen Integralen auf die Curventheorie 
gemacht hat; während es anderseits doch unmöglich erschien, 
diese Gegen.stiinde anders als im Zusammenhänge eines 
eigenen Werkes über den Integral -Calcul entsj)rechend zu 
behandeln. 

Dagegen stellt mein verehrter Freund ein Kapitel über 
die Anwendung der symbolischen Methoden auf die ternären 
Formen, welches man vermissen kann , für eine neue Aus- 
gabe seiner Lessons on the modern higher algebra in Aussicht. 

Indem ich das Buch ohne wesentliche Veränderungen 
dem deutschen Publikum darbiete, folge ich der üeberzeugung, 
dass es in seiner gegenwärtigen Gestalt vorzüglich geeignet 
ist, der mathematischen Arbeit auf seinem Gebiete frische 
Kräfte zu gewinnen durch Verbreitung der Keiintniss ihrer 
bisherigen llauptresultate und ihrer wahrhaft fruchtbaren 
Methoden. Ich verhehle auch nicht die lebhafte Gemigthuung, 
die ich selbst über die so glücklich gelungene Vervollständi- 
gung des Werkes über die Analytische Geometrie eni])finde, 
welches die Salmon 'sehen Lehrbücher bilden und an dessen 
deutsche Bearbeitung ich so lange zumeist die Arbeit meiner 
Musestunden gewendet habe; ich hoffe noch immer damit ein 
nützliches W'erk zu thun und werde nicht darin ermüden. 


V 


Diese deutsche Ausgabe der Theorie der höliereii ebeneu 
(Jurveii schliesst sich der soeben auch zur Vefön'eutlichung 
gelaiigeiideii 3. Auflage der „Kegelschnitte“ an und die neue 
Auflage der Geometrie des Rauines wird ihr bald nachfolgeii. 

Schliesslich ist es mir Redürfniss, Herrn l)r. Noetlier auch 
an diesem Orte für die Freundlichkeit zu danken, mit der er 
meinem Wunsche nach einer übersichtlichen Darstellung der 
Resultate entsjirach, welche er in Gemeinschaft mit Herrn 
Dr. Brill in selbständiger Entwickelung und Verwerthung 
einer Theorie gewonnen hat, die als von Herrn Sylvester her- 
rührend einen wichtigen Bestandtheil dieses Buches bildet; 
man Hudet diese Uebersicht am Ende der Zusätze. 

Hirslandeu bei Zürich, August 1873. 

Dr. Wilh. Fiedler. 
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Erstes Kapitel. 

Von den Coordinaten. 

1. Es giebt in der Ebene eine besondere gerade Linie, 
die Linie im Unendlichen oder die unendlich ferne Gerade 
derselben und in dieser Linie zwei besondere nicht reelle 
Punkte, die Kreispunkte im Unendlichen der Ebene. Ein 
geometrischer Satz hat entweder keine Beziehung auf diese 
Linie und zu diesen Punkten und ist daun descriptiv oder 
projectivisch , oder er steht in Beziehung zu ihnen und 
ist dann metrisch. (Vergl. „Kegelschnitte“, Kap. XXII.) 

2. Die zur Bestimmung der Lage eines Punktes in der 
Ebene dienenden Coordinaten sind rechtwinklige oder schiefe 
Parallel -Coordinaten (Cartesische) oder trimetrische (projecti- 
vische) Coordinaten; die letztem umfassen als einen Special- 
fall die erstem. („Kegelschnitte“ Art. C8.) Im Allgemeinen 
kann mau sagen, dass die Cartesischeu und insbesondere die 
rechtwinkligen Coordinaten vorzugsweise geeignet sind fttr 
die Untersuchung der metrischen Eigenschaften, die trime- 
trischen Coordinaten dagegen ebenso für die der descriptiven 
oder projectivischen Eigenschaften. Es ist aber auch für die 
Untersuchungen der ersten Art oft von Vortheil, die Bezeich- 
nung der trimetrischen Coordinaten zu gebrauchen, da dann 
die Gleichung der Curve homogen in x, y, z erscheint, wo 
X, y die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten sind und 
2 die Einheit vertritt. 

3. Die trimetrischen Coordinaten eines Punktes sind als 
die senkrechten Entfernungen p, q, r desselben von drei 

Kaliuon, Uöhvre Currcn. 1 
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gegebenen Geraden deKnicrt worden („Kegel8chnitte“Art.(i2.), 
die ein Dreieck bilden; sie genügen daher, wenn n,h,c die 
Liingenzalilen der Seiten desselben und A seine Kläclienzahl 
bedeuten und wenn p, q, f für jeden im Innern des Dreiecks 
gelegwieu Punkt als positiv angesehen werden, der Relation 

nj) -p -f- er = 2 A. („Kegelschnitte“ Art. l!S.) 

Mittelst derselben kann eine ursjirünglich nicht homogene 
Gleichung homogen gemacht werden und es wird vorausge- 
setzt, dass dies geschehen sei und also die benutzten Glei- 
chungen immer homogen sind. 

4. Es ist von Vortheil, eine etwas allgemeinere Definition 
der trimetrischen Coordinaten x, y, s oder x^, Xj, x^ zu be- 
nutzen, indem man ohne ihre absolute Grösse zu H.xieren 
sie als proportional zu gegebenen Vielfachen ap, ßq, yr der 
ursprünglichen trimetrischen Coordinaten annimmt. Auf 
Grund der Bemerkung, dass die in einer gegebenen Richtung 
gemessene Entfernung eines Punktes von einer Geraden ein 
bestimmtes Vielfaches ihrer senkrechten Entfernung ist, kann 
diese Definition mit gleicher Allgemeinheit in folgenden 
Formen gegeben werden. 

Die trimetrischen Coordinaten eines Punktes in der Ebene 
sind proportional 

zu gegebenen Vielfachen der senkrechten Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in gegebenen Richtungen 
gemessenen Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in einer und derselben 
Richtung gemessenen Entfernungen — 
zu den in gegebenen Richtungen gemessenen Entfeniungen 
des Punktes von drei festen geraden Linien. 

Die drei gegebenen Geraden, die Geraden = 0, = 0, 

Xj = 0 sollen die Coordinatenaxen oder einfach die Axtm 
und das von ihnen gebildete Dreieck das Fundauientaldreieck 
oder einfach das Dreieck heissen. Und es ist zu bemerken, 
dass zwischen den Grössen x^, x.j, x.^, insofern ihre absoluten 
Werthe unbestimmt bleiben, keine identische Relation statt- 
finden kann, so wie dass die von uns zu benutzenden Glei- 
chungen als wesentlich homogen Relationen zwischen den 
gegenseitigen Verhältnissen der (Joordinaten au.sdrticken. 
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5. Wenn es auch im Allgemeinen nicht von Vortheil 
ist, so können wir doch die absoluten Grössen der Coordi- 
naten fixieren, indem wir Xj, x^ respective gleich ap, 
ßq, yr setzen; dann sind die Coordinaten eines Punktes durch 
die Relation verbunden >. 


« 



V 


= 2A, 


die daher dienen Hnun, die absoluten Grössen der Coordinaten 
a", , X- 2 , eines Punktes zu bestimmen, nachdem ihre Ver- 
hältnisse bekannt sind. 

G. Von der Entfernung eines Punktes von einer Geraden 
gilt natürlich, dass sie das Zeichen wechselt, wenn der Punkt 
von der einen Seite der Linie auf die andere geht. Die Fest- 
setzung der positiven und negativen Seite ist für jede der 
drei Linien willkürlich, aber es ist im Allgemeinen zweck- 
mässig, sie so zu wählen, dass für jeden Punkt im Innern 
des Dreiecks die Verhältnisse x^ : x.^ : x.j oder falls sie in ab- 
soluter Grösse bestimmt wären die Coordinaten x, , Xj , Xj 
selbst positiv sind. 

7. Wenn wir annehmen, dass tUe Geraden x, = 0, Xj = 0, 
Xj = 0 gegebene Linien sind, so hängen die Werthe der Ver- 
hältnisse X, : X.J : Xj von denen der impliciten Cunstanten «, 
ß, y ab und sind somit nicht vollständig bestimmt; sie können 
vielmehr so bestimmt werden , dass x, ; Xj : Xj für einen ge- 
gebenen Punkt gegebene Wertlie erhalten. So vollendet z. B. 
die Annahme, dass für den gegebenen Punkt von den senk- 
rechten Absländen j),, q,, r, jene Verhältnisse die gegebenen 
Werthe x,' : x./ : x/ haben, die Bestimmung der Coordinaten, 
weil 



ist. Ebenso können wir unsere Coordinaten so wählen, dass 
eine gegebene lineare Gleichung Ax, -|- lixj -|- Cx^ = 0 
eine gegebene Gerade darstellt; denn wenn np -|- hq -f- er = 0 
die Gleichung der gegebenen Linie in Function der Coordi- 
naten p, q, r ist, so haben wir 

(t h c 
X, : Xj äV- n fl - c 

1 * 
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Von den oben gescliriebi-nen Gleichungen wird jedoch selten 
in ihrer ullgenieinen Form Gebrauch gemacht, man denkt 
vielmehr insbesondere vortheilhaft die Goordinaten so fixiert, 
dass der Punkt (1:1:1) ein gegebener Punkt der Figur 
oder die gerade Linie x, -|- x., -|- x^ = 0 eine gegebene Linie 
der Figur ist. 

8. Wir können von dem Punkte t/, sjirechen in der Mei- 
nung, dass cs derjenige Punkt sei, für dessen Coordinaten 
die Verhältnisse x^ : x^ : x, gleich seien den Verhältnissen 
;/| :jf 2 '• ifs', wenn wir von den Coordinaten eines Punktes sagen, 
sie seien gleich //, , y, , t/j oder es seien .r, , x^ , Xj respective 
gleieh y, , y^, y■^, so hat das denselben Sinn; die absoluten 
Grössen sind unbestimmt. So hätten wir in (7) statt vom 
Punkte (1:1:1) sprechen können von dem Punkte (1, 1, 1). 

9. Der Punkt (1, 1, 1) und die Gerade x, -|- x, -f- X3 == 0 
oder allgemeiner der Punkt (y, , y.^, y.j) und die Gerade 

~ = 0 stehen in einer einfachen geometrischen 

!/» y» 

Beziehung zum Fundamentaldreieck: Wenn der bezeichnete 

Punkt ist, so ist die Ge- 
rade die Linie E, E.^ Ej, 
welche die Durchschnitts- 
punkte der Seiten des 
Fundameutaldreiecks 
Af Aj Aj mit den ent- 
sprechenden Seiten des- 
jenigen Dreiecks E^ E.^Ej 
verbindet, welches die 
'' Schnittpunkte der Ver- 
bindungslinien von E mit den Dcken des Fundamentaldreiecks 
mit den Gegenseiten desselben bilden; oder umgekehrt, wenn 
E| Ej Ej die bezeichnete Gerade ist, so erhalten wir den 
Punkt E, indem wir ihre Schnittpunkte E, E^ Eg in den Seiten 
des Fundamentaldreiecks mit den respectiven Gegenecken 
desselben verbinden und von den Ecken D,, D,, Dj des so 
entstehenden neuen Dreiecks nach den entsprechenden Ecken 
des Fundamentaldreiecks die geraden Linien ziehen. Die 
Gerade E, E, Eg und der Punkt E sind durch die Ecken und 
Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt, die erste ist die 


Fig. 1. 
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hariuouisch zugeordncte Gerade oder iHkrinonikale des Letzteren 
oder sie sind in einem später erst zu erläuternden Sinne 
Pole und Polare in Bezug auf das Dreieck, welches als eine 
Curve dritter Ordnung angesehen werden darf. Wenn von 
beiden eines gegeben ist, der Punkt E oder die Gerade E, E., E,, 
so ist das andere bestimmt und es ist gleichbedeutend ob man 
annimmt, der Punkt (1, 1, 1) sei ein gegebener Punkt oder 
die Linie a;, -|- x., + Xj = 0 sei eine gegebene Gerade. 

10 . Wenn wir die Gerade x, -|- + -^3 = 0 als eine 

gegebene Linie betrachten, so sind vier gerade Linien gegeben 
und wenn man setzt x^ x^ x^ = 0 d. h. wenn man 
Xj als Zeichen für — x, — Xj — x.j wählt, so sind die Coor- 
dinaten so bestimmt, dass x, =0, Xj = 0, x, =0, x^ = 0 
gegebene Gerade repräsentieren. 

11 . Die Coordinaten können so gewählt werden, dass 
der Punkt (1 , 1 , 1) der Schwerpunkt des Fundamentaldrei- 
ecks oder dass die Gerade x, Xj -j- x^ = 0 die unendlich 
ferne Gerade seiner Ebene ist. In Rücksicht auf die Glei- 
chung «p-|-6g + er = 2 A kommt diess auf die Annahme 
hinaus, dass 

X, : X2 : x^ = aj) : hq : er 

sei, d. h. wenn wir den Punkt mit den drei Ecken des Drei- 
ecks verbinden, so dass dasselbe dadurch in drei Dreiecke 
zerfällt, so sind die Coordinaten x, , Xj, Xj den Flächen- 
zahlen dieser es zusammensetzenden Dreiecke gleich oder in 
andern Worten, sie sind proportional den durch die bezüg- 
lichen Höhen des Dreiecks dividierten Abständen des Punktes 
von seinen Seiten. Und wenn wir anuehmeu, dass 

ap bq er 

X, , Xj, y, respective = ^ 

seien, d. h. gleich den Quotienten der Flächenzahlen der 
componirenden Dreiecke und des Fundamentaldreiecks, so 
wird die identische Relation der Coordinaten, durch welche 
ihre absolute Grösse bestimmt wird, x, -j- Xj -)- x^ = 1 . 

12 . Wenn insbesondere das Fundamentaldreieck gleich- 
seitig ist und die x, als proportional zu den normalen Ab- 
ständen von den Seiten gelten, so ist der Punkt (1, 1, 1) 
der Mittelpunkt des Dreiecks und x, -f- x., -f- % = 0 die uu- 
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cmllich ferne Gerade seiner Ebene, und wenn inan in Fest- 
setzung der absoluten Grösse die x,, x.^, Xj den normalen 
Entfeniungen gleich und die Höhe des Dreiecks als Einheit 
nimmt, so sind die Coordinaten des Mittelpunktes (J, J, J) 
und die identische Relation zwischen den Coordinaten ist wie 
in (11) X, + Xj 4- X, = I. 

13. In dem eben bezeichneten Falle des gleichseitigen 
Fundamentaldreiecks und der unendlich fernen Geraden als 
X| + + ^3 = 0 sind die Coordinaten der Kreispunkte 

im Unendlichen 


X, : Xj : Xj = 1 ; <a : und = 1 : w’ : m 

für w als eine imaginäre Cubicwur/el der Einheit. Denn 
für X, y als rechtwinklige Cartesischc Coordinaten mit dem 
Anfangspunkt in der Ecke (x = 0, ij = 0) des Fundamental- 
dreiecks und der Axe der x in der Beite x, = 0 desselben ist 

„ A'F3-Y 2-XV3-Y 
X,, x.^, Xj respective = Y, .j , -5 


und da für die Kreispunkte im Unendlichen X und 1' unend- 
lich gross sind mit X4;iy=0 {i = Y — 1 wie üblich), so 
erhält man 


X, : Xj : Xj = 1 


2 • .j 1 


also für 0) = ^ " nnd somit 

X, : Xj : Xj = 1 : to : oj’ oder = 1 : ta’ : w. 

14. Wenn eine der Axon, sagen wir die der Xj, die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene ist, so ist die Entfernung 
r als eine unendlich grosse Constantc zu betrachten, und 
Y r ist daher eine Constantc , welche endlich gemacht und ohne 
Verlust der Allgemeinheit gleich Eins gesetzt werden kann; 
wir haben also x, : •. = ap •. ßq •. 1 imd die Coeflicienten 

n, ß können so liestimmt werden, dass cip, ßq die in der 
Richtung der jedesmaligen andern Geraden gemessenen Ab- 
stände des Punktes von der Geraden x, = 0 und Xj = 0 
darstellen, so dass man für X, Y als die Cartesischen Coor- 
dinaten des Punktes die Relation hat 


X, : Xj ; Xj = y : X ; 1. 
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Mit aiuleru VV'orteii uml indem mau zugleicli die absoluten 
Grössen fixiert, , x.^ und Xj 1 sind die Carlesischen Coor- 
diuaten des Punktes in Bezug auf zwei beliebige Axeu der 
Coordinaten. 

15. Im Vorhergehenden haben wir nur die unendlich 
ferne Gerade, nicht aber die imaginären Kreispunkte der 
Ebene zum Fuudaraentaldreieck in Beziehung gesetzt; in 
Folge dessen sind die resultierenden Cartesischen Coordinaten 
im Allgemeinen schiefwinklig. Sie werden aber rectangidär, 
indem man die Linien x — 0, </ = 0 als zwei zu den Kreis- 
punkten harmonische Gerade oder als rechtwinklig zu einan- 
der annimmt. Die Schnittpunkte der Geraden a: = 0, y = 0 
mit der unendlich fernen Geraden oder ihre Richtungen bilden 
mit den Kreispunkteu oder die nach den letztg^’cn gehenden 
Strahlen mit jenen Geraden eine harmonische Gruppe. 

1(5. Zuweilen ist es zweckmässig, die imaginären Co- 
ordinaten ^ = X -j- iy, rj = X — iy, s = l zu gebrauchen, 
die wir Kreis- t'oordinaten nennen wollen. 

17. Die vorher betrachteten Coordinaten sind Puukt- 
Coordinaten, jede Gruppe der Xt bestimmt einen Punkt in 
der Ebene des Dreiecks. Zur Bestimmung der Lage einer 
genideu Linie dienen in analoger Weise die Linien -Coordi- 
nateii oder Tangential -Coordinaten. Wenn in einem System 
trimetrischcr Punkt- Coordinaten a:, , a:,, Xj die gerade Linie 
durch die Gleichung I, x, -f- Xj + 5a ^3 = ü dargestellt ist, 
so giebt es ein entsprechendes System von Linien-Coordinaten, 
in welchem S,, I,, die Coordinaten der fraglichen Linie 
sind. Wir bemerken, dass nach dieser Definition nur die 
Verhältnisse der |j, 63 bestimmt sind, während ihre ab- 
soluten Grössen unbestimmt bleiben, ganz ebenso wie für die 
Punkt- Coordinaten nach ihrer allgemeinsten Auffassung. 

18. Eine lineare Gleichung -f- ~t" cSs = 0 zwischen 

den Coordinaten welche eine gerade Linie bestim- 

men, verbindet die ganze Schaar der Geraden, deren Coor- 
dinaten dieser Gleichung genügen. Dieselben gehen alle 
durch den Punkt, dessen Coordinaten im entsprechenden System 
der Punkt - Coordinaten (x.) durch («, b, c) bezeichnet sind; 
denn die lineare Gleichung al, + bti + c^-j — 0 drückt aus, 
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dass die Gleichung in Puiikt-Coordiiiüten =*' 

befriedigt wird, indem man darin für a;, , a:,, respective 
a, h, c substituiert. In den Linien - Coordinaten 
repräsentiert also die Gleichung fi|i + "f" = 0 einen 

Punkt, und zwar denjenigen Punkt, dessen Coordinaten in 
dem entsprechenden System von Punkt- Coordinaten a, b, c 
siud. Und allgemein stellt eine homogene Gleichung in den 
Linien -Coordinaten gj diejenige Curve dar, welche 

die Enveloj>pe aller der geraden Linien 5| x-i -j- -f- IsaJj = 0 

ist, für welche die Coefficienten der fraglichen 

Gleichung genügen. Man sagt, diese Gleichung sei die Tan- 
gentialgleichung der Euvelopj)e oder ihre Gleichung in Linieu- 
Coordiuateu. Mit anderen Worten, die Gleichung einer Curve 
in Linien -Coordinaten ist die Gleichung zwischen g, , gj, g.„ 
welche ausdriffkt, dass die gerade Linie 

S| ^1 “1" “I“ ^3 '^3 

eine Tangente der Curve ist. 

19. Im Vorhergehenden siud die Linien- Coordinaten g/ 
definiert w’orden mittelst des entsprechenden Systems von 
Punkt -Coordinaten a;, und es ist die Bedeutung der Verhält- 
nisse g|, gj, g., dadurch allerdings vollständig bestimmt. Nur 
um die Analogie zwischen beiden Arten von Coordinaten voll- 
ständiger zu begründen, ist es wünscheuswerth, eine unab- 
hängige quantitative Definition der Linien -Coordinaten zu 
geben. Man kann sagen, dass die trimetrischen Coordinaten 
g,, gj, g.| einer Linie gegebenen Vielfachen der Entfernungen 
jjroportioual sind, welche von drei festen Punkten aus (die 
ein Dreieck bilden) in vorgeschriebenen Richtungen bis zur 
gedachten Linie gemessen werden. Denken wir nämlich sie 
beispielsweise den senkrechten Entfernungen der Linie von 
den drei festen Punkten gleich und beziehen wir die Figur 
auf Cartesische Coordinaten, so dass die Coordinaten der drei 
Punkte respective sind («, (i), {a', ß") und die Glei- 

chung der Geraden A X H Y C = 0, so gelten die 
Relationen 

g^; g., : g, = Act-\-]iß + C : Aa+Bß' + C : Aa'+ Bß’'+ V 
oder die Gleichung der Linie i.st 
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0, X, Y, 1 1=0, 

li, « , ß, 1 

S 2 , 1 

ia, /*", 1 


und die Coefficienten von |j, I, in derselben sind somit 
gegebene lineare Functionen von 'X, Y, 1 ; indem wir die- 
selben durch x^f Xj, Xj respective bezeichnen, haben wir ein 
System trinietrischer Coordinaten gebildet, die Gleichung wird 
in I, X, Xj -|- I 3 = 0 übergeführt und die neue Defi- 
nition stimmt mit der vorher gegebenen überein. 

Ebenso wie in § 7. können wir die Linien -Coordinaten 
so bestimmen, dass die gerade Linie (1, 1, 1) eine gegebene 
Linie der Figur ist oder der Punkt Si + lj +53 = 0 «h ge- 
gebener Punkt derselben. 

20. Einige specielle Fälle sind bemerkenswerth : 1) Wenn 
ß , ß, y die in gegebener Richtung gemessenen Entfernungen 
der veränderlichen Geraden von den Punkten A^ 

sind , nämlich a = A^B,', ß = X, 
y = A.^B.^ , so können die Coordinaten 
I,, Ij, §3 diesen Entfernungen propor- 
tional angenommen werden, d. h. 

I, : Sj : I 3 = ß : ^ : y. Setzen wir dann 
den Punkt A^ in der gegebenen Rich- 
tung, d. h. in B^ A^ unendlich fern /fj j/g 
voraus, so hat y einen unendlichen 

als Constante zu betrachtenden Werth und indem man 
g, : = ß : /J : 1 schreibt, kann man statt der ursprüng- 

lichen Coordinaten §|,|j ,|3 dieGrössen |,,gj -y als Coordinaten 

nehmen, d. h. ß, ß, 1 . Man hat so ein System von zwei 
Coordinaten ß, ß gebildet, welche den in einer gegebenen 
Richtung gemessenen Entfernungen der Linie von zwei festen 
Punkten respective gleich sind. 

2) In der umstehenden Figur ist: 

a A, A,' ß A, A,' 

y — A ~A; > y ~ A,A,” 


Fig. 2. 
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oder was dasselbe ist 

»■ « . ß _ 1,1 

-.1|j 1, ^f'ti ^ -^a-ti 

Denken wir also die l’uiikte ,1, A.^ als 
die Riclituiigeii der Geraden A^'A.„ A^'A^ 
rcsjiective, so dass unend- 

lich grosse als Constanten zu betrach- 
tende Werthe haben, so können wir statt 
der zu «, p, y proportioualcn Coordi- 

naten die zu -r^, . , -rK-, Y projiortionalen nehmen und so- 
A,At ’ A,At 

mit auch die Grössen yV>» Imhen so ein Sy- 

stein von zwei Coordinaten , welche die Keciproken der in 
zwei gegebenen Itichtungen gemessenen Eutfernungen der 
Linie von einem festen Punkte sind. 

21. Die Theorie der Linien -Coordinaten ist, ganz abge- 
sehen von der Ausdehnung ihres Gebrauchs von der höchsten 
Wichtigkeit; denn sie zeigt, dass mit dem in Piinkt-Coor- 
dinaten gefiihi-teu Beweis irgend eines descriptiven Theorems 
durch die einfache Anwendung der Theorie der reciproken 
Polaren oder auf Grund der die Geometrie beherr.scheudeii 
Dualität das correlative Theorem bewiesen wird, oder viel- 
mehr, dass durch die nämliche Entwickelung gleichzeitig 
und gleichmässig zwei Theoreme bewiesen werden, wenn 
wir die ;Cj als Punkt -Coordinaten und wenn wir sie als Liuicu- 
Coordiiiaten interpretieren. Jeder Schritt des Beweises hat 
in diesem Sinne zwei Bedeutungen, den beiden Interpretationen 
und Sätzen entsprechend. Und ganz ebenso ist der Bew'eis 
eines Theorems in Linien -Coordinaten zugleich der Beweis 
des correlativen Theorems; mit dem einzigen Unterschiede, 
dass der Uebergang dabei von der weniger bekannten Theorie 
der Linien - Coordinaten zu der vertrauteren der Punkt- Co- 
ordinateu geschieht. Wenn man die ursprünglichen Linieu- 
Coordinaten |, als die Punkt -Coordinaten des l’ols der be- 
trachteten Linie in Bezug auf den Kegelschnitt 

ansieht, so liegt darin ein Mittel, den Uebergang zu er- 
läutern. 

22. Die allgemeinen projectivischen Coordinaten x,- und 5, 
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der Art. 4. u. 19. lassen eine moditicierte Auffassung zu, welche 
ihre constructive Verwendung sehr einfach gestaltet, ihre 
Specialfälle erhellt und ihre Reciprocität in allgemeinster 
Weise darlegt. Die a:,- geben die Bestimmung aller Punkte 
P der Ebene durch vier feste Punkte von 

denen keine drei in einer Geraden liegen; die gj die Bestim- 
mung aller Geraden p der Ebene durch vier feste Gerade 
a, , a.j, flj, c, von denen keine drei durch einen Punkt gehen. 
Bezeichnen wir dann durch e,- und pi die in gleichen Rich- 
tungen gemessenen Ab- 
stände von JS respective 
P bis zu den Fimda- 
mentallinicn Aj Ai und 
ilurch f I, jfi die in zwei 
Ijestimiuten Richtungen 
gemessenen Längen von 
den Fundamcntalpunk- 
ten rtyflt bis zu den Gera- 
den e und p, so gelten 
nach Art. 4., 19. die Beziehungen 



h 


Pi : 
Pt': ‘t 

»* : 


= (AjAiAtBF), 

s- I'd 

: "* = (ftj • Oi a* c p) , 


wo (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 293 Beisp. 2) mit {Aj.AiAtE P) 
das Doppelverhältniss des Büschels der vier Geraden Aj A/, 
Aj At, Aj E, Aj P und mit {aj ■ a, «t ep) das der Reihe der 
vier Punkte aj a,, etc. bezeichnet sind. Die Verhältnisse 
a:, : : x^ oder g, : gj : gj führen bei gegebenen Fundamental- 

Elementen zur Construction des zugehörigen Punktes P re- 
spective der zugehörigen Geraden p durch die zweimalige 
Construction des vierten Strahls respective Punktes zu drei 
gegebenen Strahlen eines Büschels oder Punkten einer Gera- 
den bei gegebenem Doppel verhältniss, oder die Construction 
eines Strahls oder Punktes nach gegebenem Theilungsverhält- 
niss. (Art.294.a. a. ü.) Für ein anderes System von Fundamental- 
Elementen liefern dieselben Coordinatenverhältnisse andre 
Punkte und Gerade, die eiu zum ersten .projectivisches (col- 
lineares) System bilden. 
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Verbindet man die Fundaineutalpunkte j 4 i mit den Fun- 
damentallinien n,' als ihren Gegenseiten zu einem Dreieck, 
und nimmt man flberdiess die Gerade c als Polare des Punktes 

2 i in Bezug auf das Drei- 
eck (Art. 9 .) an, so dass 

die (A. AiEj£j) l 

sind, so wird immer, 
wenn die Gerade p den 
Punkt P enthält, zwi- 
schen ihren Coordinaten 
I, und seinen Coordi- 
iiaten Xt die Relation 
5l^l -t- + 

erfüllt, weil z. B. — = S3 *3 = (-^2 ^1 -^^i) und 

' • ^3 *^3 (-^3 -^1 ^2 ^ (*^3 -^1 ^ 1 -^2) ®*ud *). Diess 

ist für die £, als Constanten, nämlich als Coordinaten einer 
Geraden, die Gleichung derselben und für die Xi als Con- 
stanten, nämlich als die Coordinaten eines Punktes, die 
Gleichung dieses Punktes ’). Die vorher bezeichnete Con- 
struction ist also auch die Construction des Punktes und der 
Geraden aus ihren respectiven Gleichungen. 

Wird eine der Seiten a,- des Fundamentaldreiecks als un- 
endlich ferne Gerade gedacht und zugleich Ai Ej = Ai Et 
gemacht, also auch Ai = Ai E* = — Ai Ej, so erhält man 
die Cartesischen Punkt- und die Plücker'schen Linien -Co.- 
ordinaten für schiefwinklige Axen. 

23 . Es erscheint von Werth, die allgemeinen Gesetze der 
Transformation der Coordinaten so zu geben, dass sie für 
alle Fälle eine leichte Anwendung gestatten. Dieselben lassen 
sich , als bezüglich auf congruente Systeme in sich deckender 
Lage, an die Betrachtung projectivisch collinearer Systeme 
also au die lineare Substitution (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 
375 f., 83 ); 

(iXi =ailX^-\-aiiX2~{-aii-\-x^ , p6i*= 

anschliessen , die nach dem Vorigen ihre vollständige geo- 
metrische Deutung erhalten '). Sei das eine der beiden Sy- 


*) Ist e uiiabhilugig von K, bo erhält jene Relation Jie Form 
^’i fl ^1 "l" f» “b ^'1 13 *s = 0 - 
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steme auf die Fundamental -Elemeute A, E e bezogen, 

denen im andern die Elemente A,' A^ A^ E' e entsprechen 
und das andere auf die Elemeute A*'A.*'Aj*' E*' c*' bezogen, 
denen im ersten die A,*A^*Aj*E’*c* entsprechen; dann er- 
hält man für die entsprechenden A^ der Fundamental -Punkte 
Al des ersten im zweiten oder Bildsystera die Gleichungen 

A x/= Uik für c* und /»* als die gleichgerichteten 
Abstände von E und Ai von der Seite o,-; 
und für den dem Einheitspunkt E des ersten Systems entspre- 
chenden Punkt E‘ des zweiten 

«il + «lä + fliS — H^i. 

Und umgekehrt für die entsprechenden a* der Fundamental- 
linien Oi*' des zweiten ira ersten Systeme 

p f 

-t4 I* = Oik und a,t + «i* an = p|* 

"i 

für die der Einheitgeraden e*’ des zweiten Systems entspre- * 
chende Gerade e* im ersten System. 

Da nun im Falle der Transformation die-.4i, E,e mit 
den Ai, E', e und die A*', E*', e*' mit den A,^, E*, c* re- 
spective zusammen fallen, so erhalten die Coefficienten o,* 
der die Coordinatentransformation ausdrückenden linearen 
Substitution, durch welche die neuen Punktcoordinaten als 
Functionen der alten und die alten Liniencoordinaten als 
Functionen der neuen ausgedrückt werden (oder -umgekehrt 
mit Wechsel der Worte alt und neu) die folgenden Bedeu- 

fl 6 1 P fh' 

tungen: Es ist an= ^ - x,' = -— 5t ; die Substitutionscoef- 

ticienteu derselben Vertikalreihe sind den drei neuen Coordi- 
naten der Fundamentalpunkte des alten Systems und die Sub- 
stitutionscoefiicienteu derselben Horizontalreihe den drei alten 
Coordinaten der Fundamentallinien des neuen Systems pro- 
portional. Es ist auch 

öti'i l Qjk • an = , 

unmittelbar an die Construction anschliessend. Und es ist 

0|1 + Oli + «i3 = Olt -(- Ost + ®3t = p5t 1 

die Coefficientensummen nach horizontalen Reihen sind pro- 
portional den neuen Coordinaten des Einheitpunktes im alten 
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und die nach verticaleu lleihen den alten t'oordinaten der 
Kinheitlinie im neuen System. 

Sind z. B. die Coordinaten x,‘ Cartesisclie l’unktcoordi- 
naten mit x,' = 1 , x/ = x, x^ = //, und haben die Funda- 
meiitalpunkte Ai eines Systems prqjectivischer t'oordinaten 
die Cartesischen t'oordinaten und i/i", ferner der Einheits- 
jiunkt E desselben die Coordinaten und so hat man 
die Gleichungen 

«u : da : 03 .- ■ - 1 : : a:*'* für t = 1 , 2, 3 

und dazu 

,t‘ = «ll+«l2+«l3. f‘»/‘'' = "2i+Ö22+«2:o f* »:''■> = «3, +«32+033. 

Daraus ergiebt sich die Gruppe der allgemeinen Lösungen 
für diesen Uebergang 



1 . 

1 , 

1 


1 . 

1 , 

1 


!/">, 


J,(3) 


?/"'» 

!/"■>, 

y(3) 

f* 




n —u 

ac«', 



1 1 

» , 

1 

} "12 r 

1 , 

1 , 

1 




,/3) 


y"’, 


y(31 


aS‘>, 


a:<“i 



rr<*), 

X(3I 


* > 

1 , 

1 1 



yi') , 


xi*>, 


1 , 

1 , 

“1^ 

y', 


y( 3 ) 

jt«), 




«21 = «11 • «22 = «12 ■ y*''» «2.1 = «13 • 2/’"’ 5 

«31 = «11 • «.12 = «12 • «33 = «13 • 

Man erkennt die Gleichungen der Transformationen recht- 
winkliger Cartesischer Coordinaten in andere rechtwinklige 
('artesische leicht als den speciellsteu Fall der Anwendung 
dieser allgemeinen Gesetze. 

Die blosse Veränderung des Einheitpunktes bei festge- 
haltenen Fuudamentalpunkten ergiebt .sich so oder auch un- 
mittelbar nach den Definitionen des Art. 22. als äcjuivalent 
der Muliiplication der ursprünglichen Coordinaten mit Con- 
stanten von leicht angebbarem geometrischem Sinn. 


Digitized by Google 


15 


Zweites Kapitel. 

Von den allgemeinen Eigenschaften der Cnrven vom n‘"' Grade. 

I. Abschnitt. 

Lieber die Anzahl der Glieder in der allgeiiieinen Gleiehiing;. 

24. Der erste Schritt zur Kenutniss der allgemeinen 
Eigenschaften der Curve m''’" Gratles wird mit der Unter- 
suchung der Anzahl der Glieder in ihrer Gleichung gethan. 
Sie setzt in den Stand durch einfache Zählung der Anzahl 
unabhängiger Cojistanten in einer vorgelegteu Gleichung w*™ 
Grades zu erkennen, ob dieselbe eine der Formen ist, in 
welche jede Gleichung n'*'" Grades übergeffdirt werden kann 
oder nicht. 

Beispielsweise enthält die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades fünf unabhängige Constanten; wenn daher eine an- 
dere Gleichung vom zweiten Grade gegeben ist, welche fiiuf 
('onstanten enthält, so wie 

{x —ay + {ij—ßy= (fl x-\-h y + cf, 

so können wir dieselbe entwickeln und wie in Art, 90. der „Ke- 
gelschn.“ mit der allgemeinen Gleichung zweiten Grades identi- 
ficiereu, um dadurch eine hinreichende Anzahl von Glei- 
chungen zur Bestimmung von a, ß, . . . in Function der 
(Joefficienten der allgemeinen Gleichung zu erhalten. Damit 
ist dann bewiesen, dass eine Gleichung zweiten Grades im 
Allgemeinen auf jede der l>eideu obigen Formen gebracht 
werden kann und em Beweis für die Eigenschaften der Brenn- 
punkte und Directrixen wäre dadurch gewonnen. Die 
Gleichung 

{ax-{-hy-{-cy = {a x-{-b'y-\-c) {a"x-\-b"y-\-c") 

enthält sieben unabhängige Constanten und das Problem, die- 
selben in Function der Coefficienten der allgemeinen Glei- 
chung zweiten Grades nuszudrücken, ist somit unbestimmt, 
wie diess geometrisch evident ist, weil die Gleichung in diese 
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Form gebraclit werdeu kauu, indem mau irgend zwei Tan- 
geuten des Kegelschnitts durch 

a X -|- h' y “1- c' = 0 und a" x + h"y c" = 0 
und ihre ßerUhrungssehnc durch 

ax hy c = Q 

repräsentiert denkt. 

Die Gleichungen 

{ax-\-hyy=cx-\-dy-[-e, («x-f-6y-f- 1) {dx-\- h'y-\- 1)=() 
enthalten nur je vier unabhängige Coustauten und müssen 
daher eine andere Bedingung eiuschliessen, d. h. die allge- 
meine Gleichung kann nicht in eine dieser Formen über- 
geführt werden, wenn nicht eine weitere Bedingung erfüllt 
ist; wie es geometrisch daraus erhellt, dass die erste Glei- 
chung eine Parabel und die zweite ein Paar von geraden 
Linien darstellt. Die allgemeine Gleichung des Kreises 
{x - df + {y — ßy = »■■■’ 

die nur drei ersichtliche Constanten enthält, muss zwei Be- 
dingungen einschliessen oder die allgemeine Gleichung kann 
nur bei Erfüllung von zwei Bedingungen auf diese Form ge- 
bracht werden. Die Gleichung 

S' -kS' = 0, 

die nur eine Constante zeigt und in welchen S und S zwei 
gegebenen Functionen vom zweiten Grade in den Coordina- 
ten darstellen , muss vier Bedingungen einschliessen , wie be- 
kannt ist, weil der durch diese Gleichung dargestcllte Kugel- 
schnitt durch vier feste Punkte geht oder vier feste Tangenten 
besitzt, je nachdem wir die Veränderlichen als Coordinaten 
eines Punktes oder als solche einer Geraden voraussetzen. 

25. Einige Vorsicht ist bei Anwendung dieser Principien 
unentbehrlich. So scheint die Gleichung 

(X ~ «)* -f (y — ßy ax + by + c 

fünf Constanten zu enthalten und daher zu den Formen zu 
gehören, in welche die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
übergeführt werden kann; da aber die Entwicklung zeigt, 
dass die Constanten nicht in die höchsten Glieder der Glei- 
chung eintreten, und dass also nur drei Gleichungen zur Be- 
stimmung derselben entstehen, so müssen wir schliesseu. 
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dass die Uleiclmug eines Kegelschnitts nur dann in diese 
Form gebracht werden kann , wenn derselbe zweien bestimm- 
ten lledingungen genügt. Ebenso ist die Gleichung 
aS^ -f- bS2 + cSj -f- (ISf -f- fS^ — 0, 

wo /S'i =0, iSj — 0 etc. sechs Kegelschnitte darstellen, eine 
Form, in welche die Gleichung jedes Kegelschnitts gebracht 
werden kann. Setzen wir aber voraus, dass drei der Glei- 
chungen die.ser Kegelschnitte durch eine Relation von der 
Form »S'^ = iiS', -f- verbunden sind, so zeigt die Sub- 
stitution dieses Werthes, dass die Gleichung nur vier unab- 
hängige Constanten enthält und dass also die Gleichung 
eines beliebigen Kegelschnitts nicht ohne Erfüllung einer Be- 
dingung in diese Form gebracht werden kann. 

20. Nach diesem V' ersuch, dem Leser eine- Idee von der 
Art des Vortheils zu geben, welchen die Kountniss der Zahl 
der Glieder in der allgemeinen Gleichung n''" Grades ge- 
währen kann, schreiten wir zur Untersuchung dieses Problems 
vor. Die allgemeine Gleichung Grades zwischen zwei 

Variabein kann geschrieben werden 

A 

+ Bx+Cy 
-|- Exy Fl/ 

+ •••■ 


-}- Fx* -f- Qx^~'y Rxy"~' -j- Sy" = 0. 

' Die Zahl ihrer Glieder ist offenbar die Summe der Reihe 
1 -f- 2 -f- il -f- • • • -f- (n -f- 1) und ist daher = j (>! l)(ii -f-2), 
wie früher ,, Kegelsch.“ Art. 91. bewiesen wurde. 

Wir werden die allgemeine Gleichung oft in der abge- 
kürzten Form 

„(0) 4. „(II ^ „(2) _| _|_ „(.) = 0 

anwenden, wo die Vereinigung der Glieder darstellt, 
welche in x und y vom Grade p sind, also «<"> das absolute 
Glied, die Glieder 'vom höchsten Grade. 

Die Gleichung in projectivischen Coordinaten kann ganz 
analog in der Form 

„(o)x," -j- + • • • = 0 

geschrieben werden, wenn wir unter ii<e) eine vollständige 

Salmon, UOhvre Carren. 2 
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homogene Function j)’"" Grades in a:,, verstehen, deren 
Glieder in der Gleichung sünimtlich den Factor a;,"“'' ent- 
halten, nach Aussonderung desselben. Man kann sie daher 
auch in der symbolischen Form einer l’otenz des linearen 
Trinoms schreiben, nämlich («,a;| -f - «^^'2 "f" 
dem man bei den Gliedern der Entwickelung wie«,’’~»’fl./a:,''—'''a: 2 '’ 
das Coefticienteuproduct nicht als solches , sondern als einen 
neuen Coefficieuten fasst, den man durch aii,.i 2 s..j be- 
zeichnen kann, wenn liier die Anzahl der Indices 1 und 2 
respective (« — jt) und p ist. ' Die Zahl der Glieder ist 
offenbar in jedem Falle dieselbe wie im vorhergehend Er- 
örterten. 

27. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve n'" Ord- 
nung nothwendigen Bedingungen ist offenbar um Eins kleiner 
als die Zahl der Glieder in der allgemeinen Gleichung; sie 
ist also gleich J n (u -f- 3). Denn die Gleichung •repräsentiert 
noch dieselbe Curve, wenn wir sie mit irgend einer Con- 
stanten multiplicieren oder dividieren; wir können sie also 
durch A dividieren und die Curve wird bestimmt sein, wenn 
die ^ «(«-)- 3) Grössen B : A, C : ä, etc. bestimmt worden sind. 
So ist eine Curve «'"■ Ordnung im Allgemeinen bestimmt, 
wenn ^ n (n -f- 3) ihrer Punkte bestimmt sind; denn die Co- 
ordinaten jedes Punktes, durch welchen die Curve geht, lie- 
fern durch Substitution in die allgemeine Gleichung eine 
lineare Hclation zwischen den Coefficienten , wir erhalten also 
i n (« + 3) Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung der- 
selben Zahl unbekannter Grö.ssen; diese Bestimmung ist ein 
Problem, welches im Allgemeinen nur eine Lösung zulässt. 
So lernen wir, dass eine Curve dritter Ordnung im Allge- 
meinen durch neun, eine der vierten durch vierzehn Punkte, 
und dass im Allgemeinen durch ^ n (n 3) Punkte eine und 
nur eine Curve Ordnung beschrieben werden kann. 

28. Wenn wir sagen, dass i^»t(«-)-3) Punkte eine Curve«'" 
Ordnung bestimmen, so darf diess nicht dahin verstanden wer- 
den, dass stets eine eigentliche Curve «'" Ordnung durch diese 
Punkte gehe. Denn wir haben nur bewiesen, dass eine Glei- 
chung «"■“ Grades existiert, die durch die gegebenen Punkte 
befriedigt wird; aber diese Gleichung kann das Product von 
zwei oder mehreren Gleichungen geringerer Grade sein. So 
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be.stinimen fünf Punkte ira Allgemeinen einen Kegelschnitt; 
wenn aber drei von ihnen in einer geraden Linie liegen, so 
ist der Kegelschnitt eine uneigentliche Ourve zweiter Ord- 
nung, aus dieser geraden Linie und der Verbindungslinie der 
beiden andern Punkte gebildet. Und allgemein ist klar, dass 
durch ^ n (w-|-3) Punkte eine eigentliche Curve n*'''' Ordnung 
nicht beschrieben werden kann , wenn mehr als n j) von ihnen 
auf einer Curve Ordnung liegen, — natürlich für < «; 
denn wir würden sonst die Absurdität haben, dass zwei 
Curven von den Ordnungen n und p sich in mehr als wp 
Punkten schneiden könnten. (Vergl. „Kegelsch.“ Art. 246.) 
Das durch eine solche Gruppe von Punkten gehende 
System m'" Ordnung besteht vielmehr aus der Curve p"”' Ord- 
nung in Verbindung mit einer Curve von der Ordnung (n — p) 
durch die übrigen Punkte. Wir können auch eine obere 
Grenze feststöllen für die Zahl der Punkte, welche unter den 
bestimmenden Punkten einer Curve Ordnung auf einer 
Curve von der Ordnung p liegen können. Diese Zahl kann 
nicht grösser sein als np — ^ (p — 1) (p — 2). Denn 
wenn wir annehmen, dass ein weiterer Punkt, d. h. dass 
np — i (p — 1) (p — 2) -|- 1 Punkte auf einer Curve p*"' 
Ordnung lägen, so ergiebt die Subtraction dieser Zahl von 
^«(«-J-3) für die Zahl der übrigen Punkte ^(m— p)(« — p-(-.3), 
und es kann daher durch dieselben eine Curve der Ordnung 
(w — p) beschrieben werden. Sie bildet mit der Curve p'" 
Ordnung zusammen ein System von der Ordnung n, das durch 
die gegebenen Punkte geht; und es ergiebt sich aus dem 
letzten Artikel, dass es ira Allgemeinen unmöglich ist, ein 
anderes System derselben Ordnung durch sie zu bestimmen. 

29. Es giebt jedoch Fälle, in denen die Lösung des 
Art. 27. hinfällig wird, wie wir an einem einfachen Beispiel 
zeigen wollen. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve 
dritter Ordnung erforderlichen Punkte ist neun, aber neun 
Punkte bestimmen nicht in jedem Falle eine einzige Curve 
dritter Ordnung, weil ja zwei Curven dritter Ordnung sich 
auch in neun Punkten durchschneiden , so dass durch diese 
neun Punkte sicherlich zwei und wie wir gleich sehen werden 
unendlich viele Curven dritter Ordnung gehen. Die Erklä- 
rung ist folgende: Wenn wir m lineare Gleichungen zwischen 

■)» 
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t« Unbekannten auflösen, so erhalten wir die Lösung im All- 
gemeinen in der Form eines llruches; wir erhalten z. IL 
— ;-l, , C: -4 = r, :A^ , etc. Xnn kann cs geschehen, dass 

die gegebenen Werthe der Coordinuten der | «(»i-|-3) l’nnkto 
das gleichzeitige Verschwinden von Zähler und Nenner eines 
jeden dieser Itrnehe herbeitühren ; in diesem Falle sind die 
gegebenen Punkte offenbar unzureichend zur Mestimmung tier 
(lurve und es kann durch sie eine unendliche Menge von 
Curveu Ordnung gelegt werden. Der geometrische Grund 
des Vorkommens solcher Fälle fordert weitere Erläuterung. 
Beginnen wir der Einfachheit wegen mit dem Beispiel der 
Curven dritter Ordnung. Seien i/ = 0, F = 0 die Glei- 
chungen von zwei solchen Curven, beide durch acht gegebene 
Punkte gehend; so ist die Gleichung jeder Curvc dritter 
Ordnung, die durch diese Punkte geht, von der Form 
U — /r V = 0. Denn diese Gleichung bezeichnet nach ihrer 
Form eine (.'urve dritter Ordnung durch die acht gegebenen 
Punkte und 'sie enthält eine willkürliche t.'onstante A', welche 
so bestimmt werden kann , dass die Curvc durch irgend einen 
neujiten Punkt geht; man erhält nämlich A = U' : F', wenn 
U' und V die Resultate der Substitution der Coordiuateu 
des neunten Punktes in U und F sind. Diess giebt in jedem 
Falle einen bestimmten Werth für A, den einen au.sgenommen, 
wo der fragliche neunte Punkt gleichzeitig den beiden Curven 
U = 0 und F = 0 augehört, die sich ja wirklich in noch 
einem neunten Punkte schneiden müssen. Für die Coordi- 
naten dieses Punktes nimmt A den W'erth 0 : 0 an; auch zeigt 
ja die Form iler Gleichung U — A F = 0 das Nämliche, dass 
in der That jede Curve, welche sie darstellt, durch alle 
Durchschnittspunkte der Curven V = 0 und F = 0 hindurch 
gehen muss. Wir erhalten also den wichtigen Satz: Alle 
Curven dritter Ordnung, welche durch acht feste 
Punkte gehen, enthalten noch einen neunten festen 
Punkt. Und wir erkennen, dass neun Punkte nicht immer 
hinreichend sind , um eine Curve dritter Ordnung zu bestim- 
men; denn wir können durch die neun Durchschnittspunkte 
von zwei solchen Curven und durch einen beliebigen zehnten 
Punkt eine solche Curve beschreiben. 

3t). Dasselbe Raisonnement bleibt .auf Curven jeder Ord- 
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muig anwomlbiir. VVeiiu ilic Zahl gegelK-iicr Punkte um Eins 
kleiner ist als die zur nestinimung der Curven n^’’' Ordnung 
notlnvendige Zahl, also {^«(»«-1-3) — 1|, so ist U — /; K=0 


jVi-: 


für U = 0 und F = 0 als zwei bestimmte durch diese Pimkte 
gehende Curven n'" Ordnung die allgemeinste Gleichung 
einer Curve »»'"'Ordnung, welche durch diese. Punkte geht; 
denn die Gleichung enthält eine willkürliche Constunte, der 
wir einen solchen Werth beilegen können, dass die besagte 
Curv'e durch einen beliebigen ausserdem gegebenen Punkt 
geht und somit vollständig bestimmt ist. Die Form der Glei- 
chung zeigt aber, dass die Curve durch alle die Punkte 
hindurch geht, welche den Curven U—0, F = 0 gemein- 
schaftlich sind und daher nicht nur durch ^ n {n -1-3) — 1 
gegebene feste Punkte , sondern noch durch 7t‘ — \ («-f-3)-f- 1 
andere feste Punkte. Also: Alle Curven »»'"Ordnung, 
welche durch J »» (♦» -|- 3) — 1 feste Punkte gehen, 
enthalten ausser diesen noch ^ (>» — 1) (>» — 2) amlere 
feste Punkte. Mau nennt da.s System ein Büschel von 
Curven »»'" Ordnung und die gemeinschaftlichen >»'* Punkte 
seine Grundpunkte. 


31. Eine nützliche Folgerung aus dem vorhergehenden 
Salze lautet: Wenn von den »»'* Schnittpunkten von 
zwei Curven »i'" Ordnung np auf einer Curve i»'"' Oi'd- 
nung liegen Q» < »»), so liegen die übrigen »» (»» — p) 
auf einer Curve der Ordnung (»» — j»). Wenn wir eine 
Curve (»» — j»)'"' Ordnung durch ^ (»» — j>) (>» — j» .3) dieser 
übrigen Punkte legen, so bildet diese mit der Curve j»'" Ord- 
jiuug zusammen eine Curve der Ordnung »», welche durch 
4 (>» — p) (« — P -f- -f- wp Punkte geht; und weil diese 

Zahl |== 4 w (»» + ll) — 1 + 4 iP — 1) iP — 2)| nicht klei- 
ner sein kat)ii als ^ »» (»» 3) —1, so muss diese Curve alle 

die übrigen Punkte enthalten; weil endlich von denselben 
keiner auf der Curve p'’’’' Ordnung liegen kann, so liegen sie 
jiothwendig alle auf der Curve (»» — p)'" Ordnung, der Be- 
hauptung enhsprechend. 

Es ist hier Vortheil gezogen von dem Umstande, dass 
die die Schnittpunkte von Curven »»'"■ Ordnung betreffenden 
Sätze keineswegs blos von eigentlichen Curven dieser Ord- 
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uuiig gelten, nach der Natur des Beweises in Art. 30, der 
auch dann bestehen bleibt, wenn U oder V in Factoren zer- 
legbar sind. Als ein Beispiel zu dem Satze die.ses Artikels 
fügen wir den Satz bei: Wenn ein Polygon von 2« Sei- 
ten einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, so 
liegen die »i (n — 2) Punkte, in denen die ungerad- 
zahligen Seiten die nicht anstosscnden gerad- 
zahligen Seiten desselben durchschneideu, in einer 
Curve von der Ordnung (n — 2). Denn das Product 
aller ungeradzahligen Seiten bildet ein System n'"' Ordnung 
und das Product der geradzahligen Seiten ein anderes System 
n'" Ordnung; beide Systeme schneiden sich in Punkten, 
nämlich, weil jede ungeradziihlige Seite zwei anliegende 
und (n — 2) nicht anliegende geradzahlige Seiten schneidet, 
in den 2 n Ecken des Polygons und den n (n — 2) Punkten, 
von welchen unser Satz spricht. Weil aber nach der Voraus- 
setzung die 2m Ecken in einem Kegelschnitt liegen, so sind 
nach dem Hauptsatz dieses Artikels die übrigen n (n — 2) 
Punkte in einer t'hirve (m — 2)'" Ordnung enthalten. 

32. Der Pascal’sche Satz ist ein specieller Fall (n = 3) 
des oben gegebenen ; es mag aber zur Klarstellung des 
Princips der vorigen Entwickelungen von V'ortheil sein, .seinen 
Beweis in der hier einschlagenden Form auszudrücken. Be- 
zeichnen wir die Oleichungen der Seiten des Sechsecks in 
ihrer natürlichen Folge mittelst der sechs ersten Buchstaben 
des Alphabet«, >4 = 0, H = 0, . . ., F’ = 0, so ist 
ACE — kl{l)F=0 die Gleichung eines Systems von t'ur- 
ven dritter Ordnung, welche durch die Punkte J=0, />’=(); 
i;=0, 6’=0; 0=0, I)=0-, n=0, E=0] E=0, F'=0; 
E=0, A=0 und überdiess durch yl=0, Z> = 0; 74=0, E=0\ 
0=0, 7^=0 hindurch gehen. Wenn die ersten sechs Punkte 
auf einem Kegelschnitt S = 0 liegen , so gilt für diejenige 
(Jurvc des Systems, welche durch die Bedingung bestimmt 
ist, dass sie noch einen siebenten Punkt des Kegelschnitts 
S = 0 enthalte, die Bedingung 

AOE—k'JiJ)F=SL 

für L = 0 als eine in den Coordinaten lineare Gleichung. 
Sie kann keine eigentliche Curve dritter Ordnung sein, weil 
eine solche Curve nicht mehr als sechs Punkte mit einem 
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Kegelschnitt S — 0 gemeinsam haben kann, die gerade Linie 
S = 0 wird daher die übrigen drei Punkte A — U = 0, 
B = Ji = 0, (J = F = 0 enthalten müssen. Wir fügen hin- 
zu, dass gerade dieser lleweis de.s Pascarschen Satzes am 
leichtesten zu den Sätzen von Steiner und Kirkmauu über die 
vollständige Figur desselben führt. (Vergl. ,,Kegelschn.“ 
Art. 28t). ). Sei 

12. 34. 5G — 45. Ül. 23 = SL, 

(t. h. mit 12 die linke Seite der Gleichung der Verbindungs- 
linie der ersten und zweiten Ecke, etc. und mit L = 0 die 
Gleichung der Verbindungslinie der Schnittpunkte der Gegen- 
seiten 12, 45 ; 23, 56; 34, 61 bezeichnet, und sei ebenso 
12. 34. 56 — 36. 25. 14 == S3I, so ist offenbar 

45. 61. 23 — 36. 25. 14 = S {M — L), 
d. h. die Pascal'sche Linie der letzteren Gleichung geht durch 
den Durchschnittspunkt der Pascarschen Linien, welche den 
beiden vorigen Gleichungen entsprechen. 

Wir wollen aber bemerken, dass der Satz des Art. 31. in 
dem fraglichen Falle u = 3 ein specieller Fall des Satzes von 
Art. 30. ist, weil das System der drei ungeradzahligen Seiten 
eine der Curven dritter Ordnung, und das der geradzahligen 
die andere von den Cürven dritter Ordnung U=0, F=0 des 
Art. 30. ist; daher können wir den Pascal’schen Satz direct 
aus diesem herleiten: V\4r betrachten den Kegelschnitt durch 
die sechs Ecken und die gerade Verbindungslinie von zweien 
der drei Gegenseitenpaare als eine Curve dritter Ordnung 
durch acht von jenen neun Punkten und sehen damit, dass 
sie auch durch den neunten Punkt gehen muss, d. h. die 
gerade Linie geht auch durch den Durchschnittspunkt des 
dritten Paares der Gegenseiten. 

33. Es ist bewiesen worden, dass obwohl zwei Curven 

Ordnung sich in »’■' Punkten durchsehueiden, doch 
willkürlich gewählte Punkte nicht die gemeinschaftlichen 
Punkte von zwei solchen Curven sein können , dass vielmehr 
aus »»’ — — 2) gegebenen unter ihnen die übrigen 

bestimmt sind. Ein ähnlicher Fall gilt in Bezug auf die 
Hj) Dnrchschnittspunkte von zwei Curven von der und y" 
Ordnung. Obgleich z. 13. eine Curve dritter Ordnung eine 
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von clor vierten in zwölf Punkten schneidet, so ist es doch 
im Allgemeinen unmöglich, durth zwölf auf einer Curve 
dritter Ordnung willkürlich gewählte Punkte eine eigentliche 
t'urve vierter Ordnung zu legen. Das fc^ystem vierter Ordnung 
durch diese zwölf und durch zwei willkürlich angenommene 
andere Punkto ist im Allgemeinen nichts anderes als die 
Curve dritter Ordnung und die diese zwei letztem Punkte 
verbindende Gerade. Und allgemein, jede Curve «'"Ord- 
nung, welche durch np — ^ (p — 1) (jc — 2) Punkte 
einer Curve Ordnung (j) < «) geht, schneidet 
diese Curve in ^{p — 1) (j> — 2) andern festen Punk- 
ten. Denn wir sahen in Art. 31., dass 

« - 1 ) (;) — 2) -f i (« —p) (« — p + 3) = i H (« -f 3) — 1 

ist; daher geht nach Art, 30. jedes System Ordnung, das 
durch die gegebenen Punkte und ^(« — p)(n — 3) andere 
beschrieben wird, durch ^ (« — 1) (w — 2) andere feste Pmikte 
Punkte. Ein System der «'"■ Ordnung, welches durch diese 
Punkto geht, bildet aber die gegebene Curve j)'" Ordnung 
zusammen mit einer Curve der Ordnung (»— |)) durch die 
hiuzugefügten andern Punkte; die ^ (« — 1) (» — 2) neuen 
Punkte müssen daher theils auf der einen, theils auf der 
andern von diesen Curven liegen. Und es ist offenbar, dass 
diese Punkte so zwischen ihnen vertheilt sein müssen, dass 
dadurch die Totalzahl der Punkte im ersten F’alle zu «;), im 
zweiten zu « (« — p) gemacht wird. Damit ist die Walirheit 
des angezeigten Satzes bewiesen. 

34. Eine fernere Erweiterung dieses Satzes ist durch 
Cayley gegeben worden: Jede Curve von der Ordnung 
r (für r > >« oder r > «, r ^ m + » — 3), welche durch 
alle bis auf ^ (w n — r — 1) (;« -(- « — r — 2) von den 
mn üurchschnittspunkten zweier Curven von den 
Ordnungen m und » hindurchgeht, enthält auch alle 
diese übrigen Schnittpunkte. Damit der Geist des all- 
gemeinen Beweises deutlicher werde, schicken wir ein beson- 
deres Beispiel voraus. Jede Curve fünfter Ordnung, welche 
durch fünfzehn von den Durchschuittspuukten zweier Curven 
vierter Ordnung geht , enthält auch den letzten Durchschnitts- 
punkt derselben. Denn wenn wir zwei willkürliche Punkte 
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auf jeder der Ciirven vierter Ordnunf' annelimeii , so machen 
diese vier mit den fünfzehn gegebenen Punkten zusammen 
neunzehn Punkte, und wenn verschiedene Curven fünfter 
Ordnung durch dieselben gehen, so haben dieselben alle nach 
Art. 30. sechs andere feste Punkte gemein. Aber jede der 
beiden Curven vierter Ordnung bildet zusammen mit der 
geraden Linie durch die beiden willkürlich gewählten Punkte 
der andern Curve ein durch die neunzehn Punkte gehendes 
System fünfter Ordnung. Daher liegen alle Durchschnitts- 
punkte der gegebenen Curven vierter Ordnung in jeder Curve 
fünfter Ordnung durch die Punkte. Im allgemeinen Falle 
nehmen wir | (r — m) (r — m .3) willkürliche Punkte in 
der Curve n“"'' Ordnung an, und legen durch dieselben eine 
Curve von der Ordnung (r — m)i wir nehmen ferner 
j (r — m) (r — w -j- 3) Punkte in der Curve «i'" Ordnung an 
und legen durch sie eine Curve von der ttrdnung {r — «); 
wir nehmen endlich so viele der mn Durchschnittspunkte 
l>eider Curven als mit den willkürlichen Punkten zusammen 
^ r (r -f- 3) — l ausmacheu. Dann sind, weil die Curven 
(r — m)'" und m'" Ordnung ein und die Curven (r — 
und Ordnung ein anderes System r*''' Ordnung durch die 
Punkte bilden, die Durchschnitte dieser beiden Systeme allen 
Curven r'" Ordnung gemein, welche durch die Punkte gehen. 
Aber es ist 

i r (r + 3) - 1 - i (»■- «0 ('■- + 3) - i O' ~ >') (r - »' + 3) 

= mn — i (m-j-n — »•— 1) (»« + ** — 

wie man leicht bestätigt. Daraus ergiebt sich die Wahrheit 
des Satzes. 

Damit der Beweis aber anwendbar bleibe, muss r wenig- 
stens gleich der grössesten der beiden Zahlen m oder ii und 
(r — m) < H sein, weil es sonst nicht möglich sein würde, 
durch die angenommenen Punkte der Curve n'*’'' Ordnung 
eine von der (r — »«)"" Ordnung zu beschreiben, die die Curve 
Ordnung selbst nicht als einen Theil enthielte; und weil 
der Satz für #• = m + n — 1 oder r = m -f- n — 2 inhalts- 
los ist, so gilt er unter der Bedingung r < m -f* « — 3.’) 
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II. Abschnitt. 

UoIkt die Siilnr der vielfaolieti Punkte und Tiin(tentoii der Curven. 

65. Um auf dem einfachsten W'ege in die Lehre von den 
mit den Curven verbundenen singulären Punkten und Geraden 
einzudriugen , wollen wir zuerst durch Beispiele die Natur 
dieser Punkte und Linien erläutern, und alsdann allgemeine 
Gesetze begründen, nach welchen ihre Existenz im Allge- 
meinen entdeckt werden kann. 

Wir wenden die in Art. 26. gegebene C'artesischo Glei- 
chung an. Wenn wir dieselbe durch die Substitution von 
Q COS 0, g sin 0 respective für x und tj — oder für 
schiefwinklige Axen event. mg und ng wie in „Kegelschn.“ 
Art. 95. — zu Polarcoordiiniten transformieren, erhalten 
wir eine Gleichung Grades in g, deren Wurzeln die 
vom t.'oordinatenaufaug aus gemessenen Entfernungen der 
n Punkte sind, wo die Gurve durch eine denselben enthaltende 
Gerade geschnitten wird, die den Winkel 0 mit der Axe der 
X macht. 

36. ^Venn in der allgemeinen Gleichung das absolute 
Glied A gleich Null ist, so ist der Coordinatenaufang ein 
Punkt der Curve, weil die Werthe = (I, y == 0 die Glei- 
chung befriedigen. D.asselbe ergiebt sich aus der in Polar- 
coordinaten geschriebenen Gleichung 

(2^cos0 -|- C'siu0) g -|- (Dcos'-0 -f- i'cosOsiiiB 
-)- J‘^siu'''0) = 0; 

weil sie durch g theilbar ist, so ist p = 0 eine <ler Wurzeln, 
unabhängig von dem Werthe von 0 und es fällt also einer 
der n Punkte, in denen eine beliebige Gerade aus dem An- 
fangspunkt die Curve schneidet, mit diesem selbst zusammen. 
Die andern (« — 1) Punkte sind im Allgemeinen vom An- 
fangspunkt verschieden; es giebt aber einen Werth von 0, 
für welchen ein zweiter von diesen Punkten mit ihm zu- 
sammcntallt, nämlich derjenige, für welchen 2yco8 0-f-C'siii0 = O 
ist. Dann ist die Gleichung 

{D cos ’0 E sin 0 cos 0 -j- F siu’0) p’ + • • • = 0 
durch p'^ theilbar und es sind daher zwei ihrer Wurzeln p = 0. 
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Die diesem Werthe von 0 entsprechende Gerade schneidet 
die Curve in zwei iin Anfangspunkt zusammenfallenden Punk- 
ten oder ist die Tangente der Curve im Anfangspunkt. 
Weil eine lineare Gleichung zur Bestimmung von tan 0 
dient, so existiert für einen gegebenen Punkt der Curve iin 
Allgemeinen nur eine Tangente; ihre Gleichung ist 

p (i/cos0 -f- Csin0) = 0 oder Bx Cy = 0. 

Wenn also für den Anfangspunkt als einen Punkt 
der Curve ihre Gleichung durch )({S) . . . = 

dargestellt ist, so repräsentiert td’’ = 0 die Tangente 
derselben im Anfangspunkt. 

Für B = 0 ist die Axe der x diese Tangente, für C—0 
die Axe der y, 

37. Wenn wir aber voraussetzen, dass die Coefticienten 
A, B, C sänimtlich gleich Null sind, so verschwindet der 
Coefhcient von q unabhängig von 0 und also für jedes 0. 
Daun schneidet jede gerade Linie durch den Anfangspunkt 
die Curve in zwei mit ihm zusammen fallenden Punkten; 
derselbe wird dann ein Doppelpunkt der Curve genannt. 
Genau wie im letzten Artikel erkennen wir dann weiter, 
dass es in diesem Falle zwei durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade giebt, welche die Curve in drei zusammen fallenden 
l’unkten schneiden. Denn für die Werthe von 0, die den 
Coefficieuten von p’ gleich Null machen, d. h. der 
Gleichung /)cos-0 -j- 7i'sin0 cos0 -j- i'’siiP0 == 0 genügen, 
wird die Polargleichung der Curve durch p'* theilbar imil ent- 
hält also die Wurzel p = 0 dreifach. Und da tan 0 durch 
eine quadratische Gleichung bestimmt wird , so schliessen 
wir, dass durch einen Doppelpunkt zwei gerade Linien gehen, 
von denen jede die Curve in drei zusammen fallenden Punk- 
ten schneidet, und deren Gleichung ist 

p' (Z>cos'-0 -|- ii'sin0cos0 -f- i‘’sin -0) = 0 

oder 

Dx"^ -f- Exy -f Fif = 0. 

Obwohl also in gewissem Sinne jede durch einen Doppel- 
punkt gehende Grade als Tangente der Curve in ihm zu be- 
trachten ist, nämlich als eine Gerade, die in ihm mit der 
Curve zwei zusammen fallende Punkte gemein hat, so giebt 
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CS (loch unter allen diesen Geraden zwei, deren Ilerübrunf; 
mit der C’urve eine innigere ist, als die aller übrigen-, es ist 
daher gebräuchlich zu sagen , dass in einem Dopjielpunkt an 
die Curve zwei Tangenten gezogen werden können. Wenn 
die Gleichung der Curve für den Anfangspunkt der Coordi- 
naten als Doppelpunkt in der Form -f- u'-’’* = 0 

geschrieben wird, so ist =0 die Gleichung dieses Tan- 
gentenpaares. 

38. Es ist nothwendig, drei Arten von Doppelpunkten 
zu unterscheiden, je nachdem nämlich die durch «<*> == 0 reprä- 
sentierten geraden länien reell und verschieden, nicht reell 
oder zusammeufallend sind. 

I. Im ersten Falle sind die Tangenten beide reell, der 
Doppelpunkt erscheint so, wie die Figur 
ihn zeigt; er gehört zwei Ao.sten der 
Curve an, von denen jeder in ihm seine 

- eigene Tangente hat. Die quadratische 
• Gleichung = 0 bestimmt die Rich- 
tungen dieser beiden Tangenten. Einen 
solchen Do]i|ielpunkt neunen wir einen Knotenpunkt. Wir 
erhallen eine einfache Erläuterung eines solchen Doj)pelpunkts, 
wenn die gegebene Gleichung das Product zweier Gleichungen 
von geringeren Graden ist; U = l^Q. Dann repräsentiert 
U = 0 die beiden durch P = 0 und Q — 0 dargestellten 
Curven von den Ordnungen p und q. Wenn wir aber die- 
selben in ihrer Vereinigung als ein System von der Ordnung 
M = p -|- q betrachten, so haben wir die.se Curve als mit pq 
Doppelpunkten in den gemeinsamen Punkten der Curven 
P =0 und Q = 0 zu betrachten und in jedem reellen unter 
diesen Schnittpunkten hat die Curve PQ = 0 zwei reelle 
Tangenten, nämlich die Tangenten von P=0 und ^==0. 

II. Die Gleichung m'*) = 0 habe ihre beiden Wurzeln 
nicht reell, ln diesem Falle ist dem Anfangspunkt der Co- 
ordinateu kein reeller Punkt benachbart; wir nennen den- 
selben daun einen conjugierten oder isolierten Punkt. 
Seine Coordinaten genügen der Gleiclumg der Curve, aber 
er erscheint nicht als in der Curve liegend. Und die 
Existenz solcher Punkte kann in der That nur dadurch 
evident gemacht werden, dass mau zeigt, es gebe Punkte, 
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für welche keine der durcli sie gehenden Geraden die Curve 
in mehr als (» — 2) Punkten schneiden kann. 

III. Die Gleichung «<“• == 0 kann ein vollständiges Qua- 
drat = 0 sein. Dann fallen die Tangenten im Doppel- 
punkt zusammen und die Curve hat die in der 
Figur angezeigte Fonn. Solche Punkte werden 
Spitzen genannt; oft auch Itiickkehr- ■ 
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punkte oder stationäre Punkte, weil die 
Vorstellung der Curve als einer durch die Bewegung eines 
Punktes entstandenen Bahn für jede Spitze die Annahme 
fordert, dass die Bewegung in dem einen Sinne der bezüg- 
lichen Tangente zum Stillstand komme, um dann im ent- 
gegengesetzten Sinne derselben wieder zu beginnen. Punkto 
dieser Art können nicht, wie etwa nach dem 
Beispiel unter I. erwartet werden möchte, durch 
die Vorstellung einer in zwei sich berührende 
Theile P=0, zerfallenden Curve 17=0 

erläutert werden ; obwohl jeder solche Berülirungs- 
jiimkt ein Doppelpunkt mit_ zusammen fallenden 
Tangenten ist, so muss doch ein solcher Punkt zu den Singu- 
laritäten einer höheren Ordnung als die jetzt zu betrachten- 
den gerechnet werden, weil die ihm entsprechende Tangente 
die zusammengesetzte Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten, jede der beiden Theilcurven nämlich in zweien, 
durchschneidet, während in einer Spitze, wie wir sahen, die 
Tangente im Allgemeinen die Curve nur in drei aufeinander 
folgenden Punkten trifft. Damit die Tangente in einer Spitze 
die Curve in vier aufeinander folgenden Punkten treffe, ist 
nicht nur erforderlich, dass «•“* ein vollständiges Quadrat v,* 
sei, sondern auch, dass die Wurzel desselben ein Factor in 
ist, so dass die Gleichung nothwendig von der Form 
-j- v, -f- »*•■*> -{-••• = 0 sein muss. Solche Punkte 
entspringen aus der Vereinigung von zwei Doppelpunkten, 
was auch mit dem vorher erwähnten Beispiel zusammen 
stimmt; wenn die Curven P = 0, Q = sich berühren, .so 
vertritt der Berührungspunkt die Stelle von zwei Durch- 
schnittspunkten derselben, d. h. von zwei Doppelpunkten von 
U = 0. Es ist gut, zu bemerken, dass der Knotenpunkt und 
der i.solierte Punkt Formen des Doppelpunktes von gleichem 
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Grade der AIlg(?meinheit sind , nur unterschieden durcli die 
Iteniität und NichtrealiUit ilirer Tangenten; dass dagegen in 
der Untersuchung seihst die Spitze sicli als ein besonderer 
Fall des Doppelpunktes dargeboten hat; sie ist in Wahrheit 
eine andere Singularität, wie wir weiterhin erkennen werden. 

30. Wir wollen die Sache durch das folgende Beispiel 
erläutern. Es sei die Curve y’ = (J’ — — c)> 

mit a <, b <. c zu betrachten. Sie ist otfenbiir zu beiden 
Seiten der Axe der x symmetrisch, weil jedem Werthe von 
X gleiche und entgegengesetzte Werthe von tj entsprechen; 
und sie schneidet die Axe der x iu drei Punkten A, B, C 
oder respective ar=n, x=b, x=c. Für alle x, welche kleiner sind 
als (j, ist f/- negativ und somit y nicht reell; für Werthe 
von X zwischen a und b wird y‘ positiv und für solche zwi- 
schen b und c negativ, endlich positiv für alle c überschrei- 
tenden Werthe von x. Die Curve be- 
steht daher aus einem zwischen A und 
B liegenden Oval und einem bei C 
beginnenden' und sich unendlich nach 
der positiven Seite der x fortsetzeudeu 
Aste. Setzen wir insbesondere b — c, 
so dass die Gleichung wird 

iß = (x — a) {JC — by, mit b > a, 
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so erscheint der Punkt B mit dem Punkte C vereinigt; mit 
der Annäherung von B an C schärfen sich das Oval und 
10 . der unendliche Ast gegen einander zu 

und bei ihrer endlichen Vereinigung wird 
Jf ein Doppelpunkt mit zwei sich in ihm 
~ unter einem Winkel schneidenden Theilen, 
das Oval zur Schleife, die durch den 
Doppelpunkt hindurch in die beiden 
Zweige des unendlichen Astes stetig übergeht. Ist aber 
anderseits b = a, so wird die Gleichung 
tß = (x — ay (x — b) mit a < b. Das Oval 
hat sich in einen Punkt A zusammeugezogen 
und die Curve zeigt die beistehende Form. 
Diess Beispiel reicht aus, um die Analogie zwi- 
schen conjugierten l’uukten und Knotenpunkten 
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zu zeigen. Setzen wir endlicli a ~ h = c, so dass die Glei- 
chung y- == (x — «)^ ist, so wird der Punkt 
A zur Spitze (Art. 38., 111.) und die ent- 
sprechende Tangente schneidet die Curve 
in drei auf einander folgenden Punkten 
A, B, C. 

40. Wenn in der allgemeinen Gleichung TI = 0 die 
Coefficienten A, B, C, D, E, F sämmtlich gleich Null sind, 
so ist der Anfangspunkt der Coordinaten ein dreifacher 
Punkt, weil jede durch ihn gehende Gerade die Curve in drei 
zusammen fallenden Punkten schneidet; und man erkennt 
leicht, wie vorher, dass es in einem dreifachen Punkt drei 
Tangenten giebt, welche mit der Curve in ihm vier zusammen 
fallende Punkte gemein haben und dass diese drei Geraden 
durch die Gleichung = 0 ausgedrflckt werden. 

Wir können auch wie vorher vier Arten oder Formen 
des dreifachen Punktes unterscheiden, je nachdem die drei 
Tangenten a) alle reell und 1) alle drei verschieden sind, 
oder 2) zwei zusammen fallend, oder 3) alle drei zusammen 
fallend; oder b) eine reell und die beiden andern nicht reell 
sind. Wir können den dreifachen Punkt als aus der Vereinigung 
von drei Doppelpunkten ent- 
springend betrachten, und 
zwar sind diese in den Fäl- 
len a) 1. drei Knotenpunkte, 

2. zwei Knotenpunkte und 
eine Spitze, 3. ein Knoten- 
punkt und zwei Spitzen — wie es die beistehenden Figuren 
erläutern, wo wir nur die drei Doppelpunkte in einen drei- 
fachen Punkt vereinigt denken müssen. Der Fall 3) weicht 
kaum merklich sichtbar von einem gewöhnlichen Punkte der 
Curve ab; bei gutgezeichneter Figur ist nur eine gewisse 
Schärfe der Biegung im singulären Pnnkte zu bemerken. Im 
Falle b) haben wir ebenso einen reellen Theil, der dnrch 
einen conjugierten Punkt hindurchgeht und dem Auge er- 
scheint dieser singuläre Punkt nicht verschieden von irgend 
einem andern Punkte der Curve. 

Wir können in gleicher Art die Bedingungen unter- 
suchen, unter welchen der Anfangsjniukt der Coordinaten 
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ein viclfaclier l’unkt von irgend einem liöliern Grude k ist. 
Die Coefticienten aller Glieder aller Grade unter k werden 
verschwinden und die Gleichung i.st von der Form 
fiiii _|_ ,((*+!) . . . = 0. liu viellachen Punkte gehen k 

Tangenten an die Uurvo, welche sUmmtlich durch die 
Gleichung «'*> = 0 dargestellt werden und die Form, 
welche die Curve im vielfachen Punkte darbietet, wech- 
selt je nachdem die Wurzeln dieser Gleichung alle reell 
und ungleich oder zwei oder mehrere von ihnen gleich oder 
nicht reell sind. Ein vielfacher Punkt von der Ordnung k 
kann angesehen werden als aus der Vereinigung von ^ k(k—l) 
Dojipelpunkten hervorgogangen , wie wir an dem Fall von k 
geraden Linien am einfachsten erläutern, die als ein Sj’stem 
mit k [k — 1) Doppelpunkten in ihren Schnittpunkten zu 
betrachten sind, und die, wenn sie alle durch denselben Punkt 
gehen, ein System mit Ä'fachem Punkt bilden, der die Stelle 
aller der Doppelpunkte vertritt. Das Priucip bleibt dasselbe, 
wenn die sich durchschneidenden Linien krumme Linien sind. 
Eine Curve kann durch den Schnitt von k Zweigen mit einan- 
der ^ k {k — 1) Doppel jmnkte haben und hat, wenn alle 
Zweige durch denselben Punkt gehen, an deren Stelle einen 
^'fachen Punkt oder einen vielfachen Punkt von der Ord- 
nung k. 

41. Wenn ein gegebener Punkt ein Doppelpunkt für eine 
Curve sein soll, so ist diese Bestimmung drei Bedingungen 
äquivalent. Denn wenn wir ihn zum Anfangspunkt der Co- 
ordinateu wählen , so verschwinden drei Glieder in der Glei- 
chung der Curve (Art. 37.) und die Zahl der verfügbaren 
Constauten ist um drei geringer als im allgemeinen Fall. 
Wenn dazu auch die Tangenten der Curve im Doppelpunkt 
gegeben wären — gleichviel ob als zwei reelle Gerade oder 
als zwei nicht reelle, wenn sie im letztem Falle als die 
Doppelstrahlen eines involutorischen Strahlenbüschels mit 
sich trennenden Paaren gegeben sind (vergl. ,,Kegelsch.'‘ 
Art. 301.) — so ist diess zwei weitem Bedingungen äqui- 
valent, da nun zu yl = 0, ]{ — (), C = 0 auch die Ver- 
hältnisse D •. E, D : F gegeben sind. Die Angabe eines drei- 
fachen Punktes ist sechs Bedingungen äquivalent, weil die 
sechs niedrigsten Glieder der Gleichung verschwinden, wenn 
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man ihn zum Anfangspunkt der Coordinatcn macht. Und 
allgemein ist die Fe.stsetzung eines bestimmten l’iinktes als 
eines vielfachen Punktes von der Ordnung J: ä<iuivaleut mit 
^ A' (A -p 1) Bedingungen. 

42. Es giebt eine Orenze für die Zahl von Doppelpunk- 
ten, welche eine (’urve Ordnung enthalten kann, ohne 
dass sie in Curven von niederen Ordnungen zerfällt. Bei- 
spielsweise kann eine Uurve dritter Ordnung nicht zwei 
Doppelpunkte haben , weil die gerade Verbindungslinie von 
zwei Doppelpunkten die Curve in vier paarweis zusammen- 
fallenden Punkten schneiden würde und nicht mehr als drei 
Punkte der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen 
können, ohne dass dieselbe in eine gerade Linie und einen 
Kegelschnitt zerfällt. Eine Curve vierter Ordnung ferner 
kann nicht vier Doppelpunkte haben; weil, wenn sie so viele 
Doppelpunkte hätte, ein durch dieselben und einen beliebigen 
andern Punkt der Curve gelegter Kegelschnitt mit ihr neun *) 


•) Wenn ein DurehBchuittejmnkt zweier Curven ein Doppelpunkt 
in einer üersclben ist, so muss er für zwei gezählt werden und die 
Curven können sich ausser ihm nur noch in {np — 2) Punkten schnei- 
den; ist ein Schnittpunkt ein Doppelpunkt für beide Curven, so zählt 
er für vier unter den Durchsclmittspunkten. Und allgemein, wenn er 
in der einen Curve vielfach vom Grade k und in der andern vielfach 
vom Grade I ist, so zählt er für kl Schnittpunkte. So schneidet z. B. 
ein System von k geraden Linien ein anderes von i geraden Linien in 
kl Punkten, wenn aber alle Geraden des ersten Systems durch einen 
und denselben Punkt in einer Geraden des zweiten geben, so zählt 
dieser für k Schnittpunkte und es existieren ausser ihm nur noch 
k {I — 1) andere Schnittpunkte von Linien beider Systeme. Und wenn 
die geraden Linien beider Systeme sämmtlich durch einen Punkt geben, 
so zählt derselbe für kl Schnittpunkte und die Geraden schneiden sich 
nirgend ausser ihm. Wenn zwei Curven sich in ihrem Schnittpunkt 
berühren, so zählt der Berührungspunkt als ein Paar Durchschnitts- 
punkte, weil er zwei aut einander folgende gemeinsame Punkte re- 
präsentiert. Wenn der Durchschnittspunkt ein vielfacher Punkt in der 
einen Curve oder in beiden Curven ist, und wenn eine der Tangenten 
im vielfachen Punkt beiden Curven gemein ist, so müssen wir zur 
Zahl der Durchschnittspunkte, ilenen der vielfache Punkt äquivalent 
ist. Eins addieren, weil die Curven auch noch den in der Richtung 
der besagten Tangente nächstbenachbarten Punkt mit ein.ander gemein 
haben. Es ist ohne Schwierigkeit die Wirkung einer beliebigen Com- 
bfnation von singulären Punkten und ihrer Tangenten zu bestimmen. 

Salmoo, Ueher« Carreo. 3 
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Punkte goiueinsam lilltte, wälireml doch kein Kegcdschnitt, 
der niclit selbst ein Tlieil der Curve ist, mit einer Curve 
vierter Ordnung mehr als 2 . 4 Punkto gemein haben kann. 
Und allgemein kann eine Curve Ordnung nicht mehr als 
^ (ri — 1) (« — 2) Doppelpunkte hal>en; denn wenn sie 
einen Doppelpunkt mehr besässe, so würde durcli diese 
^ (n — 1) (»i — 2) -|- 1 durch (w — 3) andere Punkte der 
Curve eine Curve (ii — 2)''''' Ordnung beschrieben werden 
können (Art. 27), welche als die Curve m'" Ordnung in 

2 („ - I) („ _ 2) + 1} + (« - 3) 

1‘unkten durchschncidend angesehen werden müsste, d. h. in 
(» — 2) + 1 } Punkten, oder in einem Punkte mehr als 
möglich ist, so lange die gegebene Curve eine eigentliche 
Curve Ordnung ist. 

Wir bemerken, dass dieser Beweis nur zeigt, dass Cur- 
von nicht mehr als eine gewisse Anzahl von Doppelpunkten 
haben können, aber nicht, was jedoch wirklich der Fall ist, 
dass sie auch eben so viele besitzen können. 

43. Wenn die Curve vielfache Punkte höherer Ordnung 
hat, so bleibt dasselbe Kriterium anwendbar, wenn wir jeden 
vielfachen Punkt Ordnung als äquivalent mit ^ Je (k — 1) 
Doppelpunkten rechnen. Aber es giebt Einschränkungen für die 
Möglichkeit, für eine gewisse Zahl von Doppelpunkten einen 
vielfachen Punkt von höherer Ordnung zu substituieren. So 
kann eine Curve fünfter Ordnung sechs Dojipelpunkte haben 
und drei derselben können durch einen dreifachen Punkt er- 
setzt werden; aber es ist dann unstatthaft, auch die drei 
andern Doppelpunkte durch einen zweiten dreifachen Punkt 
zu ersetzen, weil die gerade Verbindungslinie der beiden drei- 
fachen Punkte die Curve in mehr als fünf Punkten schneiden 
würde. Und allgemeiner, wenn eine Curve Ordnung 
einen vielfachen Punkt der Ordnung (« — 2) hat, so kann 
sie ausserdem als singuläre Pmikte nur Dop))elpunkte ent- 
halten und die Zahl derselben kann nach unserni Kriterium 
nicht grösser sein als (n — 2). 

44. Wir wollen mit Caylcy Defcct einer Curve oder 
auch nach Clebsch Geschlecht derselben die Zahl /> 
neunen, um welche ihre wirkliche Anzahl von Dop)ielj)unkWn 
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von der ihrer Ordnung r.ukoniuiend'en Maximalzahl derselben 
übertroffen wird; wir bezeichnen damit eine Zahl von grosser 
Wichtigkeit in der Theorie der Curven. Wenn T) = 0 ist, 
d. h. wenn eine Curve die ihrer Ordnung entspre- 
chende Maximalzahl von Doppelpunkten hat, so 
können die Coordinaten irgend eines Punktes der 
Curve als rationale algebraische Functionen eines 
variabeln Parameters ausgedrückt werden. Denn die 
^ (n — I) (w — 2) Doppelpunkte und (vj — 3) andere ange- 
nommene Punkte in der Curve, d.i. zusammen J(» — 2)(n-|-l) — 1 
Punkte reichen hin, um ein Büschel U = XV von Curven 
(« — 2)'" Ordnung zu bestimmen. Wenn wir zwischen 
dieser Gleichung des Büschels und der Gleichung der ge- 
gebenen Curve die eine' der Variabein eliminieren , so erhalten 
wir zur Bestimmung der Werthe der andern Coordinate für 
ihre Durchschnittspunkte eine Gleichung vom Grade n (n — 2), 
in welche X im w''" Grade eingeht; die Wurzeln die.ser Glei- 
chung sind bis auf eine sämmtlich bekannt, denn die Durch- 
schnittspuukte der beiden Curven bestehen aus den zweifach 
zählenden Doppeljmnkten, den (« — 3) angenommenen 
Punkten und nur einem andern Punkt, weil 

(« — 1) (« — 2) -f- (« — 3) -F 1 = M (m — 2) 

ist. \\^enn wir also die .so l>ekanuten Factoren durch die 
Division aus der Gleichung entfernen, so wird die eine 
unbekannte Wurzel als eine algebraische Function n‘‘" Grades 
in A bestimmt. 

Und es ist umgekehrt wahr, dass die Curve die Maximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, w'enn die Coordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrflekbar sind, so dass 
die Curve eine Curve vom Geschlecht Null o<ler nach 
Cayley eine Unicursal- Curve ist. Wenn die Coordinaten 
a-, , Xj, Xj als proportional zu X” -f- /*, -4- c, -!-•••> 

fijA" -(- f/jX”-' -}-•••, A" -(- - respective ge- 

geben sind, so kann die Elimination von A leicht vollzogen 
werden. VVir setzen 

0X| = «, A" + A"“-' -{-•••, Ö-»"} = f'jX" -f- hj A"-' 

ex, == «,A» + h,A-> 

und multiplicieren jede dieser Gleichungen nach einander mit 

3 * 
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A, A’, A^, ...A"-*, so dass vTir 3»» Gleicliungeu erhalten, gerade 
genug, imi alle die Grössen ö, ÖA, . . A, A’, . . . linear zu 
eliminieren. Die Gleiclning der t’urve erscdieint mm in Form 
einer Determinante 3»“''' Ordnung, in welcher nur v Heihen 
die Variabein enthalten; sie i.st somit vom Grade n in diesen 
und ihre (ileichung enthält ilie Coeflicienten . . . im 

Grade 2 n. 

Zur bessern Einsicht schreiben wir das Uesultat i'iir den 
Fall » = 2 ausführlich her. Wir haben <lann die Gleichungen 

Gz, = ö, A^ -|- ?/, A + c, , 0;rj = a.j A* + A -f- «"j, 

0x3 = flsA’ 4- tjA + C3. 

Die Multiplication jeder von ihnen mit A und die lineare 
Elimination von 0, 0A, A^, A’, A', A" zwischen den so ge- 
bildeten sechs Gleichungen giebt als Resultat 
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4ö. Aus Art. 41. folgt, dass drei beliebige Funkte als 
Doppeljmnkte einer Curve vierter Ordnung genommen werden 
können; sie vertreten neun üedingungen. Al>er man kann 
nicht auch alle die Tangenten der Curve iti diesen Doppel- 
j)unkten willkürlich annehmen , weil die Doppelpunkte mit 
den Tangenten zusammen fünfzehn Bedingungen äquivalent 
sind, d. h. einer mehr als zur Bestimmung der Curve genügen. 
Es muss somit irgend eine diese 'J'augeuten verbindende 
Relation vorhanden sein ; wir werden später sehen , dass diese 
sechs Tangenten den nämlichen Kegelschnitt berühren, so 
dass durch fünf von ihnen die sechste linear hestimmt ist. 
Zwanzig Bedingungen hestiminen eine Curve fünfter Ordnung; 
wir können also ihre sechs Doppelpunkte und für einen der- 
selben das Paar der Tangenten willkürlich annehmen; damit 
ist aber die Curve vollständig bestimmt, d. h. es sind auch 
die übrigen Tangenteupaare bestimmt. Sieben und zwanzig 
Betlingungen bestimmen eine Curve sechster Ordnung; es 
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könnte daher scheinen, dass eine solclie Curve müsse be- 
schrieben werden können, welche neun gegebene Punkte zu 
Dojipelpuukten hat. Diess ist aber nicht der Pall; denu durch 
die nouu gegebenen Punkte geht eine bestimmte Curve 
dritter Ordnung U = 0 und im Allgemeinen ist die einzige 
Curve sechster Ordnung, welche dieselben neun Punkte zu 
Doppelpunkten hat, die Curve = 0, d. h. die zweifach 
gezählte Curve dritter Ordnung. Man kann in dic.sem Falle 
selbst nicht acht der neun Doppelpunkte willkürlich an- 
nehmen. In analoger Art müssen für Curven höherer Ord- 
nungen, wenn sie die Maximalzahl oder selbst eine geringere 
Zahl von Doppelpunkten haben, gewisse verbindende Be- 
ziehungen zwischen denselben bestehen. Den Fall der Cur- 
ven vierter Ordnung ausgenommen kennen wir aber keinen 
Versuch, diese Relationen geometrisch auszudriieken ; es ist 
al.so noch eine ausgedehnte Classe von tsätzen die.ser Art zu 
entdecken. 

•IG. Das bisher Entwickelte wird hinreicheu, um dem 
Leser von der Natur der vielfachen Punkte der Curven eine 
Anschauung zu geben. Wir gehen dazu über, zu zeigen, 
dass eine Curve in gleicher Art vielfache Tangenten haben 
kann, mit andern Worten, da.ss gera<lc Linien existieren 
-können, welche die Curve in zwei oder in mehreren Punkten 
berühren o<ler mit de’r Curve eine Berührung von zweiter 
oder von höherer Ordnung haben. Was man gewöhnlich 
die singulären Punkto der Curven nennt, reduciert sich in 
der That auf die beiden (iruppen der vielfachen Punkte und 
der Berührungspunkte der vielfachen Tajigcnten. Da wir die 
Lehre von den vielfachen Punkten durch die Untersuchung 
lies speciellen F’allcs begründet haben, in welchem der 
Anfangspunkt der Coordinaten ein solcher Punkt ist, so ist 
es passend, die jetzige Entwickelung mit der Untersuchung 
der Bedingungen zu beginnen, unter welchen die .\xe ;/ = 0 
eine vielfache Tangente ist. 

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Curve werden 
durch die Substitution y = 0 in die Gleichung der Curve be- 
stimmt, d. h. durch die Gleichung 

A + Bx + Gz'^ 1- Fx' = 0, 
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welche auf die Form reduciert werden kann 

F {x — a){x — h) (x — <•) (x — (l) ... = 0, 

in der «, b, . . . diejenifren Werthe der Abscisso x sind, 
welelie den .Sclniittjmnkten entspreclien. 

Die Axe. ist eine Tangente, wenn zwei dieser Punkte 
zusammen fallen, d. li. wenn zwischen den Wurzeln eine 
einfache Gleichheit u = h stattfindet; die Gleichung ist dann 
F {x — n)’ (j; ~ c) . . . = 0 und die Axe berührt die Curve 
im Punkte ij = 0, x = a. Für A = 0, II = 0 berührt die 
Curve die Axe y = 0 im Anfangspunkt der Coordinaten. 
Wir betriichten dabei nur den Fall eines reellen «, weil für 
eine reelle Gleichung eine Relation a ~b zwischen zwei 
imaginären Wurzeln eine andere Gleichheit c — d zwischen 
zwei weitern imaginären Wurzeln nach sich zöge. 

Die Axe ist eine Dojipeltangente, wenn unter den Wur- 
zeln zwei Paare von gleichen, a — c, b = d sind; die Glei- 
chung ist 

F {x — «)’ (x — //)'■' (j; — = 0 

und man hat zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Die Wurzeln a und b sind reell und die Axe ist eine Tan- 
gente derCurve in den beiden reellen l‘unkten.e=rj und.r==t. Es 

ist offenbar, dass eine solche Tangente, 
welche die Curve in zwei Paaren zu- 
— sainmeu fallender Punkte triflt, in 
Curven nicht auftreten kann, deren 
Onlnungszahl unter vier ist. 

II. Die Wurzeln « und b sind imaginär, so . dass die 
Gleichung ist 

F (x’ -f px + ijf {x — c) . . . = <) 

und wir eine Dojipeltangente mit zwei nicht reellen Berüh- 
ruugs|iunkten haben. 

Wir können aber ferner zwischen den Wurzeln eine Re- 
lation a — b = c und damit eine Gleichung von der Form 
F {x — rt)^ {x — (/)... = 0 haben, wobei « reell ist. Die 
Axe schneidet dann die Curve in drei aufeinander folgenden 
Punkten .r = «; und da für drei aufeinander folgende Punkte 


Fi(t. I-I. 


r\ 


Digitizod by Google 


3fl 


im Allgemeiueu die Verbindungslinie des ersten und zweiten 
Punktes eine Tangente uud die des zweiten und dritten die 
uäclistt'ulgende Tangente ist, so fallen unter der gemachten 
Voraussetzung zwei aufeinander folgende Tangenten zusam- 
men. Wir dürfen die Axe als eine stationäre Tangente 
(Wendetangente) bezeichnen, weil unter der Auffassung der 
Curve als der Enveloppo einer bewegten Geraden in ihr zwei 
aufeinander folgende Lagen derselben 
zusammen fallen. Der Berührungspunkt , 
der stationären Tangente wird ein \ 

Inflexionspunkt genannt. Für A—0, _ 

!{=={), Z) = 0 ist der Anfangspunkt 
der Coordinaten ein Inflexionspunkt und ' 

die Axe y — 0 die zugehörige Tangente; denn ilie Gleichung 
niiuint dann die Form Px* (x — c) . . . = 0 an. 

47. Der Knotenpunkt und der isolierte Punkt entsprechen 
genau der Dojtpeltaugente mit reellen und «Icr Doppeltangente 
mit nicht reellen Berührungspunkten, und ebenso entspricht 
die Spitze oder der stationäre Punkt genau der stationären 
Tangente. In der analytischen Darstellung ist die gleiche 
Correspondeuz noch nicht ersichtlich worden ; denn wir haben 
für die Si)itze eine einfache Gleichheit als speciellen Fall der 
ungleichen Werthe, die dem Knotenpunkt und dem isolierten 
Punkt entsprechen; für die Inflexion aber eine doppelte Gleich- 
beit a = h = c, d. i. eine vou den zwei Gleichheiten u = h, 
c==(l, die der Doppeltangente angehören, wesentlich ver- 
schiedene Relation. Allein wenn die Untersuchung des Doppel- 
jmnktes naturgemäss iu Punkt- Coordinaten geführt wurde, 
so entsprechen der Untersuchung der Doppeltangente ebenso 
natürlich die Linien - Coordinaten und . die analytischen 
Theorien stimmen überein , sobald wir diese anwenden, 
die stationäre Tangente zeigt sich als ein specieller Fall der 
Doppeltangente. Und so wie in dem Vorigen die stationäre 
Tangente sich als eine von der Dopj)eltangente verschiedene 
yingularität gezeigt hat , so würde im Falle der Untersuchung 
mit Liniencoordinaten die Spitze als eine vom Doppelpunkt 
verschitHlene Singularität erschienen sein, ln diesem Sinne 
wurde iu Art. 38. bemerkt, dass die Spitze eine wesentlich 
verschiedene Singularität sei. 
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Die iSiiigularitüten der ebenen Curven entsprechen einan- 


der daher wie folgt: 

Dem Doppelpunkt mit reellen 
oder nicht reellen Tangen- 
ten 

Der Spitze, dem stationären 
oder Kilekkehrpunkt 


die Doppeltangente mit reel- 
len oder nicht reellen iJe- 
rilhrungspunkten. 
die stationäre oder Wende- 
tangente. 


Die Spitze ist aber unter einem be.sondern Gesichtspunkte 
ein besonderer Fall des Doppelimnktes und ebenso ist unter 
dem recijiroken Gesichtsjiunkt die stationäre Tangente ein 
besonderer Fall der Dopjieltangente. Denken wir die Curve 
beschrieben durch einen Punkt, der längs einer Geraden fort- 
schreitet, während sich diese gleichzeitig um ihn dreht, so 
erhellt, da.ss in der Spitze eine wirkliche Besonderheit der 
Bewegung statttindet, indem der Punkt zuerst stilksteht und 
dann seine Bewegung im umgekehrten Sinne* fortsetzt; und 
ebenso in der Wendetangente, indem die Tangente nach cin- 
getretenem Stillstand sich in umgekehrtem Sinne weiter dreht. 
Dagegen sieht man, dass im Dojipelpunkt und in der Doppel- 
tangente eine solche Besonderheit der Bewegung nicht vor- 
hau<len ist, der Punkt im ersten Falle und die gerade Linie 
im zweiten gehen nur während ihrer Bewegung zweimal 
durch ein^ und dieselbe Lage hindurch. Die Spitze und die 
Wendetangente sind , darf man sagen , in einem strengeren 
Sinne Singularitäten als der Dopjielpunkt und die Doppel- 
tangente. 

48. Gewöhnlich liegt die Curve in der Nachbarschaft des 
Berührungspunktes ganz auf der nämlichen Seite der Tan- 
gente, aber in einem luflexionspuukt durchschneidet sie die 
Tangente und liegt vor demselben auf der einen und nach 
demselben auf der andern Seite von ihr. Diess ist ein spe- 
cieller Fall des allgemeinen Satzes: Zwei Curven, die eine 
gerade Zahl aufeinander folgender Punkte gemein 
haben, berühren sich in denselben ohne sich zu 
schneiden; diejenigen aber, welche eine ungerade 
Zahl auf einander folgender Punkte gemein haben, 
durchschneiden sich in der Berührungsstelle. Seien 
if = tp X und y = X die Gleichungen der Curven, welche 
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sich im Punkte x = a (lurchschneiden ; daim sind nach dein 
Taylor’scheii .Satze die Werthe der Ordinaten für beide Cur- 
ven bei x == n h 

... _ , il (p h , fJ’ip A* I d’ip /i’ , 

V — V -t Y ■+■ j-2 T 7-073 -r • • • 

(/" =:. jl< A- - 4- — A- - ' - -I 

•' ” ^ (J X 1 ^ äx* 1 . 2 ^ rfx' 1 . 2 . .3 ^ ' 

wenn wir unter <p , i>, . . . diejenigen Werthe von cpx, 4'X, 

-J ^ , ■ . . verstehen , die dieselben für x = a erhalten. Da 

nun nach der Voraussetzung <p — 4< ist, weil die' (uirven sich 
in X = rt durchschneiden , so folgt 

«' n>\ h , /<l’ <p /»’ 

■ Vd X d x/ I "r V dx* dx* / 1 . 2 

I /'t\qp d» (fi \ A* I . . . 

' ' fix’ dx’ / 1.2.3' 


Nach den Princi[)ien der DifFerentialrechuung stimmt aber 
für unendlich kleine Werthe von h das Zeichen der Summe 
dieser Keihe mit dem Zeichen ihres ersten Gliedes überein 
und wechselt also mit dem Zeichen von A; wenn also im un- 
endlich nahen Punkte x = a h die Ordinate der Curven 
g> = 0 grösser ist als die der Curve 4 = 0 ^ so wird sie im 
Punkte X = a — h kleiner sein als die entsprechende der 
letzteren, d. h. wenn zwei Curven einen Punkt gemein haben, 
so ist im Allgemeinen diejenige von ihium, welche vor dem 
Punkte über der andern liegt, d. h. die grö.ssern Ordinaten 
bat, nach dem Punkte unter ihr oder hat die kleineren 
Ordinaten. 


o . • 1 dw dtb • 1 d^ib\ ^ 

Setzen wir aber ^ , so ist - das 

erste Glied der Reihe und dieses wechselt sein Zeichen nicht, 
wenn b das.selbe wechselt; dieselbe Curve, welche auf der 
einen Seite des Punktes die obere ist, ist es daher auch a«if 
seiner andern Seite. In diesem Falle sind die Curven offen- 
bar dichter zusammengeschlossen als ini vorigen Falle, weil 
die Differenz ihrer Ordinaten von der ersten Potenz von h 
nicht mehr abhüngt; es ist diess äquivalent mit dem, was 
wir geometrisch dadurch ausdrücken, dass wir sagen, die 
Curven haben zwei auf einander folgende Punkte gemein. 
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Wir erläutern dieselbe Saelie mich von anderer Seite. Sind 
X , y'\ x", y" die rechtwinkligen Cartesisclien Coordinaten von 

zwei Funkten einer Curve, .so ist der Quotient die tri- 

güuüuietrische l'angente de.s Winkels, den die Verbindungs- 
linie derselben mit der Axe der x einscbliesst; tiir d.as Zu- 
saninienfallcu der Punkte ergiebt sich daraus, dass der Werth 

von für den gegebenen Punkt die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels ausdrüekt, den die Verbindungslinie des 
Punktes mit dem nächstfolgenden Punkte, d. h. die Tangente 
der Curve mit der Axe der x cinschliesst. Wenn daher zwei 

Curveu einen Punkt gemein haben und wenn zugleich 

für diesen Punkt in Hezug auf beide Curvon denselben Werth 
hat, so ist auch der nächstfolgeude Punkt beiden Curven 
noch gemein. 

49.Weun die betrachteten Curveu drei auf einander folgende 
Punkte gemein haben , so ist und dies erste Glied 

der für y — y" entwickelten Reihe ist 

da es sein Zeichen mit /i wecliselt, so durchsetzen sich die 
Curven in dem gegebenen Punkte. Und allgemein, wenn der 
.\usdruck von y — y" mit einer geraden Potenz von /i be- 
ginnt, so dass er mit // das Zeichen nicht wechselt, so be- 
rühren sich die Curven ohne sich zu schneiden; wenn aber 
derselbe Ausdruck mit einer ungeraden Potenz von /i beginnt, 
so dass er mit A das Zeichen wechselt, so berühren sich die 
Curven und schneiden sich zugleich in dem betrachteten 
Punkte. Ein Beispiel hierzu ist aus der Construction des 
Kreises bekannt, welcher in einem gegebenen Punkte einen Ke- 
gelschnitt osculiert; derselbe hat im Allgemeinen drei Punkte mit 
der Curve gemein und durchsetzt daher dieselbe (vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 247.); in den Endpunkten der Axeu 
des Kegelschnitts hat aber der osculierende Kreis vier auf- 
einander folgende Punkte mit der Curve gemein und berührt 
sie daher ohne sie zu schneiden. Dieselbe Untersuchung 
bleibt für den Fall gültig, wo eine der Curven eine gerade 
Linie ist. I)id Tangente in einem Iniiexioiispunkt und allge- 
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meiner jede Gerade, welche eine ungeratle Anzahl aufeinander 
folgender Punkte mit der Curve gemein hat, durchsetzt die 
Curve au der betretfeuden Stelle; in Bezug auf eine Tangente 
dagegen, welche eine gerade Zahl aufeinander folgender 
Funkte mit der Curve gemein hat, liegt die Curve in der 
Nachbarschaft des Berührungspunktes ganz auf einerlei Seite 
der Tangente. 

50. Die A.xe ij = 0 ist eine dreifache Tangente, wenn die 
ihre Schnittpunkte mit der Curve bestimmende Gleichung von 
der Form 

r {x - ay (x - ly (x — c)= (x — <0 . . . = o 

ist; eine solche Tangente kann offenbar bei einer Curve von 
geringerer als der sechsten Ordnung nicht auftreteu. Nach 
der \Veise des Art. 40. unterscheiden wir vier Arten von 
dreifachen Tangenten, je nachdem die Beriihrungsjjunkte 
sämmtlich reell und verschieden sind, oder zwei derselben 
nicht reell sind, der dritte reell, oder alle drei in einem 
Punkte vereinigt. Das Letztere findet statt unter Voraus- 
setzung der Gleichungsform P (x — a)* {x — h) . . . = 0 und 
die Axe schneidet die Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten. Man nennt den Berührungspunkt, einer solchen 
Tangente einen Undulationspunkt. Tn derselben Weise 
sind vielfache Tangenten höherer Ordnungen und insbeson- 
dere auch Umlulations]iunkte höherer Ordnungen möglich, 
die letztem da, wo eine gerade Linie mit der Curve mehr 
als vier auf einander folgende Punkte gemein hat. t'ramer 
nannte die l’unkte, in denen die Tangente eine ungerade Zahl 
aufeinander folgender Punkte mit der Curve gemein hat, 
l’iinkte sichtbarer IiiHexion und unterschied von ihnen die 
Uiidulationsj)unkte oder Points de Herpentement, welche 
für das Auge von gewöhnlichen Punkten der Curve nicht 
wesentlich verschieden sind. 

öl. Wir haben bisher nur den Fall erläutert, wo der 
Anfangspunkt der Coordinaten ein vielfacher Ihinkt oder eine 
der Axen eine vielfache Tangente ist; die Form der Gleichung 
kann aber auch die Existenz vielfacher l’unkte und Tangen- 
ten von allgemeiner Lage anzeigen. 
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I. VV'eiin die Gleichung vou der Form 

«9P -f- = 0 

ist, wo a , (i lineare Functionen der Coordinaten und (f, il' 
beliebige Functionen derselben sind, so ist « = 0,^ = 0 
ein Punkt der Curve. Die Tangente derselben in diesem 
Punkte hat die Gleichung ix (p' -f- ß t/’' = 0 , wenn wir mit 
q>' und (// die Werthe bezeichnen, die die Functionen <p und 
4< für den Punkt « = 0, ^ = 0 annehmen. Denn die (u — 1) 
Punkte, in denen eine beliebige Gerade « — ];ß = 0 durch 
den gedachten Punkt <lie Curve ferner schneidet, erhalten 
wir durch Substitution aus einer Gleichung von der Form 

^ + + ^ + 1^’H )} = 0; 

und es muss daher l (p V’’ = sein, damit noch eine zweite 
Wurzel dieser Gleichung den Werth ß — 0 habe. Die Glei- 
chung der Tangente (rg>' -f- ß4' = G entsteht aus dieser Be- 
dingung durch die Einsetzung des Werthes von /.• gleich ^ . 

II. Die durch 

aßyS... = ... 

dargestellte Curve geht durch die Punkte « = 0, «,=(); 
ß = 0, ^ 1 = 0 ; ß = 0, = 0; etc. ß = ü, ß, — 0; 

^ = 0, y, = 0; y = 0, y, = 0, , etc. 

. 111. Wenn die Gleichung vou der Form 

tt(p -f- ß'^ilf — 0 

ist, so ist (vergl. „Kegelschu.“ Art. 272.) ß = 0 die Glei- 
chung der Tangente im Punkte « = 0, ß — O- weil zwei 
von den Punkten hier zusammenfallen, in denen diese 
Jjinie die Curve schneidet. Wenn . .G + ß^fp = G die 
Form der Gleichung der Curve ist, so sind <, =0, G = Gj etc. 
die Gleichungen ihrer Tangenten in den Punkten, in welchen 
die Gerade ß — 0 die Curve schneidet. Die Form dieser 
Gleichung zeigt, dass für alle die Tangenten einer 
Curve »'"■ Ordnung, deren Berührungspunkte in 
einer Geraden liegen, die sämmtlichen übrigen 
Schnittpunkte mit der Curve in einer Curve (»»—2)*''' 
Ordnung ^ = 0 enthalten sind. 
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IV. Wenn wir für die Gleicliuugsfuriu 

a'> (p rt ß il> ß'‘i = 0 

die Schnittpunkte mit irgend einer den Punkt a = 0, ß == 0 
enthaltenden Geraden aufsuchen, so ergiebt sich, das.s stets 
zwei derselben mit dem Punkte « = 0, fJ = 0 zusammen 
fallen und somit, dass dieser Punkt ein Doppelpunkt der 
Curve ist. Genau so wie in I. oben und in Art. ;}7. folgern 
wir dann, dass die Tangenten der Curve in diesem Doppel- 
punkt durch die Gleichung 

u’^cp’ aßil)’ ß'^x = 0 

dargestellt werden , sobald unter qf, i', x ‘üt* Wcrthe ver- 
standen sind, welche die Functionen <p, q-, x respective für 
die Coordinaten des Punktes a = 0, ß — O erhalten. 

V. Ebenso stellt die Gleichung von der Form 

, (p a? ß cc ß'^ X ^ ^ 

eine Curve mit einem dreifachen Punkt in a = 0, ß — 0 dar 
und die drei demselben entsprechenden Tangenten sind unter 
Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen durch 

a^<p' -f- ßt^i -|- aß'‘x' "h ß'^' — ^ 

gegeben. 

VT. Wenn die Gleichung einer Curve die Form 
K(p -f- ß^y'^ip == 0 

hat, so ist « = 0 die Gleichung einer Doppcltaugente der- 
selben; ihre Berührungspunkte liegen in den Geraden ß = 0, 
y = 0 respective. 

VII. Eine Gleichung von der Form 
a (p -j- ß^ = 0 

macht eine IiiHcxionstangente « = 0 ersichtlich, deren Be- 
rührungspunkt in ß = 0 gelegen ist. 

52. Wir wollen den letzten Artikel zuerst dadurch er- 
liiiiteru, dass wir zeigen, wie die Gleichung der Curve die 
Natur ihrer unendlich entfernten Punkte zu untersuchen 
gestattet. 

Wir schreiben die allgemeine Gleichung wie in Art. 'M. 
mit £ = 0 als der unendlich fernen Geraden 

«(») _J_ «(»—1) g _|_ = 0, 
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und erhalten somit die « unendlich fernen Punkte der Curve 
durch die Substitution £=0, d. h. aus der Gleichung »(<">=(). 
Lösen wir dieselbe nach y : x auf, so erhalten wir die Asym- 
ptoten - Richtungen der Curve als die Richtungen von n 
Geraden aus dem Coordinaten- Anfang in der Form 

(y — w,a:) (t/ — m^x) {y — m^x) ... {y — x) = ü. 

Eine Curve Ordnung hat im Allgemeinen n Asymptoten, 
die Tangenten in den « Punkten, in denen die unendlich 
ferne Gerade =0 sie schneidet. Die Gleichungen derselben 
bestimmen wir wie folgt, nachdem die Gleichung «(•> = 0 
für y : x aufgelöst worden ist. Es ergiebt sich aus III. des 
letzten Artikels, dass für eine auf die Form 9 p =0 

reducierte Gleichung = 0,... die w Asymptoten reprä- 
sentieren; die gegebene Gleichung 

(y — »Mi x) iy — m.^x) • • • = 0 

kann aber immer in die Form 

{y — w»,a: -f k^s) (y — m^x -f ijC) ••••=«'> 

übergeführt werden, da die Glieder vom »"■" Grade in x 
und y für beide Gleichungen dieselben .sind und die n Con- 
.stanten A,,Aj,... in der zweiten, so bestimmt wenlen 
können, dass die n Glieder vom Grade (n — 1) in beiden 
gleichfalls übereinstimmen. Wir wenden zu grösserer Deut- 
lichkeit die Methode auf ein Heispiel an. Die Gleichung 

werde in die Form 

{x-\-y + k^)(:2x-iry-]-h){^x + y + k,)-\-Ax^By + 0 = i) 
gebracht. Dann gelten für die Bestimmung der A, die drei 
Gleichungen 

-}-.3A.,-|-2A3 = 17, 5A,-|-4Aj-f-3A.,= ll, A, A-^-J- Aj = 2 
und wir erhalten die gewünschte Form in 
(jc -(■?/ + '*) (^^ + 2/ — •’) (*^^ + .V+ + f/-|-4S = ü. 

Wir bemerken noch, dass die Werthe A|,A.j,Aj die Identität 
erfüllen 

1 7a;’-f ll.-ry-f 2y* _ ^ 1 . 1 3 1 Ja_ 

(a:-|-;v) ^2ar-}-y) (3a■-f-y) x-\-y' 3jc-fy 
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und dass allgemein die Wertlie von A,, Aj, . . . durch die Zer- 
legung des ilruches : «("> ln seine Partialbrtlche erhiilten 

werden. 

53. Wenn zwei Wurzeln der Gleichung «<"• = 0 einan- 
der gleich sind (ni, = m^), so nimmt die allgemeine Glei- 
chung die Form (y — = 0 an, zwei der Schitt- 

punkte von s = 0 mit der Curve fallen zusammen oder die 
unendlich ferne Gerade berührt die Curve. Waren drei Wur- 
zeln derselben Gleichung einander gleich, so hätte die unend- 
lich ferne Gerade drei zusammeufallende Punkte mit der Curve 
gemein oder berührte dieselbe in einem lufle.xionspunkt. 
Wenn in der allgemeinen Gleichung der Coefficient von y" 
gleich Null ist, so geht die Axe der y durch einen Punkt 
der Curve im Unendlichen und wir erhalten nur eine Glei- 
chung vom Grade (n — 1) zur Bestimmung ihrer übrigen 
Schnittpunkte mit der Curve. Wenn auch der Coefficient 
von y"“' verschwindet, so ist die Axe der y eine Asymptote. 
Sind zwei Factoren von i»<"> einander gleich und ist über- 
diess einer derselben ein Factor von so hat die Curve 

einen Doppelpunkt im Unendlichen, denn die Form ihrer 
Gleichung ist 

(y — >ii,xy<p -f- (y — »i,x) + e^z = ^- 

.54. Wie die singulären Punkte einer Curve im Allgc- 
mciuen gefunden werden können, wollen wir später ent- 
wickeln ; hier wollen wir eine Auswahl von Beisjdelen zur 
Erläuterung der vorigen Artikel vereinigen, in denen die 
Existenz der singulären Punkte aus der Form der Gleichungen 
direct erhellt, um dadurch auf die Anwendung allgemeiner 
Methoden vorzubereiten. *) 

1. — aa:*y -p ?))/’ = Ü. -2. x‘ — 2a**j/ -|- 2 x'y* -f- ay’ -f- y‘ = 0. 

In beiden Fällen int der Anfangspunkt ein dreifiichor Punkt; die Tan- 
genten desselben im ersten Falle giebt die Gleichung ax'‘y — im 
zweiten die Gleichung 2x'y — y\ Nach Art. 43. kann keine dieser 
Curveii einen andern vielfachen Punkt haben. 

3. ay’ — = 0. Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt, 

dessen Tangenten durch die Gleichung «y® hx* = 0 bestimmt sind, 
für diis positive Zeichen also ein conjugierter l'unkt. 

4. (.r* — «’)• = ay* (2y -f- 3 a) oder 

(a; — o)* {x -f- a)* = «y* (2y -f- 3«). 
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Hier «ind offetiliar ® — n = 0, ;/ =« 0 und i + a = 0, y = 0 Doppel- 
punkte. Um die bezilRlichon Tangenten zu erhalten, machen wir zuerst 
x = i), y=i) in den Factoren von (a;— «)•, ;/• und erhalten ^(a: — a)*==3j/’; 
und in der nünilichen Art Kir die Tangenten ini andern Dopjielpunkt 
4(a: + «)’ =■ 3j/*. Die Curve hat aber einen dritten Doppelpunkt, dessen 
Kxistenz aus der äquivalenten Form 

x’ (x* — 3(1*) = o (2j/ — «' (y + «)• 
ersichtlich wird; es ist der Funkt x = 0, y + o = 0 und die Tangen- 
ten in demselben sind durch 2x’ = 3 (y + o)* gegeben. Nach Art. 42. 
ergiebt sich, dass die Curve ausser den bisher nachgewiesenen keine 
andern singulären Funkte haben kann. 

5. (hy — cx)*= (x — (i)-’. Der Funkt liy — cx =■ 0, x — a = 0 ist 
eine Spitze von der besonderen Art, dass die entsprechende Tangente 
die Curve in ihm in l'nuf einander folgenden Funkten schneidet. 

G. X* (x -f" ft) =■ “’l/'. Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt, 
dessen Tangente die Curve in vier auf einander folgenden Punkten 
schneidet; die Curve hat auch einen dreifachen Punkt im Unendlichen, 
für welchen die unendlich ferne Gerade ihre einzige Tangente ist. 
Die (jorade x -p h = 0 berührt die Curve, wo sie die Axe der x schnei- 
det und auch in einem unendlich entfernten luHexionspunkt. 

7. x,i -{- x,i + XjJ = 0. Die von den Wurzeln befreite Glei- 
chung wird 

(!,’ -p X,’ + x,*p = 27x,*X,*Xj* 

und in dieser Form ist die Existenz von sechs Spitzen offenbar, denn 
jeder der Punkte, wo x, = ü, Xj* + Xj* = 0 schneidet, ist ein Doppel- 
punkt mit der einzigen Tangente x- = 0; aber diese Spitzen sind 
sämmtlich nicht reell. Die Curve hat auch vier Doppelpunkte, näm- 
lich die Punkte 

i ” tll ^1 zt ^3 ^ di 

denn setzt inan x,^x, = u, Xj^x, -=r, also x,= «ix,, Xj = ej;X,, 
BO erhält die Gleichung durch Substitution die Form «*iji-pur^-pij*;f =0. 
Die Tangenten in den Doppelpunkten werden also durch die Gleichung 
«* + «e-p*’’ = 0 bestimmt und die fraglichen Doppelpunkte sind so- 
mit conjugierte Punkte; in der That sind sie die einzigen reellen 
Punkte der Curve. 


111. Abschnitt. ' 

Von der graphischen Darstellung der Cnrveu. 

55. Es ersclieint zweckmässig, einige Beispiele von der Art 
zu geben, in welclier die Figur einer Curve aus ihrer Gleichung 
ermittelt werden kann. Wenn ein bestimmter Werth a von einer 
der Variabein a; gegeben ist, so kann die aus seiner Substitution in 


Digitized by Google 


49 


^die Gleichung der Curve eiitspriugeude numerische Gleiclimig 
für »/ aufgelöst werden — wenigstens durch Anniiherung — 
und sind damit die Punkte bestimmt, in 'denen die gerade 
Linie x «= a die Curve schneidet, üurch Wiederholung dieses 
Verfahrens für verschiedene Werthe von x erhält man eine 
An/ahl von Punkten der (’urve, und durch V'erbiiulung der- 
selben durch einen stetigen Zug eine Idee von der Gestalt 
derselben. Indem wir die Werthe von x sj>eciell beachten, 
welche die Werthe von 1 / oder einige derselben imaginär 
machen , können wir die Existenz von Ovalen erkennen oder 
bestimmen , ob die Curve in irgend einer Richtung begrenzt 
ist. Wir haben früher (Art. 52.) gezeigt, wie die Exi.stenz 
unendlicher Aeste in der Curve zu untersuchen ist und wie 
ihre Asymptoten zu bestimmen siml; und wir werden im 
nächsten Ka)iitel zeigen, wie ihre vielfachen und ihre In- 
Hexionspunkte zu finden sind. Nach Art. 48. giebt der Werth 

von in jedem Punkte die Richtung der 'J'angente in diesem 
Punkte an und indem wir die Punkte aufsuchen, für welche 

den Werth Null oder den W<“rth ünendlich erhält, so 

sind das diejenigen Punkt«!, in denen die Curve ]iarallel 
läuft zur Axe der x oder der y resjiective. 

Wir müssen dabei streben, von allen Vereinfachungen 
Vortheil zu ziehen, welche die Gleichung der Curve gestattet. 
Wenn wir z. R. das Rüschel iler zu einer Asymptote paral- 
lelen Geraden betrachten, oder das Rüschel der Geraden 
durch einen schon bekannten Punkt der Curve, so wird die 
Gleichung, welche die andern Schnitt)uinkte jeder dieser 
Geraden mit der Curve bestimmt, von einem um Eins nie- 
«Irigeren Grade als die Ordnungszidil der Curve ist. Zeigt die 
tjleichuug, dass die Curve einen Dopjielpunkt oder einen an- 
dern vielfachen Punkt hat, so ist es von Vortheil, das Rü- 
schel der durch diesen Punkt gehenden Linien zu benutzen, 
weil die fragliche Glei(diung daun um zwei Dimensionen 
erni«!drigt wird. 

Es giebt kaum eine für das >Studium nützlichere Hebung 
als das Zeichnen von thirven, insbesondere solcher Curveii, in 
«leren Gleichung ein Parameter oder mehrere Parameter auf- 

Salnioo, Huberc (*urvci> 4 
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von ihnpn Rpliildpton Drpipcks aln Kinlipit|innkt wählt, so (fphpn <lip 
Sehlnssforrapln des Art. 23. für dip 7iini Uehprffang von don Cartpsisclipn 
zu projectivischcn Coordinatpn dionondcn Translorniationen die folgpii- 
dpn Ansdn'ickp: 


X 


n (a-, - i Ti) ^ _ 

*i + a-, + a-,’ • x, + 4-, + x. 


Diirpli dipspUipn gpht die Olpichiing der Cnrvp filipr in 

+ IGx,x,x, (X, + .T,) + X,' (x,* -t- Xj» + Iü.r,x,) = ü. 

Ans liprselbon bildet man (Art. 51.) dip (ilpiphnngen der T.ingpnten- 
paarp in den noppelpnnktpn 

X,’ + 10a-, X, + IBXj’ = 0, 

X,’ + 10 ,T,X, + X,* = 0, 

1GX|’ + Iß ,T| X{ -)- .T.* = 0. 

Ki’ir .jpden Strahl .r, = u.Tj prhält man dip zwei nieht in den Dopppl- 
pnnkt f'allpnden Schnitte ans 

■X,’ (u* -f" lOu + 1) + tß.XjXjU (p -J- 1) -4- IGp’Xj* = 0. 

3. Wenn die B^isi.s eines Dreiecks gleich 2c und das Product der 
beiden andern Seiten desselben gleich 
»»’ gegeben ist, so ist der Ort der 
Spitze das Oval von Cassini, dessen 
Oleichnng für den Anfangspunkt der 
Coordinatpn im Mittelpunkt der Itasis 
durch 

(,x* -f" .V* — f’)* — '• f *•3^’ = »' ' 

uuBgcdn'ickt ist. Die Figur giebt dip 
Gestalt der Cnrve für vprschiedene 
Werthe von ni; die stark eingezeichnete Linie für »n = c ist die Lcm- 
niseate von Bernoulli, für wi < c besteht die Cxssini'sche Cnrve aus 
zwei conjngierten Ovalen, die von der Leniniscate iiinschlossen sind; 
m >c giebt ein die letztere ninschliessendes Oval. 

4 Wenn in einem um den festen Punkt 0 sich drehenden Strahl 


Fis. IK. 



Fis. IS. 
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von sciiuMn Sciinittpiiiikt mit einer fetiten Geraden MN ans eine Strecke 
Hl' = HP' von coiistanter Länge nach l>oidcn Seiten al>gctragen wird, 
«o ist der Ort von P die Conchoide des Nikoinedes; von diesem Geo- 
meter constniiert, nni das Problem der Besliinmimg von zwei mittleren 
l'roportionalcn zu lösen. Für OA = p, HP = i« ist ihre Polarglei- 
chimg (e m) cos w = ji und die Gleichung in rechtwinkligen (’oordi- 
naten »n’y’^Cp — ?/)’ -4- J/’.). Ihe gerade Linie MN berührt die 
Curve in einem singulären Punkt in unendlicher Ferne und hat dort 
vier anreinander folgende Punkte mit ihr gemein. Per Punkt O ist 
ein Poiipelpiinkt, dessen Tangenten die Gleichung p'.r’-f'lj’’ — »>’)*/* = 
bestimmt; insbesondere also ein Knotenpunkt, ein conjiigiorter Punkt 


oder eine Spitze, je nachdem wi^p ist. In der Figur repräsentiert 

die volle Linie den Fall die punktierte den Fall »i<p. 

6. r>er gleichgebildete Ort für einen festen Kreis und einen festen 

Punkt in ihm istPascal's 
^ Schnecke (Limavon). Ihre 

Polargleichung ist 

f = p cos I» wi ; 
die Gleichung in recht- 
winkligen Coordinaten 

(.t’ y * — = »I* (a:’-f~y*)- 

Per Anfangspunkt der Co- 
ordinaten ist ein Poppel- 
punkt und zwar ein Knoten- 
punkt oder ein conjugierter 

Punkt, je nachdem p ^ tu 

ist; für p = m wird er zur 
Spitze und die Curve hat 
dieHerzform nnd wirdCar- 
dioide genannt. Sic ist in 
der Figur stark und voll 
eiiigezeichnet; die beiden 
punktierten zeigen die For- 
men, welche den Fällen »« und p< m respective entsprechen. 

0. (.T* — n'i’ -f- (;/* — h’)* = c' mit h <■ a. Für c = o besteht die 



Fla. iia. 
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Kib jfic. 




Fig. HU. 



Fig <Iö. 



Curvo aus den vier conjupicrten Punkten 
+ Die Figuren zeigen 

dio Fälle: a)c<6; b)c = 6; o)c^*; 

d)c = a; e)c>o aber ■< + 6*); 

f) c = ^{n‘ + 6'). Für noch grösaereWerthe 
von c hat die Curve eine ähnliche Form, 
wie in diesem Falle, aber ohne den con- 
.jugierten Funkt im Anfangspunkt der Co- 
ordinaten. Gür c = o = 6 zcriällt sie in die zwei Ellipsen, wie in 
Fig. 22. 

56. Wir kebreu noch mit einigen Betrachtungen zu dem 
Falle zurück, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein 
singulärer Punkt der Curve ist. Es ist daun für die Unter- 
suchung seiner Natur oft zweckmässig, tj in eine nach stei- 
genden Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln; denn 

wenn die Gleichung in die Form f/ — Ax“-\-Bxfi-] mit « als 

dem kleinsten bei x auftretenden Exponenten gebracht ist, so 
wissen wir, dass in der Nachbarschaft des Anfangspunktes 
die Curve sich der leicht zu construierenden Curve ;/ — Ax“ 
anschliesst. Um eine solche Entwickelung zu vollziehen, 
können wir ein von Newton angegebenes Verfahren am 
besten in der folgenden Form benutzen*). Wir setzen in der 
Gleichung ij = Aj^ und bestimmen die positive Grösse a 
durch die Bedingung, dass die Exponenten von zwei oder 


Kl», n. 
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iiielirereii Uliederii gleich uuil kleiner als der Expuueiit jedes 
auderii Gliedes sind; diess kann durch Versuche geschehen, 
indem man die Exponenten jedes I’aars von Gliedern gleich- 
setüt und bemerkt, oh der resultierende Werth von a positiv 
ist und ob die gleichen Exponenten nicht grosser sind als 
der Exjioucut eines andern Gliedes. Hat man so « get'unden, 
so bestimmt imui A, indem man die Grösse gleich Null setzt, 
welche die Glieder mit gleichen Exjionenten multi])licicrt. 
Dann kann, wenn es uothig wäre, die Entwickelung durch 
die ^Substitution von y == Ax" fortgesetzt werden, in 

der A und « die vorher gefundenen Werthe haben und ß 
und li durch ein iilinliches Verfahren bestimmt werden. Ist 
z. 15, die Curve durch — 'iaxij=(i dargestellt, wo der An- 
fangspunkt der C'oordinaten ein Doppeljtuukt ist mit den beiden 
Axeii als seinen Tangenten, so wird die Gleichung für ij — Ax" 

x^ 4- J'x»“ — :5«.-1 j;“+> - 0. 

Setzen wir versuchsweise 3 — 3«, um zwei Exponenten gleich 
zu machen, so wird «=1 und die gleichen Exponenten 
werden grösser als der Exponent « -j- 1 des andern Gliedes; 
dieser Werth ist daher zu verwerfen. tSetzeu wir dann 
3 = rt-j- 1, n — 2, so macht diess die gleichen Exponenten 
kleiner als den Exponenten des andern Gliedes. Die Glei- 
chung wird (1 — 3 yl) .l-'x“ = 0 und indem wir A .so 
bestimmen, dass der Coefticient von x' verschwindet, erkennen 

wir, dass die Gleichung der Curve in der Form ij = ^ • • • 

dargestellt werden kann, in welclier alle andern Glieder von 
höherem als dem zweiten Grade sind; und dass also die Form 
des einen Astes der Curve im Anfangspunkt sich an die 
Parabel '6aij = x‘ anschliesst. Wir tindeu aber drittens 
durch Gleichsetzung der £x|ionenten 3 a und a -f- 1 den 
Werth a= i, für welchen auch die gleichen Exponenten 
die niedrigsten werden; da die Coefficienten dieser Glieder 
^4^ und — 3«*4 sind, so ergiebt sich A = j/3« und der Ast 
ist »/ = ^(3«) *1 so dass seine Form in der Nachbar- 

schaft des Anfangspunktes sich der Parabel j/- = Dax nähert. 
Es ist tür den gegenwärtigen Zweck nicht nöthig, wenn cs 
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aber wüiisLlienswerUi wäre, die Eutwiekeluiig fortziisetzeu, 
so würden wir tj — ' x- -|- Bxf subslituirei 


Glieder wären dann 


3 a 

1 


die niedrigsten 


1i 


xH.r _ ,:!<+' =(l. Wir 


I ■ 

■J7a* ' 3a« 

können dann die Exponenten zweier Glieder gleich timl khdner 
als den Exponenten des dritten tiliedes dnrch'/t = 5 machen, 

und es wird li = . Durch das Vorige ist aber gezeigt, 

diiss die Verzeichnung der beiden I’arabeln 
'iay = x‘ und — in der Nachbarschaft 

des Anfangspunktes die Gestalt der zu construie- 
rendeu Curve näherungsweise giebt. 




57. Dasselbe Verfahren führt zu einer Be- [ •. 
stiinniuug der unendlichen Aeste der Curve. Wir 
entwickeln // nach absteigenden Potenzen von x und machen 
nachher bei dem entwickelten Vorgänge die gleichen Expo- 
nenten grösser als den Exjionenten jedes andern Gliedes. So 
haben wir in dem vorher gegebenen Beispiel durch die Gleich- 
setzuiig 3 = 3«, « = 1 und die entsprechende Coefticienten- 
verbindung vl* + 1; indem wir uns auf Fi«. 21 . 

ileii reellen Werth für A beschränken, 
setzen wir ferner tj = — x + Bxt‘ und 
Kudeii in gleicher Weise ß—0, B=^ — a, 
somit den Ausdruck 1 / = — x — a , 

aus welchem wir sehen, dass x + /y-j-«=U 
eine Asymptote ist. Die Gestalt zeigt die 
beistehende Figur. 



,.0 


58. In dem Falle der einfachen Spitze, von welcher wir 
in Art. .30. ein Beispiel hatten, liegen die beiden in ihr zu- 
.saninientreffenden Aeste auf entgegengesetzten Seiten der 
gemeinschaftlichen Tangente und ihre Convexitäteu sind 
einander zugewendet. Aber es giebt eine Spitze, die aller- 
dings eine Singularität höherer Ordnung ist, bei welcher die 
beiden Aeste auf derselben Seite der Tangente liegen. So 
giebt z. B. die Gleichung m (nij — x‘)- = x^ für alle posi- 
tiven Werthe von x reelle Werthe von if] und wenn wir die 

Gleichung m der Form = schreiben, so wird 
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ersichtlich, dass für kleine Werthe 
von X, als für welche das zweite tJlied 
der rechten Seite kleiner ist als das 
erste, beide Werthe von ij positiv sind, 
so dass beide Aeste auf der obern 
I Seite der Axe der x als ihrer Tangente 

liegen — wie es die beistehende Figur zeigt. 

VV'ir haben in Art. 40. gesehen, dass gewöhnliche viel- 
fache Punkte höherer Ordniuig als aus der Vereinigung einer 
Anzahl von Doppelpunkten hervorgehend betrachtet werden 
können. Cayley hat weiter gezeigt ’), dass jede höhere 
Singularität angesehen werden könne ahs äquivalent einer ge- 
wissen Zahl einfacher Singularitäten: Knotenpunkt, gewöhn- 
liche Sjjitze, Doppeltangente und Inllexiou. So ist eine 
Spitze der hier besprochenen Art äqui- 
valent einem Knoten , einer Spitze, 

einer Doppeltangente und einer In- 

- ■ ~ - tlexion, wie es von der beistehenden- 

Figur aus verfolgt werden kann, indem man Knotenpunkt 
und Spitze sich vereinigen lässt. 


Fiff, Ä6. 


IV. Abschnitt. 

Polo und Polaren. 

.09. Die Methode, welche wir nun an wenden wollen , um 
die Hedinguugen zu untersuchen, unter welchen eine Curve 
vielfache Punkte oder Tangenten hat, und um die Lago der- 
selben zu erkeimen, ist im Grunde genommen mit der für 
den Fall des Anfangspunktes früher Entwickelten identisch. 
Wir betrachten ein Büschel von geraden Linien, die von 
einem gegebenen Punkte ausgeheu; wir bilden die Gleichung, 
welche die Coordinateii der n Punkte bestimmt, in denen 
ein solcher Strahl die Curve schneidet, und untersuchen die 
Bedingungen , unter welchen einer oder mehrere dieser Punkte 
mit dem gegebenen Punkte selbst zusammenfallen. Um die 
Coordiuaten dieser n Punkte zu bestimmen, gebrauchen wir 
die in den „Kegelschu.“ Art. 110, 321. entwickelte Methode 
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von JouehinifiÜial. Weil die (,'otmliiiateu jedes Punktes in 
der geraden Verbindungslinie zweier Punkte xi und xl' von 
der Form Xxl fix" sind, so bestimmen wir die 8cbnitt- 
puukte zweier Geraden mit irgend einer Curve durch die 
Substitution dieser Wertbe filr die x,- in die Gleichung der- 
selben und die Hestimmung derjenigen Wertbe von l : g, 
welche der resultierenden Gleichung genügen. Eine noth- 
wendige Vorbereitung der Untersuchung ist die sorgrältigc 
Diseussion der Functionen, welche sich bei dieser Substitution 
darbieten. 

Wenn wir in einer homogenen Function U vom 
Grade in den x, für Xi den Werth Ax, + gx/ einsetzeii, so 
folgt au.s dem Taylor’schen Satze, dass U der Coefficient von 
A" ist und dass der Coefficient von A"~*g sein wird 


, dU 


dü 


. dU 


I ,'ü, + da-; + dx, 

wenn wir die Abkürzung Ui für den Differentialquotienten 
von U nach x, gebrauchen. Wir wollen das Symbol A zur 

Hezeithnung der Operation x,' Xj" -4- x,' ^ an- 

wenden und können damit deji CoeiTicienten von A*-‘g in 
der Form A U schreiben. In analoger Art ergiebt sich der 
Coefficient von 


A" V* gleich i |x,'* + Xj'' -f x;^ 


-f- 2x./x.,' 


(Pf/ 

dx,dxi 


IO'' 

+ dr,dx, 


d' U 

dx,* 

-j- 2x,'Xj' 


(PU \ 
dx, dXf I 


oder mit Uu als Symbol für den zweiten Diflerentialquotieii- 
ten nach x, und x^ 


i I X| ^ 1 -j- Xj ^ i/j2 -f- Xj ‘ -f- 2xj Xj -{- 2xi X, 

• -f--^x, Xj Ufij ; 


wir können ihn aber auch in der symbolischen Form 

i dx, + < 'k + U oder i A^^/ 

dars teilen. 

In gleicher Weise wird der Coefficient von A*“* g* in 
der Entwickelung J ^ A^tf und so fort; der letzte Coef 
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iicieiit ist j * — ~ ^"U. Es ist abt-r aus der Symmetrie 

der Substitution evident, dass dieser mit U' übereiustimuien 
muss und dass allgemein die Cuetticienten von zwei ent- 
spreebendeii Gliedern der Entwickelung wie X“ g*, A* u" nur 
durch den Wechsel der gestrichenen und der ungestricheiieii 
Variabelii x, unterschieden sein können; so dass also 
nur durch einen numerischen Factor von /\U' oder 


•Cf Ul x.,U., -j- x'j t/j 
und allgemein auch 


+ +-®a''y "U von (x-, + U 


nur durch einen solchen Factor verschieden sind. Wir wollen 
die letztere Function durch A'' U' bezeichnen, so da.ss der 
dem U beigesetzto Strich eben den Wechsel der gestrichenen 
und uugestrichenen Variabclu audeutet. 

60. Die Curve (» — l)'" Ordnung AU = 0 wird die 
erste roTare des. Punktes x,' in Bezug auf U = 0 ge- 
nannt; in derselben Art heisst A'W •= ^ die zweite Po- 
lare, etc., so dass sich die Ordnung der auf einander fol- 
genden Polarcurven immer um Eins vermindert und also die 
(n — 2)*' Polare ein Kegelschnitt und die (n — l)'"' Polare 
eine gerade Linie ist. Nach der Schlussbemerkung des letzten 
Artikels sind die Gleichungen der Polargeraden und des Po- 
larkegelschnitts respective 


h + "3 L) 


(•'> ^7 + 

(•'• ^ + *2 dx,‘ + •* ' I 7 )' ^ 

Weil A^U erhalten wird, indem man die Operation A an 
der Function AU vollzieht, so ist die zweite Polare von x/ 
in Bezug auf U = 0 zugleich die erste Polare desselben 
Punktes in Bezug auf AU — 0-, und allgemein ist die m'" 
Polarcurve eines Punktes auch eine Polarcurve desselben 
Punktes in Bezug auf jede A" Polarcurve desselben Punktes, 
so lange m > k ist; denn man hat A* (A'U) = A*'*'‘U. 

Für einen Fundamentalpunkt, für welchen x,' und Xj' 
verschwinden, reduciert sich die Oj)eration A auf Differentiation 
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nach x.y, analog für die Cartesischen Courdinaten. Wir 
denken die Cartesische Cileichuiig durcli Einfülirung der Li- 
neareinheit homogen geniadil , also in der Form 

!♦"'> S* -f «1" 5—' + H =0 

geschriehen und finden ohne Schwierigkeit durch Ditt'e- 
rentiation nach s für die Gleichungen der l’olarlinie, des 
Polarkegelschnitts, etc., des Anfangsimnktes 

— l)Ki't 2 +«(ü'= 0 , etc. 

61. Der Ort aller der Punkte, deren Polargera- 
den durch einen gegebenen festen Punkt gehen, 
ist die erste Polare dieses Punktes. Die Gleichung 
der Polargeraden 

x^U^’ x-iU-,' -j- =* 0 

drückt eine Relation zwischen den Coordiuaten x, eines Punk- 
tes der l’olarlinie und den Coordiiuiten x{ des Pols derselben 
aus; dass die erstereu fest und gegeben und die letzteren 
variabel sind, drücken wir einfach durch den Wechsel der 
Accente oder Striche aus, so dass die Gleichung des frag- 
lichen Ortes 

x^ Uf -f x.jUi -}- x.,'Ui = 0 
wird, die Gleichung der ersten Polare von x,'. 

Es giebt (h — 1)- Punkte, deren Polarlinieu in Bezug 
auf 17 = 0 mit einer gegebenen Geraden zusammen fallen, 
oder wie wir abkürzeud sagen wollen, jede gerade Linie 
hat in Bezug auf eine Curve n'" Ordnung (tt — 1)’ Pole, 
die genieiuschaftliclien Punkte des Büschels, welches die 
ersten Polaren ihrer Pimkte bilden. Denn wenn wir zwei 
Punkte in der Geraden willkürlich wählen , so liegen die Pole 
der Geraden offenbar in der ersten Polare eines jeden von 
ihnen und sind somit die Durchschnittspuukte dieser Curven. 
Also haben die ersten Polaren aller Punkte einer geraden 
Linie (it — 1)* gemeinsame Punkte, nämlich die (« — 1)^ 
Pole der geraden Linie. 

In derselben Weise erkennt man als den Ort der Punkte, 
deren Polarkegelschnitte durch einen gegebenen Punkt gehen, 
die zweite Polare des Punktes u. s. w. Wenn die Polar- 
gerade oder wenn irgend eine andere Polare eines Puukte.s 


Digilized by Google 


60 


in Bezug auf eine gegebene Curve ihireh den Punkt selbst 
liindurebgeht , so liegt dieser Punkt aut' der Curve. Denn 
wenn wir für die x,' in die Clcicluing der Polare die sub- 
stituieren, so wird sie mit der Gleiehung der Curve identisch, 

weil die Vollziehung der Operation x, -f-' dx, <lx, 

an einer homogenen Fuuctioi! dieselbe nur mit einem nume- 
rischen Factor behaftet. 

62. Wenn eine Curve einen vielfachen Punkt 
vom Grade k hat, so ist dieser Punkt ein vielfacher 
Punkt vom Grade {/.■ — 1) in jeder ersten Polare, 
vom Grade (/.: — 2) in jeder zweiten Polare, u. s. w. 
Denn wenn wir den Fundamentalpunkt x,=0, Xj = 0 in 
den vielfachen Punkt verlegen, so sind die in j", , x^ nie- 
drigsten potenzierten Glieder in der Gleichung der Curve 
vom Grade /.', niimlich uiid weil bei der Bildung 

der ersten Polare nur die ersten Difl’erentiale von U gebraucht 
werden, so sind die entsprechenden niedrigsten Glieder in 
ihrer Gleichung vom Grade {Ic — 1) in j;, , x.j, d. h. der be- 
trachtete Fundamentalpunkt ist vielfach im Grade (k — 1) 
in die.ser; weil die Gleichung der zweiten Polare die zweiten 
Differentiale von U enthält, so treten Xf, X^ nicht niedriger 
als im Grade (A; — 2) in ihr auf, u. s. w. 

Wenn zwei Tangenten der Curve im vielfachen Punkte 
zusammenfallen, so ist diese Gerade auch eine Tangente der 
ersten Polare. Denn das niedrigste Glied ist von der 
F’orm (i^hcd . . . mit a,h, c, . . . als in x^, Xj linearen 
Factoren; seine ersten Differentiale enthalten daher den F’aetor 
rt, so dass derselbe auch ein Factor der entsprechenden nie- 
drigsten Glieder in der Gleichung der ersten Polare ist. All- 
gemeiner, .wenn l Tangenten des vielfachen Punktes in der 
Curve zusammen fallen, so sind (Z — 1) derselben zusammen- 
fallende Tangenten ira entsprechenden vielfachen Punkte der 
ersten Polare, (Z — 2) im entsprechenden vielfachen Punkte 
der zweiten Polare, u. s. w. Denn wenn ii<** einen Factor 
Z'™ Grades enthält, so ist derselbe ein Factor der ersten 
DifiFerentiale vom Grade (Z — 1), ein Factor der zweiten DiflFe- 
rentiale vom Grade (Z — 2), etc.*) 
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V. Abscliiiitt. 

Allg«‘uit*!n<‘ Th«>ori)* «Irr virlfarlieii Pniiktr iiu«l Taiigrriitrii. 

03. Wir wollmi die in Art. 59. entwickelle Methode /nr 
Uirtersnclmng der vielfachen Punkte und Tangenten einer 
Curve anwenden. Um die Schnittpunkte der Curve IJ = 0 
mit der gera«len Verhindungslinie der Punkte x{, x," zn fin- 
den, substituieren wir in die Gleichung derselben Aar,' -|- fix" 
für Xi und erhalten d.adureh zur Bestimmung der den Schnitt- 
punkten entsprechenden Werthe des Verhältnisses A : ft eine 
Gleichung A = f), welche wir in der Form schreiben können 

A" U’ + A-' fl AU' + i A»->* A* U' -\ 0, 

wenn wir nämlich voraussetzen , dass in AU', etc. die x," 
an Stelle der a:, substituiert sind. Damit aber einer der 
Punkte Xxi' -|- fix,'" mit dem Punkte Xi zusammen falle, ist 
es offenbar nöthig, dass eine der Wurzeln «1er Gleichung 
A = 0 zu fr = 0 werde. Aber diess wird nicht der 

Fall sein, so lauge nicht f/' = 0 ist; und es ist ausserdem 
evident, dass die Bedingung, nnter welcher x/ in der t’urve 
liegt, die i.st, dass die Goordinabui x, der Gbuchung der 
Curve genügen. , 

04. Es fallen ala^r zwei der Schnittpunkb' «1er Geraden 
xi x” mit der Curve in den Punkt xi, wenn die Gleichung 
A == 0 durch fl’’* theilbar ist, d. h. rvenn nicht nur f/' = 0 
sondern auch A U' = 0 i.st; und weil die Verbindungslinie 
des Punktes x" mit dem Punkte xi diu Curve in zwei mit 
dem Punkte xi zusammen fallenden Punkten nur schneiden 
kann, wenn xi' auf der in xi an die Curve gelnmden Tan- 
gente liegt (oder auf einer der Tangenten, falls deren meh- 
rere möglich sind), so erkennen wir, «hass die Gleichung 

X, Ui -|- Xj Ui XjUj == O 

diese Tangent«- darsb-llt, d.-jss es also im Allgemeinen in 
jedem Punkte der (hirve nur eine Tangente giebt, von w-el- 
cher die eben ge.schrit-bene die Gbuchung ist und tlass 
die Polargerade eines Punktes der Curve und die 
Tangente der Curve iii «lieseui l’unkte identisch sind. 
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Alle (li'p niulern l’olarcurvpii <lpssp)l>pn (,’urven- 
))unktes ri liprillirpii (la]iii dip Cnrvp in tlipseni 
l’unkte. Dpiiii in Art. 01. ward Itpwipseii, dass dip l’olar- 
Kpradp eiiips l*iinktes in Uezug auf die (’urve V = 0 aucli dip 
l’olar<rpradp dessell)pn l’nnkttis in IIpziir auf alle seine l’olar- 
enrven ist; da also die t’oordinaten .r/ der (jlpicluin*^ eyier 
jeden Polarenrve gpiiiij'en (Art. 01.), so fällt aneli die Polar- 
gerade die.sps Punktes in Uezno auf jede derselben mit seiner 
'J’angente zusammen. i 

G.Ö. Die Uernlmin^innikte der aus einem beliebigen 
Punkte an die Curve gezogpiion Tangenten liegen in «1er 
ersten P<dare des Punktes in lleziig auf die ('nrve. Diess 
ist ein .S|ieeialfall von dem in Art. 01. Bewiesenen nnil kann 
direet in derselben Art iM'grnmlet werden. Wir sahen, da.ss 
die Gleiehnng der Tangente der Curve V = 0 im Punkte 
s! dnreb 

T^ U,' -|- X, II j -f x.^ 11^ = 0 

dargestellt ist ninl erhalten dtireh die Vertauschung der 
accentnierten und der nicht accentuierten Variabeln, d. h. 
durch die Annahme, dass die Coordinateii eines beliebig ge- 
wählten Punktes der Tangente l>eknnnt und die des Berflh- 
rungsjmnktes unbekannt seien, für den Ort des Letzteren die 
Gleichung 

x{ U, + 3-j' (7, + x; (7, = 0. 

üie Gurve und ihre erste Polare durclischneideli einander in 
w (« — 1) Punkten und da in jedem derselben die Bedingungen 
= 0, Ai7 = 0 erfüllt sind, so sehen wir, dass von 
einem gegebenen Punkte aus « (« — 1) Tangenten, 
an eine Curve w'" Ordnung gehen; oder auch („Kegel- 
schn.“ Art. 382.), dass die Ueciproke einer Curve 
Ordnung im Allgemeinen von der Ordnung 
ti (m — 1 ) ist. 

00. Im Art. 01. ist aber weiter Ijcwiesen, dass für eine 
(!nrve mit einem üopj)elpunkt die erste Polare jedes gegebenen 
Punktes durch diesen Doppelpunkt hindurchgehen muss. Der 
Doppelpunkt zählt somit (vergl. Art. 42.) unter den Dnrch- 
schnittspiinkten der Curve mit ihrer ersten Polare für zwei. 

Die Verbindungslinie des Punktes x" mit dem Dop))elpunkt 
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ist .iljor ferner iiirlit eine Taiififente ini ffewrdinlielien Sinne 
des Wortes, obwohl sie pranz natiiri;ein!iss unter den Lö- 
sungen des von uns hier disentierton l’roblems ersclieint, eine 
Gerade durcli xC zu ziehen, welche die Cnrve in zwei zn- 
samnien fallenden Punkten schneidet, weil wir ja gezeigt 
haben, dass jede durch den Doppelpunkt gehende Gera«le 
als eine solche zu betrachten ist, die in ihm zwei zusammen 
fallende I’unkte mit der Cnrve gemein hat. Wir fanden also, 
dass die (iesammtzahl der Lösungen dieses Problems immer 
n (w — 1) i.st — nämlich die Zahl «ler Schnittpunkte der 
( 'urven f/=0 unil — - und dass ilie Zahl der eigent- 

lichen Tangenten der Curve ilnrch jeden ihrer Doppelpunkte 
um zwei Einheiten vermindert wird; d. h. die Ordnung 
der Reciproken einer Curve Ordnung mit d' 
D o p j) e 1 p n n k t e n ist » (n — 1 ) — 'IS. 

07. Für die Existenz einer Spitze in der Curve U = 0 
haben wir im Art. 02. Iwwiesen, da.ss die erste Polare eines 
beliebigen Punktes nicht nur durch dieselbe hindurch geht, 
sondern dass anch ihre enisprechende Tangente mit der Rück- 
kehrtangeiite zusammen fällt; daher zählt diese Spitze für 
drei unter den Durchschnittsi)uiikten der (]urve mit ihrer 
ersten Polare und die Zahl der übrigen Durchschnitt.si>unkte 
wird daher durch jede Spitze um drei Einheiten vermindert. 
Die Ordnung der reciproken Clurve einer Curve n''"^ 
Ordnung mit S Doppelpunkten und «Spitzen ist'') 
n (w — 1 ) — 2 tf — .3 X. 

O.S. Die.selben Principien zeigen die Wirkung eines viel- 
fachen Punktes von höherem Grade auf die Ordnungszahl 
der reciproken Curve. Ein vielfacher Punkt vom Grade I: 
ist nach Art. 02. vielfach im Grade (Ä- — 1) in der ersten 
Polare und die Zahl der übrigen Schnittpunkte und somit die 
Ordnung der reciproken Curve wird durch ihn daher um 
k (/■; — 1) vermindert. Nachdem wir aber in Art. 40. gezeigt 
haben, dass ein vielfacher Punkt vom Grade /.'mit {k{k — 1) 
Doppelj)unkten äquivalent ist, so erhalten wir, weil jeder von 
diesen die Ordnung der Reciproken um zwei Einheiten ver- 
mindern würde, für das gefundene Resultat den folgenden 
Ausdruck: Die Wirkung eines vielfachen Punktes 
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auf die Ordnung der reeiproken Ciirve ist die näni- 
liehe, wie'die der äquivalenten Anzahl von Doppel- 
punkten. In Rüek.sicht auf Art. f>8. können wir also sagen, 
dass die Wirkung eines vielfaelien l’unktes, welcher d" Doj)pel- 
punkteii, *' Spitzen, r' Dop]ioltaiigenten und i Inflexionen 
äquivalent ist, auf die Ordnung der reeiproken (lurve dure.h 
-j- .‘Ix' au.sgeilrilekt wird. 

(W. Die Verhindungslinie der Punkte a:/, x" schneidet 
— .so fanden wir bisher — die L'urve in zwei mit r,' zu- 
sammen fallenden Punkten, wenn ?/' = 0 ist und wenn die 
X,” die Gleichung 

x"U' + x,ul; + x''u,; = 0 
erfüllen. Wenn aber clie Coordinuten xl den drei Gleichungen 
= Uj—U zugleich genügen würden, so würde' 

die zweite Bedingung 

X," u; + x./'u.; -f r.," r// = o 

unabhängig von .r/' nnd also für alle Werthe der x," erfüllt 
sein; dann ist der Punkt x/ ein Doppelpunkt und jede 
durch ihn gehende Grade schneidet die t.'urve in ihm in zwei 
ziisntniucn fallenden Punkten. Wir sehen daraus, dass die 
durch die allgemeine Gleichung in projectivischen oder spe- 
ciell ('artesischen Punkt-Coordinaten dargestellte Gurve keinen 
Dop|>elpunkt enthalten kann, ohne dass die in ihr auftreten- 
den t'oefficienten einer gewissen Bedingung genügen. Denn 
die drei ('nrven =0, 1/^ = 0 haben iin Allge- 

meinen keinen zu allen gemeinsamen Punkt nnd die Functio- 
nen £/, , I/j, U; verschwinden somit nicht gleichzeitig für 
dieselben W'erthe der (!oordinaten. Wenn wir zwischen 
ihnen die ar, eliminieren , so entsteht eine Relation zwischen 
den Coeftieienten, welche die Bedingung ist, unter der diese 
ersten Polarcnrven iler Fundameiitalpiinkte sich schneiden 
oder unter welcher die Curve einen Doppelpunkt hat. Man 
nennt sie die Discrinii nante der Gleichung der Gurve. 
So haben wir die Discriminante eines Kegelschnitts (,, Ke- 
gelschn.“ Art. durch Elimination der Xi zwischen den 

drei ersten Ditferentialen 

a-, + -f o„a:., = 0, -j- «„a-, + n„x., = 0, 

rt.ja-, + «„a:, -f a^^x^ = 0, 
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(lenen die Coordinateu eines Doppelpunktes zugleich genügen 
müssen, in der Form 

gefunden. Im Allgemeinen ist die Discrimiuaute vom Grade 
3 (m — 1)® in den C'oefficienten der gegebenen Gleichung; 
denn die drei Derivierten sind vom Grade (n — 1) und ihre 
Resultante euthlUt daher die Coefficienten einer jeden im 
Grade (n — 1)^, — diese al>er sind linear in den Coefficienten 
der tiriginalgleichung. 

70. Wir können diese Grundsätze zur Untersuchung der 
Bedingungen anwenden, unter welchen die erste Polare irgend 
eines Punktes A oder a:,' eineu Doppelpunkt hat. Durch 
Differentiation der Gleichung 

X|' V, -U x.j -(- x.f f/j = 0 

erhalten wir für die Coordinateu eines Do)>pelpunktes H der 
ersten Polare von Xi die Bedingungen 

U,^Xj'+ l\.^X3 = 0,^ U^^x^ + Uj^x./ + V,.,xj = 0, 

"1“ “f" ^■‘ 33^3 ~ ö- 

<» 

Dieselben verbinden die Coordinaten xi von A mit den Co- 
ordinaten x,' des Dojipelpunktes Jj, welche in den Un iin 
Grade (« — 2) enthalten .sind. Die Vergleichung dieser Be- 
dingungen mit den im letzten Artikel citierten Gleichungen 
aus der Kegelschnittstheorie zeigt, dass mit ihrer Erfüllung 
der Polarkegelschnitt des Punktes Ji 

^^ 3^1 ^-3+“ ^^12^1 X !=0 
in zwei Gerade zerfallt, und der Punkt x/ oder A der Doppel- 
punkt desselben ist. Wir erhalten also den Satz; Wenn 
die erste Polare eines Punktes A einen Doppel- 
punkt Ji hat, so hat der Polarkegelschnitt von B 
einen Doppelpunkt in A und umgekehrt. 

Wir können aber auch zwischen den drei Bedingungs- 
gleichungen die x! eliminieren und so eine Relation bilden, 
welche von den Coordinaten x,- des Doppelpunktes B erfüllt 
werden muss, nämlich 

u,, 2 U,,- fV- U,, U,, U,,’ = 0. 

Sie ist die Gleichung des Ortes der Punkte Ti und aus dem Ge- 

SAlmon, Höhtri.- Curveu. 5 
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sagten geht hervor, dass dieser Ort entweder bezeichnet wer- 
den kann als der Ort von Punkten, welche Oojijiel- 
jiunkte in ersten 1‘olareurven der gegebenen (’nrve 
sind, oder als der Ort von Punkten, deren Polar-Ke- 
gelschnitte in zwei' gerade Linien zerfallen. Weil 
die zweiten Differentiale je vom Grade (« ~ 2) in den x; 
sind , so ist die eben geschriebene Gleichung vom Grade 
(« — 2); die von ihr dargestellte Purve hat zur gegebenen 
Ourve wichtige Beziehungen, — sie ist eine (,'ovnriaiite der- 
selben. (V’ergl. „Vorlesungen“ Art. 7.1.) Weil sie zuerst 
durch Hesse studiert worden ist, so soll sie die Hesse’sche 
Curve von U=0 heis.sen. 

Wenn man aber zwischen den nämlichen drei Gleichun- 
gen die Xi eliminiert, .so giebt die resultierende Gleichung in 
den Xi den Ort der Punkte A, d. h. den Ort der Punkte, 
deren erste Polaren Doppelpunkte haben und zugleich 
den Ort der Punkte, welche Doppelpunkte inPolar- 
kegelschnitten sind. Wirwerden diesen Ort nach dem Geo- 
meter Steiner die Steiner'scheOnrve von U—0 nennen "). 

Um die Elimination in irgeml einem Falle wirklich aus- 
zuführen, würde man die zweiten Differentiale von U bilden 
müssen; aber es ist im Allgemeinen zu sagen, dass der Grad 
der resultierenden Gleichung in den x,' gleich 3 (h — 2)’ ist, 
weil sie die Kesultante von drei Gleichungen (« — 2)“" (ira- 
des ist, von denen jede die x! im ersten Grade enthält. 

71. Indem wir nun wieder zu der Gleichung A == 0 zuriick- 
kehren, erkennen wir, dass drei ihrer Wurzeln mit g = 0 
übereinstimmen, oder dass die fragliche Gerade die Curve in 
drei mit xi zusammenfalleudeu Punkten schneidet, wenn 
gleichzeitig die drei Bedingungen 

U' = n, AJ/' = n, A»U' = 0 

erfüllt werden. Betrachten wir mm zuerst den Fall, wo x,' 
ein Doi)pelpunkt ist, so sehen wir, dass in diesem Falle U' 
und A U' unabhängig von den .c," verschwinden , und dass 
die dritte Bedingung fordert, es liege x/' auf dem Polar- 
kegelschnitt von X,'. Da nun x," ein beliebiger Punkt in 
einer der beiden Tangenten des Doi)pelpunktes sein kann, 
weil jede derselben die Curve in drei •vereinigten l'iinkten 
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schneidet, so muss der Polarkegelschnitt von ,r/ mit diesen 
beiden (ierailcii identisch sein, d. h. die (ileichung des Tan- 
gentenpaars der (’urve ini Doppelpunkt ist ==<> oder 

'■+ 2 + 2 = 0. 

Der Doppelpunkt, als ein Punkt, dessen Polarkegelschnitt 
in zwei gerade Linien zcrföllt, liegt in der Ilesse'schen 
Durve und es ergiebt sieb auch direct, dass er ihrer Glei- 
chung genflgt. Denn nacdi Euler's »Satz von den boniogcncn 
Functionen können die drei Gleichungen l/,' = 0, U.,’ = U, 
?// = 0, die in ihm erfüllt werden, in der Form 

U^^'x^ -|- U^^x.| f/n'a-;,' = <1, 

Ufix^' f/jja-j -|- f/jj'a-.,' = 0, 

geschrieben werden und aus diesen Gleichungen entspringt 
durch Elimination der xl die Gleichung der Hesse'schen 
Curve. 

72. Der Doppelpunkt wird zur Spitze, wenn die seine 
beiden Tangenten repräsentierende (ileiebung ein vollstän- 
diges (Quadrat wird, d. h. für 


TJ TJ TT 3 IJ TT — IT i TT IJ = 1J 2 

^22*^23 *^23 > ‘^33 "ll ‘''13 > '-'ll ‘''22 *''12 • 

Diese drei Bedingimgen repräsentieren nur eine neue Be- 
dingung, weil mit der Erfüllung einer derselben bei allen 
endlichen Werthen der Coordinateu xi des Doppelpunktes 
die andern auch erfüllt sein müssen. Denn die Bestimiuung 
der Verhältnisse a:,' : Xj', a'j' : a-,' aus jedem Paare di r Glei- 
chungen vom Ende des letzten Artikels giebt 



t'lft'is — ,3 — t 3J ,J 

~u^u„- 1/„» - u„u„- u„ü„ — ' 

t II V,,* t'ljb]« b,,6',5 


Es müssen somit für Z7,| t/j., = und wenn keines dieser 
Verhältnisse unendlich gross ist, sowohl Zähler als Nenner 
dieser Brüche verschwinden. 

73. Der Anfangspunkt ist ein dreifacher Punkt, wenn 
alle zweiten Differentialquotieuten in ihm verschwinden; denn 
dann ist A’ U’ Null unalthäiigig von den Werthen der x", 

6* 
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und nach dem Satze von den homogenen Kiinclionen ver- 
schwinden mit den zweiten Difterentiali|notieiiten auch die 
ersten und somit ist auch A = 0; d. li. jede gerade 
Linie durch den Punkt xl schneidet die Curve in drei zu- 
sammen fallenden Punkten. Die drei Tangenten der (jurve 
in diesem Punk'te werden otfenl)ar durch die (ileichung 
A*i/’ = *1 gegeben-. 

Die Ausdehnung derselben Betrachtungen auf vielfache 
Punkte von höheren Graden hat keine Schwierigkeit. Der 
Punkt xl ist ein vielfacher Punkt vom Grade h, wenn für 
ihn alle Ditterentialquotienten vom Grade (/.- — 1) verschwin- 
den und die Tangenten der Curve im vielfachen Punkt wer- 
den durch die Gleichung A* l" = 0 ausgedrilckt. 

74. Wir untersuchen nunmehr die Bedingungen, unter 
welchen durch einen einfachen Punkt xl in der Curve 
eine Grade gezogen werden kann, welche die Curve in drei 
mit xl zusammen fallenden Punkten schneidet, und wollen 
zunächst dabei voraussetzen, dass die betrachtete Curve viel- 
fache Punkte nicht enthalte. 

Wir sahen in Art. 71., dass jeder Punkt in einer solchen 
Geraden die Bedingungen AU' = 0, A^U’ — O erfüllen 
muss. Die erste derselben drückt aus, dass die Gerade mit 
der Tangente der Curve in xl identisch sein muss, wie es 
auch sonst evident ist; dagegen besagt die zweite, dass jeder 
Punkt dieser Geraden die Gleichung des Polarkegelschnitts 
befriedigt. Es muss somit der Polarkegelschnitt A^U' = 0 
in diesem Falle die Gerade Al^' = 0 als einen Theil ent- 
halten und der Punkt .r,' muss also einer von den Punkten 
sein , deren Polarkegelschnitte in zwei gerade Linien degene- 
rieren, d. h. ein Punkt der Hesse'schen Curve (Art. 70.). 
Und umgekehrt ist jeder Punkt, welcher zugleich auf der 
Curve (7 = 0 und ihrer Hesse’schen Curve liegt , ein Punkt, 
durch welchen eine Gerade mit drei in ihm vereinigten Hchnitt- 
punkten in der Curve gezogen werden kann, d. h. ein In- 
fi exionspunkt derselben. Denn der Polarkegelschnitt jedes 
in V = 0 gelegenen Punktes berührt diese Curve in ihm und 
wenn der Punkt aucli auf der Hesse’schen Curve H — i) liegt, 
so dass sein Polarkegelschnitt in zwei gerade Linien zerfällt, 
so muss eine die.ser Geraden die 'rangente der Curve in xl 
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sein. Jeder Punkt in dieser Tangente genügt dann den Be- 
dingungen AU' ==0 und A'^U' = 0 zugleich. Somit sind 
alle die Durchschuittspunkte der Curven U= 0, H = 0 In- 
llexionspunktc in U —0 und es ergiebt sich , weil H vom 
Grade 3(n — 2) ist, dass eine Curve Ordnung im 
Allgemeinen 3 m (rt — 2) Inflexionspunkte hat'^). 

75. Die Zahl der Inflexionspunkte wird aber reduciert, 
wenn die Curve vielfache Punkte hat. Wir haben im Art. 71. 
gesehen, dass jeder Doppelpunkt der Curve ein Punkt der 
Hesge’schen Curve ist, müssen aber nun des Näheren zeigen, 
dass er ein Doppelpunkt in ihr ist und allgemeiner, dass 
jeder vielfache Punkt k'” Ordnung in der Curve ein viel- 
facher Punkt der Ordnung {Zk — 4) in der Hesse’schen Curye 
ist. Man beweist diess am einfachsten , indem man den viel- 
fachen Punkt’ als Fundamentalpunkt der Coordinaten wählt, 
so dass die Gleichung der Curve die Variabein x^ und Xj nicht 
in niedrigerem als dem k'^" Grade enthält. Wir untersuchen 
den Grad der in x, und niedrigsten Glieder der zweiten 
Düferentialquotienten und finden, dass er für zwei Differen- 
tiationen nach X, oder nach Xj gleich (/; — 2) , für eine Diffe- 
rentiation nach X, oder x^ und eine nach Xj gleich (k — 1) und 
für zwei Differentiationen nach Xj gleich k ist, d. h. der Grad 
der in x,, Xj niedrigst potenzierten Glieder in f/,|, ITjj, Z/j,, 
Uli , Ui3 , ist respective gleich 

k — 2,k~2,k,k—\,k—l,k — 2-, 

es ergiebt sich daher, dass der Grad der in x, , Xj niedrigsten 
Glieder der Hesse’schen Determinante 

U ^ , u,, u,i+2 U^, u„u„- U , , u,, u^ = o 

gleich (3/i: — 4) sein muss. Es ist aber ferner zu bemerken, 
dass jede Tangente der Curve Z7 = 0 im vielfachen Punkte 
auch eine Tangente im vielfachen Punkte an H = 0 ist ; 
denn wenn die Gerade x,==0 eine Tangente im Anfangspunkt 
der Coordinaten ist, und also nach Art. 40. die Glieder vom 
geringsten Grade in x, und x.^ den Factor x, gemeinschaftlich 
haben, so ist X| auch ein ('aCtor in den niedrigsten Gliedern 
aller der zweiten Düferentialquotienten, in welchen keine 
DiSercntiatiou nach x, stattfindet, d. h. in Z/j,, U^j, 
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damit alwr ist ;r, ein Factor in den niedrigst imtenzierteii 
(iliedern der Hesse'sclien Determinant«!, weil jedes Glied ihrer 
Entwickelung eines dieser drei Dillenmtiale enthält. 

70. Das Vorige snl/.t uns in den Sland, den EinHuss 
vielfacher Punkte in U = 0 auf die Zahl der lnllexions|mnktc 
dieser Curve zu ermitteln. Ein Dojipelpunkt in f/=() ist 
auch ein Do]ij)clpunkt in H—0 und auch seine 'rangcnteii 
sind für beide Curven dieselben , derselbe zählt also für sechs 
(vergl. Art. -12.) unter den Schnittpunkten beider. Die Zahl 
der vom Dopjielpuiikt verschiedenen Durchschiiittspunkk* der 
Curven // = l* und II = 0 wird somit um sechs Einheiten 
vermindert, und es wird also durch d Doppelpunkte, welche 
die Curve Ordnung besitzt, die Zahl ihrer ludexious- 
puiikte auf 3n (» — 2) — Cd gebracht. 

Und wenn IJ = 0 einen vielfachen Punkt vom Grade k 
hat, so ist derselbe (3/.' — 4)läch in 7/ = 0 und /•' von den 
Tangenten in die.sem Punkte sind beiden Cuneu gemein ; 
der vielfache Punkt zählt somit unter den Durchschnitts- 
punkten für /.' (3/' — 4) -|- A: = ti . I /■• [k — 1) Punkte, und 
da wir aus Art. 70. wissen, dass ein Afacher Punkt mit 
(1; — 1) Do[ipolpunkten äquivalent i.st, so können wir sagen, 
dass der vielfache Punkt in Bezug auf die Keduction 
der Anzahl der Inflexionspunkte ganz dieselbe 
Wirkung hat, wie die äquivalente Anzahl von 
Doppelpunkten. 

77. Der Fall der Sjiitze erfordert eine besondere Unter- 
suchung. Wenn wir sie zum Fundamentaljiunkt der Co- 
ordinaten und x, = 0 als die entsprechende Tangente wäh- 
len, so ist die Gleichung der Curve von der Form 
-p = 0; 

die niedrigsten Glieder in den zweiten Diilercntiahpajtieuteu 
sind dann von den Graden 0, 1, 2, 2, 1, 1 respective; sie 
sind nämlich 


Un — ", U .,3 rf.r,* ^33 — 


Uj3 = (m — 3) 


, xA' 
dx, 3 

Un = 


= 2 (n — 2) x^ Xj— 
dXf (ÄE| ^3 


4 

> 
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Der Grad der niedrigsten Glieder in der IfesSesclien Deter- 
minante ist daher drei, näinlieli der Grad der Glieder 

aber jedes dieser Glieder enthält als einen Factor. Die 
Spitze der Curve {7 = 0 ist somit ein dreifacher Punkt in 
der Hesse'schen Curve und zwei der bezüglichen Tangenten 
fallen mit der entsprechenden Rückkehrtangente zusammen. 
Insofern nun dieser gemeinsame Punkt doppelt in der einen 
und dreifach in der andern Curve ist, zählt er für sechs 
unter ihren Schnitten und das Zusammenfallen zweier der 
bezüglichen Tangenten beider Curven fügt die Zwei nächst- 
folgenden Punkte als gemeinschaftlich den vorigen hinzu, so 
dass der Punkt für acht unter den Schnittpunkten zählt. 
Hat also eine Curve Ordnung 6 Doppelpunkte und x 

Spitzen, so ist die Zahl ihrer Indexionspunkte gleich 

3 n (n — 2) — 6d — 8x. 

78. Die etwas schwierigere Untersuchung der Bedingungen 
der Doppeltangenten von der Gleichung A=0 aus verschieben 
wir auf später und begnügen uns für jetzt damit, zu zeigen, 
dass die bisher erhaltenen Resultate in Verbindung mit der 
Theorie der Reciprocal- Curven die Zahl der Doppeltangenten 
einer Curve »i'" Ordnung indirect zu bestimmen erlauben. 

Dagegen liegt es nahe, die Gleichung A = 0 zur Auf- 
stellung der Gleichung des Systems von Tangenten zu be- 
nutzen, welche von einem Punkte aus an die Curve gehen 
(Vergl. „Kegelschn.“ .\rt. 107., 32G.) Weil jeder Punkt in einer 
solchen Tangente die Eigenschaft hat, dass die ihn mit Xi 
verbindende Gerade die Curve in zwei auf einander folgenden 
Punkten schneidet, so dass die Gleichung A = (* zwei gleiche 
Wurzeln hat, so erhalten wir die Gleichung des fraglichen 
Tangeutensystems durch die Vergleichung der Discriininante 
von A = 0 als einer binären Form in A, ja mit Null. Sei 
beispielsweise U — 0 vom dritten Grade, so dass die Glei- 
chung A = 0 die Form hat 

PU' + PfiAU' + Ifi^AU+fi^U^O, 

so wird — mit den Abkürzungen A und A’ für AU und 
AU' die fragliche Gleichung 
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{21 U U’^ + iA’’' - 18 AA'U’) U ^ {A'^ - 4 AU') A*. 

Da U, A, A' respective vom dritten, zweiten und ersten 
Grade in den Xi sind, so ist diese Gleichung vom sechsten 
Grade und zeigt, dass .von einem Funkte x! au die Curve 
dritter Ordnung V — 0 sechs Tangenten gehen, wie wir 
wissen. 

Die Form der Gleichung zeigt, dass sie einen Ort re- 
jiräsentiert, der = 0 in denjenigen Funkten berührt, wo 
derselbe von A = G geschnitten wird ; und dass die andern 
Punkte, in welchen <7 = 0 von diesem Orte geschnitten wird, 
in der Curve A’’ — dA U' == 0 liegen. Diess giebt den 
Satz: Die Berührungspunkte der sechs Tangenten 
einer Curve dritter Ordnung, die von irgend einem 
Funkt ausgehen, liegen in einem Kegelschnitt 
A =0 und die sechs übrigen Schnittpunkte dieser 
Tangenten mit der Curve sind in einem andern 
Kegelschnitt A'^ — 4A<7’ = 0 enthalten, der mit 
dem vorigen in den Punkten A = 0, A’ = 0 eine 
doppelte Berührung hat. 

Wenn der Punkt x! in der Curve liegt, so ist V = 0, 
die Gleichung A — 0 reducirt sich auf A*A'-f-^ftA+f‘’i^=G, 
ihre Discriminante liefert also als Gleichung des Tangenten- 
büschels A* = 4A'</, eine Gleichung vom vierten Grade in 
den Xi. Durch einen Punkt in der Curve dritter Ordnung 
gehen nur vier Tangenten an dieselbe, die ihm selbst ent- 
sprechende Tangente zählt für zwei. 

7!). Ebenso im Allgemeinen; die Discriminante von A 
oder A A’-f- ■ • • ist vom Grade »(m— 1) 

in den Xi imd (vergl. „Vorlesungen“ Art. 68.) von der Form 
/v <7 -f- (A)^ wenn tp die Discriminante des von seinem 
ersten Gliede befreiten A ist. Der durch sie dargcstcllte Ort 
berührt daher <7 = ü in seinen Schnittpunkten mit A = 0, 
wie wir aus dem Früheren wissen. 

.Jede der «. (n — 1) Tangenten schneidet die Curve in 
anderen {n — 2) Punkten und die Form der Discriminante 
zeigt, dass diese n (n — 1) (n — 2) Punkte in einer Curve 
qp = 0 von der Ordnung (n — 1) (» — 2) liegen. Endlich 
ist q> selbst von der Form UA + (A'*)*^ und mau erkennt, 
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dass die beiden Curveii q> = 0 und ^!» = 0 einander in den 
Punkten berühren, wo die erste und die zweite Polare von 
Xi sich durclischneiden. 

Wenn wir A in der Form 

+ A— 'fiA' -\ 

schreiben , so sehen wir , dass die Discriminante auch in der 
Form kir + (A')^ darstellbar ist. Ist somit x,' ein Punkt 
der Curve, also U' = ü, so enthält sie den Factor A * oder 
das System der Tangenten besteht aus der zweifach zählen- 
den Tangente in x,' und {n‘ — » — 2) anderen Tangenten, 
die durch 9 = 0 repräsentiert sind. In derselben Weise ist 
9 selbst von der Form kA' + (A'’)^ ist also der Punkt 
Xi ein Doppelpunkt und somit nicht nur IT = 0, sondern 
auch A' = 0, so enthält die Function (>P — n — 2)''" Grades 
9 den Factor (A”'*)’, d. h. unter jenen (»P — n — 2) Tangen- 
ten sind die beiden Tangenten der Curve im Doppelpunkt, je 
zweifach gezählt, und daher {n‘ — m — 6) andere durch 
4> = 0 dargestellte Tangenten. In derselben Weise lässt 
sich zeigen, dass von einem I;fachen Punkte — n — k{k-\- 1) 
Tangenten an die Curve gehen. Die vorher gegebene Theorie 
von dem Einfluss der vielfachen Punkte auf die Zahl der 
Tangenten einer Curve Ordnung, die von einem beliebi- 
gen Paukte ausgehen, zeigt auch, dass die Discriminante 
von A, welche gleich Null gesetzt, diese n (» — 1) Tangen- 
ten repräsentiert, als Factoren enthalten muss das Quadrat 
jeder Geraden, welche den Punkt xi mit einem Doppelpunkte 
der Curve verbindet, den Cubus jeder Geraden von ihm nach 
einer Spitze, die sechste Potenz der Geraden von ihm nach 
einem dreifachen Punkte, etc. 


VI. Abschnitt. 

Rcciprokc Ciirvcii. 

80. Wir wissen (vergl. ,,Kegelschn.“ Art. 382.), dass die 
Ordnung der reciproken Curve stets mit der Classe der ge- 
gebenen Curve Ubereinstimmt und umgekehrt; es ist auch 
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evick'iit, (lass eiiioni l)o|i]iel[iuiiUt in oiiiur <U-r t'urvnii eine 
l)o[){)eltiiiigeiito in der andern und einem ijtatiuuären Punkt 
in der einen eine stationäre Tangente in der andern Curve 
entsprielit; allgemeiner, einem vielfachen Punkte vom Grade 
k eine im nämlichen Grade vielfache Tangente und den k 
ßcrührungsj)unkten der vielfachen Tangente die k Tangenten 
im vielfachen Punkte, so dass auch, wenn zwei oder mehrere 
der letztem zusammen fallen, ebenso viele und die euts[)re- 
chenden iler ersteren es thun. 

Und wir haben gesehen, dass die allgemeine Glei- 
chung in Punktcoordinaten eine (’urve darstellt, die keinen 
doppelten Punkt und ebenso keinen höheren vielfachen Punkt 
hat, so lauge nicht gewisse Bedingungen erfüllt werden; dass 
dagegen die von dieser allgemeinen Gleichung repräsentierte 
Gurve doppelte und stationäre Tangenten besitzt. In der 
That werden die Abscissen der Schnittpunkte einer Geraden 
y = ax b mit der Curve durch Substitution des Werthes 
von y in ihre Gleichung erhalten und da wir zwei Constan- 
teu a und h zur Disposition haben, so können wir dieselben 
so bestimmen, dass die resultierende Gleichung irgend zwei 
Bedingungen erfüllt. Durch die Verfügung üljer eine Con- 
slante würden wir die Erfüllung einer Bedingung bewirken 
können, z. B. dass die Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln 
halie. Und das Problem, bei gegebenem a die Constante b 
so zu bestimmen , dass die resultierende Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln haben, ist nichts anderes als das Problem, 
die zu y — ax parallelen Tangenten zu ziehen. Die Ver- 
fügung über beide Constanten gestattet uns, der resultieren- 
den Gleichung zwei verschiedene Paare gleicher Wurzeln 
zu bedingen ; dit*ss sind die Probleme der Doj)peltangenten 
und der stationären Tangenten oder Inflexionspunkte. Die 
doppelten und die stationären Tangenten sind so als die ge- 
wöhnlichen Singularitäten einer Curve zu betrachten, die 
durch eine Gleichung in Punktcoordinaten ausgedrückt ist; 
alle höheren vielfachen Tangenten und alle vielfachen Punkte 
sind ausserordentliche Singularitäten , welche eine solche 
Curve nicht besitzt, so lange nicht die Coefticienten ihrer 
Gleichung besondere Werthe haben. 

Es ist vollkommen umgekehrt für die allgemeine Glei- 
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chuiig in Ijiuieiu’oordimiton; die dureli sie repräseiilierto 
(■urve hat gowöhnlieli Dopjielpnukte und stationäre Punkte 
oder Spitzen, aber keine singulären Tangenten. Ks sind so- 
mit doppelte und stationäre Punkte einerseits und doppelte 
und stationäre Tangenten anderseits gleiehinässig unter die 
gewöhnlichen Hingularitäten der Curveu zu rechnen; wenn 
eine Curve die einen besitzt, so enthält ihre reciproke Curve 
die andern. 

81. Wir wollen nun die Urdnung einer (Jnrvc durch (i 
und ihre (.'hisse durch v, die Zahl ihrer 1 iujipelpunktc durch 
d und die ihrer Doppeltangenten durch r, die ihrer statio- 
nären Punkte durch x und die ihrer stationären Tangenten 
durch i bezeichnen, so dass die entsprechenden Zalilen für 
die reciproke Curve durch die Vertauschung von ft und v, 
d und r, x nnd i erhalten werden. Wir haben in den .\rt. 
1)7. u. 77. die Werthe von v und t in Function von ft, d, x 
erhalten und leiten daraus jetzt mittelst der Keciprocalcurve 
die Werthe von ft und x in Function von i>, x, i ab. Aus 
diesen vier Gleichungen , die wie wir nun sehen werden äqui- 
valent sind drei unabhängigen Gleichungen, können wir den 
Werth von x durch ft, d, x und den von d' durch v, x und 
t ausdriieken. So entstehen Plilcker’s sechs Gleichungen: 

1) V = ft’ — ft — 2d — 3x; 

2) t = .Sft’ — 6ft — 6d — 8x; 

3) 2r = ft(f< — 2) (ft’ — 9) — 2 (ft’ — ft — ti) (2d-f-3x)-{-4d(d— 1) 

-f- I2dx 9x (x — 1); 

4) ft = v’ — 1/ - 2 t — 3t'; 

5) X = 3 v’ — 6 V — (3 r — 8 1 ; 

6) 2d = v(p — — ^1) — 2(v’ — V — t5)(2T-|-3t)-j- 4t(t— 1 j 

-|- 12ti -|- 9t (i — 1). 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 1) und 2) d' oder zwi- 
schen 4) und 5) X eliminieren, so erhalten wir gleichmässig 
7) I — X = 3 (v - ft) , 

woraus ersichtlich ist, dass diese vier Gleichungen drei unab- 
hängigen äquivalent sind. Man kann diess auch schreiben 
3ft — x = 3v — i und 3ft-)-t = 3i'-f-x. 

Die Differenz der Gleichungen 1) und 4) giebt 
_ 2d — 3x = v‘ _ 2r — 3i 
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und indem man t — x durch seiiieu Werth aus 7) ersetzt, 
folgt 

8) 2 (r — d) = (v — ft) (v + g — 9). 

Durch Substitution der Werthe von v und t oder vou ft und 
X in die letzte Gleichung erhält man die Gleichungen 3) und 
6). Aus 7) und 8) erhalten wir auch 

9) J ft (ft + 3) — d — 2 X = J V (r -1- 3) — r — 2 1 ; 

10) J (ft — 1) (ft — 2) — d — X = ^{v — 1) (v — 2) — r — i. 

Aus irgend dreien der sechs Grossen ft, v, d, r, x, t können 
die drei übrigen berechnet werden; z. B. erhält mau aus 

ft, d, X durch 1) V, durch 2) oder leichter durch 7) i und 

durch 3) oder leichter durch 8) endlich r'-'). 

üoispiel. Aus u = 0, x = 6 folgt noch 1) v — 4; also 

fl — » = 2, V — f« = — 2 und nach 5) i — x = 6 oder i = 0j »’-f-fi-9 = l 
oder t — S = — 1 , d. h. r = 3. 

82. Weil mit einer Curve auch ihre Ileciproke gegeben 
ist, so müssen beide durch gleichviele Bedingungen bestimmt 
sein. Die Festsetzung, dass eine Curve d Doppelpunkte 
habe, ist aber d Bedingungen äquivalent, wie am einfachen 
Beispiel des Kegelschnittes erläutert werden kann, der im 
Ällgeiueiuen durch fünf Bedingungen bestimmt im Falle eines 
Doppelpunktes deren nur vier, zwei Punkte etwa in jeder 
Geraden, gestattet. Ebenso ist die Existenz einer Spitze zwei 
Bedingungen äquivalent. Eine Curve von der Ordnung g 
mit d Do{>pelpunkten und x Spitzen ist somit durch 

^ ft(ft + 3) — ’d — 2x 

Bedingungen bestimmt; ihre reciproke aber durch 
i V (i/ -|- 3) — r — 2t; 

die Gleichheit beider Zahlen besagt die Gleichung 9). 

Die Gleichung 10) zeigt, dass das Geschlecht oder der 
Defcct einer Curve und ihrer reciproken Curve identisch ist. 
(Art. 44.) 

Wenn wir mit Cayley « zur Abkürzung für 
3ft -j- i = 3v + X 
gebrauchen, so erhalten wir 

X = a — 3v, i = n — 3 fl, 2d — fi‘‘ — fi-j-Sv — 3«. 
2r = V* — 1' + 8ft — 3«, 
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tl. h. alle anderen Charaktere sind durcli fi und v in Ver- 
bindung mit'« ausdrückbar. 

83. Die Gleichheit de.s (.{eschlechts tür eine Curve 
und ihre Reciproke ist ein speeieller Fall des allgeineinen Ge- 
setzes von der Constanz desselben für Ciirven, welche 
sich eindeutig entsprechen, d. h. wo jedem Punkte 
und jeder Tangente der eijien ein Punkt respective eine Tan- 
gente (oder umgekehrt) der andern Curve entspricht. Das- 
selbe kann nach dem Vorhergehenden auf Grund des in 
Art. 344. der „Kegelschnitte“ gegebenen Princips bewiesen 
werden, dass in einem Gebilde erster Stufe, also hier in 
einer geraden Punktreihe oder in einem ebenen Strahlen- 
büschel, wo zwei Reihen von Elementen sich algebraisch so 
entsprechen, dass jedem Element der ersten n Elemente der 
zweiten und jedem Element der zweiten m Elemente der 
ersten zugeorduet sind, (/;< -j- n) Elemente existieren, welche 
mit einem ihrer jedesmaligen entsprechenden zusammen fallen. 

Es seien Cf, und C^, zwei einander eindeutig entspre- 
chende Curven von den respectiven Ordnungen ft, ft in der- 
selben Ebene und A, A' zwei entsprechende feste, X, X' 
•zwei ents))recheude bewegliche Punkte in diesen Curven. 
Dann beschreibt der Durchschnittsj)uiikt der Strahlen XX, 
A' X' eine Curve von der Ordnung (ft -f" f*' — 2), wie aus 
dem augezogenen Satze sich sofort ergiebt, wenn man die 
Schnittpunkte der Büschel um A, A' mit einer beliebigen 
Geraden betrachtet; in dieser Curve sind A und A' viel- 
fache Punkte von den Graden (ft — 1) und (ft — 1) re- 
spective; ihre liückkehrpunkte entsprechen den von A aus 
an die Curve C), gehenden Tangenten mid ihre von A aus- 
gehenden Tangenten den Riiekkehrpunkten von so dass 
die Summe der Anzahlen der von A ausgehenden Tangenten 
t, t* und der Rflckkelurpunkte k, k* für die eine und für die 
andere Curve die gleiche sein muss; ebenso für A' und C),. 
Die erste Polare des einfachen Punktes A in Bezug auf die 
Curve Cf, schneidet diese aljer in 

ft (ft — 1) — 2ö — 3* — 2 

Punkten der Berührung und die Summe (t -f- k) ist also 

= fl (fl — 1) — - 2d — 2* — 2. 
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Die erste Polare von A in Bezupf auf die Ciirve von der Ord- 
nung — 2) liat aber in A sellist einen (fi' — t)faeheii 

Punkt mit deiisellieii 'l'angeiiten mit dieser mul in A' einen 
(fl — 2) l'aelum Punkt; sie erzeugt also eine nach Art. . zu 
bestimmende Zahl von Seliuittpunkten , nach welchen die f* 
Tangenten gehen und die Summe (/* -)- k*) ist gleich 
(fi-f/t - 2) - fiXfi- l)^(fi-l)(fi-2)-2d*-'Jx*. 

Man erhält also die Gleichung 

fi(fi— l)-~2d~2x — 2=(ft-j-fi'—2) (ft + fi'—:i) — fi'(fi'—]) 

- (fl - I) (fl - 2) + 2d* - 2x*-, 
und analog für die Curve die andere 

(«'— 1 ) — 2 ä'— 2 X— 2==(fi + fi'~ 2) + g'— 3 ) — g (fi — 1 ) 

— (ft — 1) (fl' — 2) — 2d* — 2x*. 

Aus beiden folgt aber durch Subtraction 

2 ((T -f- x' — d ' — x) == (ft' — 1) (ft' — 2) — (fl — 1) (fl — 2) 
d. h. die Uebereinstimmung des Geschlechts iler Curven 
Cfj-, welche sich eindeutig entsprechen 


Digilized by Google 


Drittes Kapitel. 

Theorie der Enveloppen. 

84. Wenn eine Curve irgendwie von einem einzigen ver- 
ilnderlieheii Parameter abhängt, so dass der Reihe seiner 
Werthe eine Reihe von Curven entspricht, so heriilircn alle 
diese Cnrven ini Allgemeinen eine Curve, die als die hlnve- 
loppe des Systems bezeichnet wird. Jede Curve desselben 
wird von der nächstfolgenden vom Parameter abhängenden 
in einer (truppe von Punkten geschnitten und der Ort dieser 
Punkte ist die Enveloppe, wie diess für den Fall der ver- 
änderlichen Curve als einer Geraden schon bekannt ist. 
(Vergl. „Kegelsehn.“ Art. 314. f.) 

Die Gleichung der Curve kann entweder einen einzigen 
variabeln Parameter oder sie kann deren zwei oder mehrere 
enthalten, welche selbst durch eine (tleichnng oder durch 
mehrere Gleichungen mit einander verbunden sind, so dass 
ein einziger Parameter veränderlich bleibt. Beide Fälle sind 
nicht wesentlich verschieden, aber es ist oft zweckmässig, 
den zweiten in einer besondern Art zu behandeln, nach 
einer Methode unbestimmter Multiplicatoren, die wir hier ent- 
wickeln wollen. Dieser zweite Fall begegnet am häufigsten 
in der Form, dass die Gleichung der Curve die Coordinaten 
eines veränderlichen jedoch auf eine feste Curve beschränkten 
Punktes entliält, oder wie man sagt, dass die Curve von 
einem in einer parametrischen Curve sich bewegenden para- 
metrischen Punkte abhängt. Es ergab sich z. B. (vergl. „Kegel- 
schn.“Art.395.), dass das Problem, die Polarreciproke einer ge- 
gebenen Curve in Bezug auf den Kegelschnitt a;|--(-a-'2’-|-a'3’=0 
auszudrücken, mit dem andern identisch ist, die Enveloppe 
der Geraden x, -f- -|- S-, x., = 0 zu bestimmen. 
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wenn die S, der Gleichung der gegebenen Curve genügen; 
die Gleichung der verüiulerlicheii Geraden enthält, zwei 
variable l’arameter S, welche durch die Glei- 

chung der gegebenen Curve mit eiiinnder verbunden siml. 

8f). Die Gleichung der Curve 7' «= U enthalte zuerst einen 
einzigen veränderlichen Parameter /. Wenn wir die den auf- 
einander folgenden Werthen t, t 1 des Parameters ent- 
sprechenden Curven durch T— 0 und 'J\ =0 repräsentieren, 
SD geben diese Gleichungen oder das Paar T—O, 'J\ — T=0 
die Coordinateu der Durclischnit<spunkt4? der beiden auf einan- 
der folgenden Curven. Wir haben 

'J\ == 7' -f, (/, r . f// H oder 1\- T= d, T .dt -\ 

und Inder letzten Gleichung können, weil dt unendlich klein 
ist, alle nach dem ersten folgenden Glieder rechts vernach- 
lässigt werden. Die Gleichungen 7'=0, d,T==() bestimmen 
somit eine vom Parameter t abhängige Gruppe von Punkten, 
und die Elimination von t zwischen diesen Gleichungen lie- 
fert daher die Gleichung des Ortes aller solcher Gruppen von 
Schnittpunkten aufeinander folgender Curven, d. h. die Glei- 
chung der Euveloppe. 

Es ist ein wichtiger besonderer Fall, wenn die Glei- 
chung den Parameter t rational enthält; wir können dann 
ohne Verlust an Allgemeinheit voraussetzen , dass T eine 
ganze und rationale Function von t sei, und das so eben be- 
schriebene Verfahren zur Hildung der Gleichung der Enve- 
loppe kommt überein mit dem zur Bildung der Discriminante 
von T als Function von t dienenden. Wenn also «,b,r, ... 
Functionen der Coordinaten sind und 

T aC + + i n (n — 1) cC-* , 

so sind die Gleichungen der Enveloppe für die. am häufigsten 
auftreteuden Fälle n = 2, « = 3, n = 4 respective (vergl. 
„Vorlesungen“ Art. 1.‘14., 1.3G., 1;18.) 

2) ftc — b*=0; 3) rG(F-f-4 ac®-p 4 b''fZ — dabed — .3fc'c*=0; 

4) (ac — 4bd-\-iic^y — 27 (ncc-\-2bcd — ad‘ — b’‘c — r'')'‘=0; 

wobei zur letzten dieser Gleichungen bemerkt sein mag, dass 
in ihrer entwickelten Form die Glieder mit c“ und mit c*bd 
sich aufheben, .so dass beider Bestimmung des Grades dieser 
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(ileiflniüg iu den Goordiuaten aus den Graden, in welchen 
tlieselhen ill «, h, . . . enthalten sind, die Ordnung der En- 
velopju; niedriger erhalten werden kann, als der Grail eines 
jeden der beiden Theile der Gleichung. 

Wenn wir in T die Coordinaten eines l’unktcs ein- 
setzcn, und die resultierende Gleichung 

a t" -|- = 0 


für t auf lösen, so erhalten wir offenbar n Lösungen, d. h. 
das System der durch 'J' == 0 repräsentierten Curven ist von 
solcher Art, dass durch einen beliebig gewählten festen Punkt 
n derselben hindurchgehen, und es geht aus dem Eutwickel- 
ten hervor, dass für einen in der Enveloppo liegenden festen 
Funkt zwei von diesen Curven zusammen fallen. 

Der Fall, wo T von einem parametrischen Punkt ab- 
hängt, ist auf den eben betrachteten zuriiekführbar, wenn 
die parametrische Curve eine Gerade, ein Kegelschnitt oder 
irgend eine andere Unicursal- Curve ist; denn dann können 
nach Art. 44. die Coordinaten des parametrischen Punktes 
als rationale Futictionen eines Parameters ausgedrückt werden. 

IJeiaiiiel 1, Man tiestiiiime ilie Kiiveloppe von ut“ e = 0 

mit a, b, c al« beliebigen Functionen der Coordinaten. (Diess letztere 
soll für a,h,... auch in allen folgenden Beispielen vorausgesetzt 
sein.) Die Conibination der (ileiehiing mit ihrem Differential nach t 
giebt _p = 0, (« — b) bt’’ -J- HC = 0; durch Elimination von 

< erhalten wir 

ii" c"-f'±p’’ (»I - />’ = o, 

wo das Zeichen für ungerade und das Zeichen — für gerade ii zu 
gebrauchen ist. 


Beispiel 2. Mau soll die Enveloppe von a cos"ö -f b sin"ö 
für 0 als den veriiuderlichen l’aramefer bestimmen. 

Wir haben d^T — a cos"—’ 0 sin 0-1-6 sin"~' 0 cos ü = 


also 


tan 


0 =« <i" COS0 = : / (o"“ * f , 

= 6 - 0 . 


Bin 0 : 


■ c 


l>urc)t Substitution dieser \Vorthe und uachtul^ende Keduetioii erliulteu 
wir die Cileichunjif der Knvoloppe 

« 2 a 

Sklmon, Iirih^r«* Currpn. 0 
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lüsbeaouiiurc iat (viTgl. „Kegelaclinitte“ Art, 314.) die Enveluppe vou 
u coa 0 + i S'0 Ö =» c • 

durch «’ 4- t’ =- c’ gegcbeo. Umgekehrt kann jede 'J'iiugeiite der 

I(ni -I| Km— l) 

Uurvc x"‘ + y"‘ — f™ in der Korm j coa "■ 0 + p ain 0 = c 

i i 

auagedrückt werden mit a=-ccoa"‘0, p-=caiu"'0 aU Coordinuten 
dea Uerührungapuiiktes Dieaa kann auch ala Uciapiel einer Knvcloppe 
dargeatcllt werden, welche von einem parametriachen Punkt in einer 
Unicuraal- Curve abhäugt. Denn wenn wir coa 0 — u, ain 0 = ß aetzen, 
ao sind a , ß die Coordinateu eiuea in dem Kreiae o’ + (J* = 1 liegen 
den Punktea; und da der Kreia eine Curve vom bieachlecht Null iat, 
ao künneu diese Coordinateu in Function eines l’arametera rational 
auagedrückt werden. So können wir, wenn t = cos 0 + i sin 0 ist, für 

a oder coa 0 aetzen j (t + und für ß oder sin 0 ebenso — J ) 

und die Gleichung z. U. ua + = c wird 

(a — bi) l’ — 2cl + (a -f" =■ b i 

ala deren Enveloppe sich wie vorher ergiebt 

(<i + bi) (a — bi) = c' d. h o’ + i** = c* 

Wenn die Einführung der imaginären Einheit vermieden werden soll, 
aO setzt man tan | 0 »» t und drückt („Kegelschnitte“ Art, 314.) coa 0, 
am 0 rational in Function von t aus. 

ileiapiel 3 Sei die Curve 

a coa 2 6 + b ain 2 0 -j- c eos0 + d am 0 -f- < 0. 

Wir setzen t = coa0 -(- iain0 und erhalten 

“0*+ (i)-*' 0'- /.)+*'(' + (‘ - t) + “ °- 

oder 

(a — bi) t' {c — dij 0 -f" 2ct* + tc + t + {“ + hi) = 0. 
Wenn wir auf diese Form die oben gegebene Discriminante der bi- 
quadratischen Gleichung mit üinomialcoefticieuten anwenden, so er- 
halten wir 

\ {c'+d^)+ ‘ 

“37{j(«*+h')e + ^(c’-j-(P)e- ^ bed - , 

oder mit Beseitigung der Brüche 

{ 12 (o* + &•) - 3 (c' + d») + 4c‘}’ 

= { 72 («»-fh’) c-t- 9 (c’ + d*) e - 27a (c*— d') — bibcd - 8e>}*, 

wobei anzumerken nützlich ist, dass der entwickelte Ausdruck weder 
f'- noch (c* + d*) e' enthält. 
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Beiapiel 4. Man entwickln die Gleichung der Parallelcurve 
eiucH Kcgelechuitta, d. h. des Ortes der Endpunkte vun gleichen in den 
Normalen des Kegelschnitta von ihren Kusspunkten aus abgetragenen 
Stücken r. Wir Imbeu („Kegelaclm." Art. 342, 2.) diese Curve als den 
Ort des Mittelpuukte.s eines Kreises von constanteiu lüidius betrachtet, 
der den Kegelschnitt stets berührt, sie kann aber otfenbar auch als 
die Kuvcluppe eines Kreises von constouteni Kadius betrachtet werden, 
dessen Centruiu den Kegelschnitt beschreibt. Wir haben dann die 
Enveloppe von 

(a- - «)» -f (y - - r’ 0 

zu bestimineu, wo der purametrische Punkt a, ß den Kegelschnitt 
durchläuft und weil der Kegelschnitt eine Iluicursalcurve ist, so kommt 

diess auf den discutierten Kall zurück. Sei = 1 der Kegel- 

schnitt und setzen wir u cos 6 und h sin 6 für u und ß, so erhalten wir aus 
a* -f- (J* — 'lax — ‘Ißy -p a.'* -f- y’ — r* 

den Ausdruck 

(a' — b') cos 26 — iax cos6 — 4hy sinO 2 (a:’ -j- y’J -f- a* -f" ~ 2r’, 

der iu der allgemeineren Korm des letzfeu Beispiels mit inbegriffen 
ist. Von da aus erhalten wir ein Kesnltat, welches sich entwickelt 
mit dem a. a. 0. gegebenen identisch erweist. 

8G. Wir wollen den besondern Fall etwas niilier unter- 
suchen, wo T in t algebraisch und vom ersten Grade iu den 
(Joordinateu ist, so dass es gleich Null gesetzt eine gerade 
Linie darstellt, d. h. wir untersuchen die Enveloppe von 

at" -f- »fl = 0 

für a, b, . . . als lineare Functionen der Coordiuatcu Daun 
ist die Enveloppe offenbar eine Curve Classe, weil nach 
Art. 85. durch einen beliebigen Punkt n Tangenten derselben 
gehen; und die Ordnungszahl der Enveloppe ist 2 (« — 1), 
weil die Üiscriminante von aC-f- • • • = 0 vom Grade 2 (w — 1) 
in den Coefficienten a, h, . . . ist („Vorlesungen“ Art. 02.), 
die ihrerseits die Coordiuateu linear enthalten. Man kann 
überdiess zwei andere Charaktere der Enveloppe leicht be- 
stimmen. Zuerst, sie hat im Allgemeinen keine Inflexions- 
punkte; denn in einem Intlexiouspnukt fallen zwei auf einan- 
der folgende Tangenten zusommen>) d. h. T—0 und d,T=0 
müssen dieselbe Gerade repräsentieren; diess aber, weil es 
die Uebereiustimmuug von zwei Constauten erfordert, also 
zwei Bedingungen giebt, kann im Allgemeinen nicht durch 

0* 
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die Wald dos einzigen vorfügliareu Parameters t erreicht 
wenlen. 

Die Zahl der Sjiitzen der Knveloppe ist :5 (w — 2). Die 
Spitze ist als die der Iidlexionstaiigeiite reeipruke Singularität 
der Schnittpunkt von drei auf einander folgenden Tangenten; 
für eine Sj)itze werden also die (Jleichnngen 
T=0, (7,r=0, ,l,'>T = 0 
zugleich erfüllt sein, oder durch leichte Utaluction 


(H - 2)f t«-ä+ i(H - 2) (« - + • . . = 0, 

Tj, = c7— » + (» — 2) (II- ^ -f- i (M — 2) D» - 8) c 7— ‘ -f . . . = 0; 


wo T,| , Tfj, Tj, die drei zweiten Differentiale der durch 
Kinführnng einer zweiten Variabein homogen gemachten 
Function T sind. Wenn wir zwischen diesen Gleichungen 
j' und y eliminieren, welche linear in dieselben eingeheii, 
so ist die resultierende Gleichung in I vom Grade .‘l (n — 2) 
und erlaubt also eben.so viel Lösungen, ln der 'J'liat, wenn 
wir T in die Form 


xV ->ryV + gW 

setzen, in welcher 77, V, IF nur / und t’onstanten enthalten, 
so giebt «lie Determinante 


^ M » 

U,- 


1»V, 

ir. 




13 > 13 > "13 

die den il (n — 2) Sjutzen ents])rechenden Werthe von I. 

Die Ilestimmung der Zahl der Doppelpunkte in der Eii- 
veloppe kommt auf die Uestiinmung der Ordnung des Systems 
von Bedingungen hinaus, unter welchen T=0 zwei ver- 
schiedene Paare von gleichen Wurzeln hat •^), und das Pro- 
blem der Bestimmung der .Anzahl von Doppeltangenten der 
Enveloppe ist das von der Bestimmung der Ordmiug des 
Systems von Bedingungen, unter welchen T=0 für ver- 
schiedene Werthe von I dieselbe Gerade rejiräsentiert.; oder 
mit andern Worten der Zahl von Arten, in welchen es mög- 
lich ist, ein Paar Werthe I', (' von t so zu la^stimmen, dass 
die Verhältnissgleichheit 


IV : V : IF' = 77" : V : IF" 
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statlfiiulet. Es ist aber nicht iiöthij', die Untcrsucliiiiijj dieser 
l’roblenie hier ■/.» gelieu, weil wir iliircli die I’lücker'sdicii 
(ileieliungeii aus den scluni get'nndenen Charakteren d und r 
bestiranuta können; mit 2 (« — 1) und u für g uuil v und 
mit t = 0 tinden wir 

* == 3 (h~ 2), d = 2 (>t —2) (« — 3), r = ^ (n — 1) (« — 2). 

87. Wir betrachten nun den Fall, in welchem die Glei- 
chung k 1‘arameter enthält, die durch {k — 1) Ijtlcichungeu 
mit einander verbunden sind. Um die Ideen zu fixieren, 
nehmen wir an, dass die Gleichung U — 0 die durch zwei 
Gleichungen Y = 0, W = 0 verbundenen l’arameter n, ß, y 
enthalte. Wir können dann ß, y als Functionen von rc be- 
trachten, die durch die lieiden Gleichungen V = 0, W = 0 
bestimmt sind. Das V’erfahren zur Bestimmung der Enveluppe 
in seiner ursprünglichen Form besteht daun in der Elimi- 
nation von it zwischen den gegegebenen Gleichungen und 

,117 dU dß . dy __ ^ 

litt ' ilß da ' dy da 

Es sind darin Functionen von n, die aus 

dV , dV ,lß , dV dy _ ,, 
litt dß da ity da ~~ > 

dH' I (itC i/ß , dH' dy .. 

da itß da dy da 

bestimmt sind. Diese drei Gleichungen liefern 


dU 

dir 

dU 

da ' 

dß > 

,ly 

dV 

dV 

dV 

litt ’ 

llß > 

dy 

,IW 

dW 

dW 

da ' 

dß > 

dy 


und das Endresultat wird durch Elimination von ß, Y 
zwischen <7 = 0, K = 0, W=0, ^=0 erhalten. Aber 
= 0 ist offenbar auch das Resultat der Elimination von 
A, fl zwischen den Gleichungen 
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dU 

da 

+ 

A 

dV 

da 

+ 


dir 

da 

= 0 

dU 



dV 

+ 


dir 

_= n 

dß 

X 

dß 


dß 

dU 

+ 


dV 

+ 


dir 

= 0 

dy 

X 

dy 


dy 


so dass das Resultat auch durch die Elimination von a, ß, 
y, X, (I zwischen diesen letzten drei Gleichungen und den 
ursprünglich gegebenen erhalten werden kann. Diess ist die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren, auf welche in 
Art. 84. hingedeutet ist. 

88. Von Wichtigkeit ist der Fall, wo U in {k 1) Pa- 
rametern homogen ist, welche durch (k — 1) homogene 
Gleichungen verbunden sind. Er ist in Wahrheit mit dem 
Vorigen gleichbedeutend, weil die {k I) Parameter durch 
die Verhällnisse ersetzt werden können, welche k von ihuen 
mit dem {k -|- !)''•" bilden. Aber es ist symmetrischer, die 
sämmtlichen {k -f- 1) Gleichungen zu benutzen, welche die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren liefert, und die in 
Folge des Satzes von den homogenen Functionen durch eine 
Relation verbunden sind, die sie auf k Gleichungen reduciert. 
T.st also z. B. 11 in nr, ß, y, den Coordinaten des parametri- 
schen Punktes in der (,'urve F = 0, homogen, so giebt die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoren zu den beiden 
Originalgleichungen die drei neuen 




da 


da 


Q<IU 
dß ^ 


A - 0 
dß ~ 


dU 

dy 


+ A 


dy 


0 . 


Aber die letzten drei sind zweien Gleichungen äquivalent, 
weil sie mit (t, ß, y respective multipliciert die Gleichung 
tn 1/ XhV = 0 hervorbringen , die aus den Gleichungen 
11=0, V = 0 hervorgeht. Wir haben somit vier Glei- 
chungen , aus welchen wir in Folge ihrer Homogeneität die 
vier Grössen «, ß, y, X eliminieren und so die Gleichung 
der Enveloppc bilden können. 

Hcispiel. Die Enveloppo von 


U {A «r (Bß)”' -p (Cy)’" = 0 

soll unter der Voraussetznng bestimmt wr^rden, dass a, ß, y durch 
die Relation 

(6ß)"4-(cy)’ = 0 

verbunden sind. 
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Die Methode der unbeRtimmten Multiplicatoren giebt 
viA” -f Ina” = 0, mB'“ ß”*“' + Xnb" ß"“' =. 0. 
mC’" v'—' + Jnc" y"-> = 0; 
man crhillt also mit ^ — a'"“" 



und durch Substitution in U die Gleichung der Knveloppe 


m n 


m n 





- 0 . 


89. Cayley hat den Fall einer Curve U — 0 be- 
trachtet, deren Gleiehunfr zwei oder mehrere unabhängige 
Parameter enthält. Sind z. B. «, ß die beiden Parameter, so 
erhalten wir aus den Gleichungen 


f/ = 0, 



'IE 

dß 


0 


durch Elimination von a, ß die Gleichung der Enveloppe. 
Wir bemerken aber, dass wir aus denselben Gleichungen die 
Coordinaten x, y eliminieren können und dass dieselben also 
eine Relation zwischen den Parametern (a, ß) = 0 implicite 
enthalten. Diess bestimmt in dem zweifachen System von 
Curven U = 0 ein einfaches System, für welches die Para- 
meter dieser Bedingungsgleichung genügen. Wenn wir irgend 
eine Curve des zweifachen S)'stems und die nächstfolgende, 
den Nachbarwerthen n -p c?«, ß dß der Parameter ent- 
sprechende Curve betrachten, so schneiden sich beide in einer 
Gruppe von Punkten, welche im Allgemeinen von dem Ver- 
hältni.ss dß : da der Wachsthümer der Parameter abhängig 
sind; gehört aber die Curve zu dem einfachen System, so ist 
die Gruppe dieser Punkte von dem fraglichen Verhältniss 
unabhängig. Die Coordinaten der Schnittpunkte genügen 
den Gleichungen 


u = o; 




und also auch der Gleichung 

U -f cf« 

für jeden Werth des Verhältnisses d ß : da. So erkennen wir, 
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(lass ciiie Ciirvu des eintaclifu Systems dureli jede folgeiitle 
Ciirve des doppelten Systems in iler nilniliclien Gruppe von 
rnnkten geselinitteii wird und dass der Ort dieser l’nnkle die 
Enveloj(|ie liefert. In dem Fall eines einfaelien l'aramelers 
ist die Envelopjie der Ort einer Gruppe von Funkten in jeder 
Gurve des Systems und mag als eine allgoineinc Euveloppe 
bey.eiclinet werden; im Fall zweier Faranieter ist die Enve- 
loppe der Ort einer Gruppe von Funkten, die niclit in jeder 
t'iirve des Systems, sondern nur in deiit'urven des einfachen 
Systems liegen, für welches die Faranieter der Gleichung 
ip (ix, /i) — 0 genügen und sie mag eine spociollc Envelojipe 
hei.ssen. Die nämliche 'l'lieorie ist auf den Fall einer belie- 
bigen Zahl von Farametern anwendbar und es giebt immer 
ein resultierendes einfaches System von Gurven. 

0<>. lieciprocal -Gurven. Es sei verlangt, die Enve- 
loppe einer Geraden 

St + l.> -i'j + S:i •'■3 = * ’ 

zu bestimmen, wenn die 6, durch eine Uelation 2J = 0 ver- 
bunden sind, mit andern Worten, aus der Gleichung = 0 
einer Gurve in Liiiiencoordinalen zu ihrer Gleichung «1 Funkt- 
coordiuaten überzugehen. Die Methode des Art. 88. zeigt, 
da.ss wir von den Gleichungen 

2,- = 0, I, a:, +.. = 0 

durch Gouibination derselben mit 


'U, 


-f Aa-, = 0, 


<12: 


+ 


", 


<IS 

'IL 


+ 'l-C.v = " 


und durch Elimination von A zwischen diesen 

(ileichungen das liesidtat erhalten. 

Die Ixisung des reciproken Froblems, von der Gleichung 
der Gurve in Funktcoordinateu S = 0 zur Gleichung in Li- 
niencoordinateu ttberzugehen, hängt von einer ganz analogen 
Eliminatinn ab, nämlich von der Elimination von a;, , 
und A zwischen S = 0, g, -j- x., g., x., = 0 und 


ilS 

<lx, 


+ •'S' - "■ iS; + - "• 


Z + 


man gelangt zu diesem System von f ileichungen auch un- 
mittelbar aus der Betrachtung, dass die Identität der Geraden 
•''t ‘ — " **!**• ‘1®'" Tangente der Gurve im Funkte x< 
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muh iliT wuli!lH.'k;iimtcii ['\>rm iliM' Cili->icliunjf <ler Tiiiigeiil« 
(Art. (kl.) die l‘ro|iorti«mililiU der zu ilen re«[iectivc 

ertbnlert. Wir lialjeii (.{rt. S4. und „KeyelscliiiiUe“ Art. .H9.5.) 
aucli erwälmt, das» da.» Pr<d)leiii, vuii der (Jleicliung einer 
Cnrvc in Punkleoordinaten zur Gleicluing derselben in Linien- 
coordinaten iiber/.ngelten , mit dem Problem ilbcreinstiinmt, 
die (ileiehnng der Kceiprokaleurve derselben in Bezug auf 
-f" •^ 7 * "h l'ilden. 

Ileiii|<icl. Uiu (ileiuhung von 

(n,x,r + («,x,r' + K.r,r=>0 

in biiiicncoordiiiaten ali/.iileiten. Wir halien in ilicBcni Falle 


(«1 




m a 
{'h -Ti) 


abo 


• 1 ^ «' 
' ’h 




91. Die so eben angezeigte Methode zur .\nfslelluiig der 
tileicliiing der Iteeifirokaleiirve ist in der Praxis zumeist nicht 
die zweck niässigsle; die folgende scheint in der Mehrzahl der 
Fälle ihr vorzuzichen. Hei die (ileiehnng der Curve in der 
Form 

«(.) 4- „(. 1 ) a;, 4- X,- 4 0 

gegela'ii, so können wir .i;., mittelst der (ileichuiig 

g, a-, 4 - l, .V, 4 - I, .r, 0 

eliuiinicren und erhalten 


a/-‘(S|-*’i+i7-''7)'‘*" ■ ='^. 

eine in den Veränderlichen a, , x, homogene Gleichung; die 
gleich Null gesetzte Discriminante dieser Gleichung als einer 
binären Form giebt die Gleichung der Ueciprokalcurve, mit 
dem Factor uiultipliciert. 

!So erhält man z. B. für die Gleichung 

X,’ X./’ + a-j'' f>m Xi x.j Xj = 0 

durch Elimination von x^ zunächst 
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oder 

deren Discriminante durch 5,'' dividiert die Gleichung der 
llcciproknlcurve oder die Gleichung der Curve in Liniencoor- 
dinaten liefert : 

+ 1/ + e/ - (2 +.32 m') {1/ I,’ + i,» + 6,» 6,^) 

- 24 m’ i, SJ, _(24,« + 48m*)6,’6/|,» = 0. 

Auf demselben Wege können die Linieucoordipaten - Glei- 
chungen der durch die allgemeine Gleichung in Punktcoor- 
dinaten dargestellten Curven dritter und vierter Ordnung ge- 
bildet werden , die wir später mittheilen. 

92. Ein Hauptvorzug der zuletzt gegebenen Methode be- 
steht darin, dass sie uns gestaltet, die Gleichung der lleci- 
prokalcurve in der symbolischen Form darzustellcn , welche 
in der XI. der „Vorlesungen“ erklärt ist. Wenn die ter- 
näre Form durch Elimination von Zj, mittelst der Gleichung 
= 0 auf eine binäre reduciert ist, so gelten für 
die Differentiale der binären Form nach x, und x., die 
Regeln 

d d fl d d d f, d 

d.i:, {Ir, f, dr, ’ dx, dx, f, rf.r, 

Wenn wir aber diese Regeln fuif das Symbol (12) anwenden, 
durch welches 

d d d d 

dx,l>> dx,W) dx,(*l (iijdl 

repräsentiert wird, so wird diess in 

1 (t/d d _ d d \ 

f, Vdo;,<i) Är,t!0 dx,m dx,(»/ 

I t /d d d d \ I t /d d d d \ 1 

di^|W~d.r,H) ^,Öl/"i'®ndi,(‘) dx^>~ dF|<« dF,lu// 

iibergefilhrt; oder das auf die binäre Form angewandte Sym- 
bol weicht nur durch den Factor von dem auf die ternäre 
Form angewendeten Contravarianten Symbol (5, 12) ab. 

*) Wir brauchen die UezeichminR (o, + x, i/)’ für die binäre 

Form mit Kinomialcoefficienten 

ax" -f- nbx"~‘ y -|- i n (n — I) cx"~^ y’ -f ■ ' 

und behalten die andere (a, b , . . . \ x, y)" für die ohne Hinomialcocf- 
ficienten Rcschriebcno Form. (Vcrpl. „Vorlczungcn" Art. 01.) 
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Wenn also eine Gerade a;, -f- • • = 0 eine Cnrve 
so schneidet, dass die Schnittpunkte einer inva- 
rianten Relation von bekannter S 3 ’mbolform ge- 
nügen, so kann die Gleichung ihrer Enveloppe in 
Li niencoord i n at en in derselben Form sofort ange- 
geben werden. Es ist z. B. die Discriminante einer bi- 
nären cubischeu Form bekanntlich (12)’ (34)’ (13) (24); wenn 
also eine gerade Linie 5, jc, -j- • ■ = 0 eine Curve dritter 
Ordnung in drei Punkten von verschwindender Discriminante 
schneidet, d. h. wenn sie die Cnrve berührt, so müssen wir 
haben 

(g, 12)’ (I, 34)’ (g, 13) (I, 24) = 0. 

Ebenso ist die Discriminante einer binären biquadratischen 
Form bekanntlich = 27 T’ für S und T als zwei Invarian- 
ten, deren symbolische Formen respective 
(12)' und (12)’ (2.3)’ (31)’ 

sind. Es folgt daraus sofort, dass die Gleichung der Reci- 
prokalcurve einer Curve vierter Ordnung durch S’ = 27 7"’ 
dargestellt wird, wenn S für (g, 12)' und T für 
(£, 12)’ (g, 2.3)’ (6, 31)’ 

gesetzt wird; so dass S — 0 eine Curve vierter Classe dar- 
stellt, die die Enveloppe Von Geraden ist, welche die Curve 
vierter Ordnung in Punkten schneiden, für die die Invariante 
S verschwindet (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 340.), und T = 0 
eine Curve sechster Classe, die Enveloppe von Geraden, die 
die Curve in vier harmonischen Punkten schneiden und für 
die daher die Invariante T verschwindet 

9.3. VVir gaben in Art. 78. eine Methode zur Bildung 
der Gleichung der Tangenten , die von einem gegebenen 
Punkte Xi an eine Curve gehen; wenn wir in Besitz der 
Gleichung der Reciprokalcurve oder der Gleichung der- 
selben in Liniencoordinaten sind , so ist jenes Problem in der 
That gelöst, weil nur erfordert wird, in dieselbe für die g, 
die Xj Xi — Xt xj zu substituieren, um die Bedingung zu er- 
halten, unter welcher die Verbindungslinie der Punkte Xi,x! 
die Curve berührt, eine Bedingung, welcher offenbar durch 
die in den Tangenten der Curve von x! aus liegenden Punkte 
genügt wird. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 326.) 
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94. l>Hiiiit erliallpii wir sofort einen zu tleni iSatzi- des 
Art. 92. iiiialu){i*n iSat/., iiacli wc Ir he in wirajis der Ci 1 ei- 
ch uiig der Ciirve in Linieneuordinaten die Glei- 
chnng des Ortes eines l’nnktes syinholiscli bilden 
können, für welclien das System der von ihm aus- 
gehenden 'rangenten der Curve einer gegebenen 
invarianten Relation genügt. Setzen wir .c, = (I in 
der (ileichiing des Tangentenliüscliels, so entstellt die tilei- 
ihung eines vom Knndamentaljmnkt a-, = ai, = 0 ausgehen- 
den zu jenem für = 0 als Axe {lersjtectivisehen Büschels, 
welches derselben invarianten Relation genügt. Aus der so 
eben zur Bildung der tlleicluiiig des Tangeutenbüschels ge- 
gelxMien Melhoile folgt aber 

d , d , d d > d I i d 

</i, ~ ■':' di, ’ dx, ^ ~ d(, + <ii, ' 

afso wie ulren 

d d d d ^ ' (d d ' d rf \ 

lix,W dx,W \ di,W di,W (ijjUi/ 

, / /(/ d d d \ t . ' \1 

' v7j,ui </£,( 2 ) (C£,( 2 )f/S,lo/ V./£,(U(t£,( 2 i ’ 

so dass wir die Regel erhalten, es sei für jeden Factor (12) 
in dem invarianten Symlxd, welchem das Tangenlenbüschel 
entsjircchen soll, (jij' 12) zu substituieren und mit dem so 
entstehenden Symbol an der Gleichung der Curve in Liuien- 
coordinaten zu ojiericreu. 

95. Wenn die Gleichung eiger Curve in l’olartoordiuaten 
gegeben ist, so kann die Glcichnng ihrer reeijiroken Polare 
in Bezug auf einen Kreis mit dem Pol als Centrum direct 
gefunden werden. VV^enn wir auf dem Radius vector OP ein 
Stück OP' abtragen, das dem nächstfolgenden Radius vector 
0 Q gleich ist , so ist P P' = r/ p , P' (^ = p rfia , 

tan OPQ=^ 

und p sin OPQ die Länge der Normale auf die Tangente. 
Ist die Gleichung iler Curve z. B. p’" = «'" cos »» m , so er- 
halten wir durch das logarithmische Ditferential 

— = — tan in a tlto , = — cot in co , 

g ’ dg 

und wenn 0 der sjiitze VV'iukel ist, den der Itadius vector 


9:5 


mit der Tangente inadii, so wird 0 == JK)« — mu und die 
Normale zur Tangente p sin 0 == p cos »i». Der Winkel 
/.wischen der Normale und dem Hadiu.s vector ist = mto und 
derjenige zwischen der Normalen und der Geraden, von wel- 
cher aus a gemessen wird, ist = (jm -|- 1) (a. Aber der 
Radius vector der reciproken Curve ist der Reciproke der 
Normale zur Tangente, die Gleichung der reciproken Gurve 
ist somit auch von der Form 

p"' = cos Wi 6) , 

nur dass der neue Werth von m oleich — , ist. Diese 

° I« -f- 1 

Curventainilie schliesst verschiedene be.sonders wichtige For- 
men in sich: Für m = 1 den Kreis, für m = — 1 die gerade 
Linie, für w = 2 die gewölinliche Lemniscate, für w = — 2 
die gleichseitige Hyperbel, für m = \ die Cardioide, tür 
m — — i die Parabel, etc. 

fH). Berührung zwischen zwei Gurven. In Art. 
9<). bemerkten wir, dass das Problem von der Bildung 
der (Jleichung der Reciprokalcurve mit dem andern Pro- 
blem übereinstimmt , die Bedingung aufzustellen , unter 
welcher eine gerade Linie die gegebene Gurve berührt, 
weil beide gelöst werden , indem man die Envelopjie von 
I, X, -f- • • = 0 bestimmt, für die als der Gleichung der 
Gurve genügende Parameter. Allgemeiner ist das Problem, 
ilie Bedingungen zu bilden, unter denen zwei Gurven U — 0, 
V = 0 sich berühren , identisch mit dem andern Problem, 
die Euveloppe der einen Gurve zu bestimmen, unter der 
Voraussetzung, dass die Coordinaten als veränderliche Para- 
meter betrachtet werden, die auch der Gleichung der andern 
Gurve genügen. Deun wenn die beiden Gurven sich berühren, 
so genügen die Goordiuateu X( des Berührungspunktes den 
Gleichungen von beiden und da auch ihre entsprechenden 
Tangenten dieselben sind, so sind die Ditfcrentiälquotienten 
von U in diesem Punkte resj)ective projmrtional denen von V. 
Die Bedingung wird somit gefunden, indem man a:,, a’j, A 
zwischen U = 0, K = 0 und 

du_jjv au ,tiy 

dx, dXf ’ diTf ^ lix, ’ dXf rfx. 
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eliminiert; man hat also wesentlich die in Art. 88. zur Lö- 
•siing des Problems der Envelü])pe gegebenen Gleichungen. 

97. Wenn die Ürdnungen der t'urven 11 = 0 und F = () 
re.sjiective (i und ft' sind, so kann der Grad bc.stimmt werden, 
in welchem die Coefficienten der Gleichung jeder (’urve, 
sagen wir F = 0, in die Uedingung der Berührung eingeheu. 
iSeien die Coefficienten in F durch a', 6', c', . . . bezeichnet 
und sei IF = 0 eine andere Curve von derselben Ordnung 
mit den enisprechenden Coefficienten //', c", . . so er- 
halten wir durch iSubstitutiou von a -f- ka", . . . für a, . . . 
in die Bedingung der Berührung die Bedingung, unter wel- 
cher die Curve V k W = 0 die Curve U ~ 0 berührt ; 
dieselbe enthält natürlich k in demselben -Grade, in welchem 
die Coefficienten von F ln die Bedingung der Berührung 
eingeheu. Dieser letztere Grad wird somit durch die Zahl 
der Curveii V kW = 0 ausgedrückt, welche die Curve 
LJ — 0 berühren. Der Berührungspunkt muss daun wie ver- 
her den Bedingungen 

F, + AlF, = Af/,, V., + kW,=^kU,, V,-\-kW,^kU, 
genügen, aus denen durch Elimination von k und A 

Uu , 

V = i (/■„ Fj, B'., =- ü 

1 , 

hervorgeht. Die Durchschnittspunkte der Curve y = 0 mit 
f/ = 0 .sind diejenigen Punkte in (/ = 0, in welchen diese 
Curve von einer ('urve des Büschels F fF = 0 berührt 
werden. Weil die Grade von Ui, F,, IF,- respective ft — 1, 
ft — 1, ft ' — 1 sind, so ist der Grad von y gleich {fi-\-2 ft — ;3) 
und die Zahl jener Durchschnittspunkte fi (ft -{- '2 ft — 3). 
Diess ist somit auch der Grad, in welchem die Coefficienten 
von F in die Bedingung der Berührung eingeheu; und in 
analoger Art ergiebt sich, dass dieselbe die Coefficienten von 
U im Grade ft (ft 2 ft — 3) enthält. Für jt' — 1 finden 
wir das schon bekannte Kesültat wieder, dass die Bedingung, 
unter welcher die Gerade g, a;, -f- • • = 0 eine Curve der 
Ordnung ft berührt, die Grössen im Grade ft (ft — 1) und 
die Coefficienten der Gleichung der Curve im Grade 2(p — 1) 
enthält. (W'rgl. „Kegelschnitte“ Art. 348.) 
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Wenn die (Jurve i/=() einen Doppelpunkt hat, so folgt, weil 
t/i=0, f/js=0, durch diesen Punkt gehenund, falls 

derselbe insbesondere eine Spitze ist, auch dieselbe Tangente 
mit U—0 haben, dass diesa Alles auch für ^7 = 0 gilt; wir 
sehen damit, dass der Urad der Bedingung der Berührung 
in den ('oeflicienten von V für jeden Doppelpunkt um zwei 
und für jede Spitze von (/ = 0 um drei Einheiten vermindert 
werden muss ; dieser ürad ist somit 

(ja -p '2 fl — 3) — 2Ö — 3x oder v -f- 2fi (fi — 1). 

98. Dieselben Resultate können noch in anderer Weise 
begründet werden. Denken wir eine beliebige Gerade 
5, ar, -p • • = 0 und setzen wir die Determinante 

5, I, ; 

V = : U, U, U, I 

I V, 

gleich Null, so repräsentiert die.se Gleichung den Ort eines 
Punktes, für welchen die Polaren- in Bezug auf die Curveu 
U = 0 und K = 0 sich auf der angenommenen Geraden 
schneiden. In einem 'in U — 0 und V == 0 gemeinschaft- 
lichen Punkte sind die Polaren die bezüglichen Tangenten 
und es giebt daher otfeubar nur zwei Palle, in welchen ein 
zu U — 0 und F — 0 gemeinsamer Punkt auch in y = 0 
liegen kann , nämlich den einen , in welchem die angenom- 
mene Gerade einen jener Durchschnittspunkte von U = 0 und 
V=0 enthält, und den andern, wo U=0 und F=() 
einander berühren. Wenn wir also zwischen y=Ü, U=0, 
F == 0 eliminieren, so enthält die Resultante als Factoren 
die Bedingung, unter welcher g, a;, -p • • = 0 durch einen 
Durchschnittspunkt von U—ü, F=0 geht, und die Bedingung, 
unter welcher dieselben sich berühren, ln die Resultante 
von drei Gleichungen treten nun die Coefficienten einer jeden 
in einem dem Product der Grade der beiden andern gleichen 
Grade ein; es ist somit, weil y, U, V respective von den 
Graden fi fi — 2, g, (i sind, die Resultante vom Grade 
fifi in den vom Grade 

ftf*' + ft' (/^ + #4' — ii) = ft' ( 2 fi -p /z' — 2 ) 
in den Coefficienten von U, und vom Grade fi (2fi' -f- fi — 2} 
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i)i den (ioefficienten von J'. Elienso sind die (Irnde der Re- 
sidtrtiife von 5i + • • — ■ **> ?^=0, I’ = 0 in den verschie- 
denen (Joefficienteii resjiecfive /t', fi' und Die Snhtrncfion 
dieser /nlden von den vorhergehenden liefert wie verlier die 
(irade der Redingung der llerilhrnng in den Coeffieieideii 
von U lind 1' respective gleich g' (2g -|- fi' — S) und 
g (2g' + g — 3). 

!)9. Evoluten. Nach den ansschliesslich projectivischen 
Sätzen, die wir bisher uiitgetheilt haben, wollen wir die Unter- 
suchung einiger Aufgaben anschliessen, die zur ( 'lasse der metri- 
schen (Art. 1.) gehören. Die Reziehung der Rechtwinkligkeit ge- 
hört zu diesen, weil ivergl. ,,Kegelschn.“ .\rl. 4Rt. u. a.) zwei 
zu einander rechtwinklige (Jerude als Linien betrachtet wer- 
den uiiissen, deren Richtungen mit den nicht reellen Kreis- 
luinkten im Unendlichen eine harmonische Gruppe bilden. 
Einige wichtige Källe von Enveloppen, welche die Relation 
der Rechtwinkligkeit voraussetzen, sind hier nicht auszu- 
schliessen und es ist zu bemerken, dass die bezilglichen Witze 
projectivisch werden, wenn wir für die K’reispunkte im Un- 
endlichen zwei beliebig gewäblte Funkte I, J und statt zu 
einander rechtwinkliger Geraden solche setzen, welche von 
diesen harmonisch getrennt werden. 

Eine der wichtigsten und die am frühesten untersuchte 
Classe von Enveloppen bilden die Evoluten der Uurven. Die 
Evolute einer Curve ist („Kegelschnitte“ Art. 256.) als 
Ort der Kriimmungscentra der Curve definiert worden, .sie 
kann aber auch als die Enveloppe aller Normalen der 
Curve aufgefa.sst werden. Denn der Kriinimuugskreis ist 
der durch drei aufeinander folgende J’unkte der Curve gehende 
Kreis und sein Centrum also der Hchnittpunkt der in den 
Mittelpunkten der Seiten des von ihm gebildeten Dreiecks auf 
ihnen errichteten Perpendikel, das Kriimmuugscentrum ist 
also auch , weil die Verbindungslinien des ersten und zweiten 
und des zweiten und dritten Punktes zwei auf einander fol- 
gende Tangenten sind, der Schnittpunkt von zwei auf einan- 
der folgenden Normalen und sein Ort muss also die Enve- 
loppe aller Normalen sein. 

x’ «• 

beiepiel I. iJie Kvoliite vuu , -f- = 1 zu linJeii. Die 

u’ 0* 
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Normale ist („Kegelschnitte“ Art. 180.) — > — ; — c’, oder für 

X y 

x' = a cos <r, v'= i< »in Qp = c*. eine Ulcichung von 

^ ^ cos sm (p • 

der im Ueisp. 2. des Art. 85. betrachteten Classe, deren Envelopjie 

daher dargestellt wird durch 

ai Xi -|- b! 1/J = cl. 

Beispiel 2. Die Normale der Parabel ist („Kegelschnitte“ 
Art. 221.) 

P(y — y') + 2y'(iE — a:') = 0 oder 2y’> + (p' — 2px) y' — p*y = 0, 
eine Gleichung von der im Beisp. 1. des Art. 85. betrachteten Classe, 
deren Enveloppe für y als Parameter ist 

2 (p — 2i)> + 27py* = 0. 

Beispiel 3. Berechne die Evolute der semicubischen Parabel 
py* = x^. Die Gleichung der Normale ist 

3 a:'* {y — y') + 2py {x — x') = 0 

und die Substitution des Werthes von y' nach der Gleichung der 
Curve giebt für x'‘'’ — l und Division mit x'i die Gleichung 
31* + 2p<* — 'ipiyt — 2px = 0 , 
deren Enveloppe ist 

p(p — 18x)* = (64px + Ye + P*)*- 

Beispiel 4. Man bestimme die Evolute der cubischen Parabel 
p>y = x^. Die Gleichung der Normale ist 

3a:'* (y — y) + p* (a: — x') — 0 oder 3x'* — 3p*yx'* +p*x' — p'x == 0. 
Die Enveloppe von 

at* + 10 dt* + 5 et + /■ = 0 

ist aber 


(c/'*— 12 d*e)* + 128 (2 c* — 3d/^ (ae* — ode/'— 9d*) = 0 ; 
also im vorliegenden Falle 



Beispiel 5. Man soll die Evolute der Cissoide (.x’-(-j/*)x=ai/* 
berechnen. DieCissoide ist eine Curve vom Geschlecht Null und wenn man 
ihre Gleichung in der Form (o — x) p* = x* 'schreibt, so erhellt, dass die 

Werthe x = Jt= e ( j ^ 0 «j ‘***' Kenöge»' üie Gleichung der 

Tangente im fraglichen Punkt findet man 20 *y — 36*x a — x = 0 
und daher die der Normale 

2 e’x + (1 + 3 e*) y = “ -tä.öj) 

oder 

2 e'x + 3 O’y — 2 0*a + Oy — o = 0. 

Die Discriminante dieser Gleichung enthält den Factor (x l«)*-l-y’ 
S s 1 lu o u , Höhere Curvco. 7 
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und der filirig bleibende Factor giebt die GIcicliung der Evolute in 
der Form 

32 612 

Ileiepicl 0. Die Evolute von ri yi ni zu bestimmen. 
Für jeden l'uiikt dieser Curve kOnneii wir schreiben (vergl. Art. 86., 
Iteisp. 2.) 

X = n C08*<p, y = n siiOip; 


die Tangente in diesem Funkte ist ^ = o und die Nor- 

cos ip sin qp 

nulle also x cos (f — y sin qp = n cos 2 qp oder 

(x -j- y) (eosqp — sinip) -j- (•* — V) (cosip -|- sin ip) =- 2a (cos’q) - sin ’ip), 
oder 


j_x + y J ^ ^ 

sin ( qj 45") ’’’ cos (<p 4- 45") ^ 
deren Euvelopiic nach Art. 85., 2. durch 

(X 4- y)l 4- (* — ,V;3 “ 2n3 

ausgedrückt wird. 


lOl). l)ie folgeiitle Untersuchung führt zu den in der 
DilTcrentialrechnuiig iihlichcn Ausdrücken für die Coor- 
dinaten des KrUmmuugsniitteljiunktes und den Kadius der 
Krümmung — natürlieli rectanguliire ('artesische Coordi- 
naten vorausgesetzt. 8ind « und ß die (loordiuaten eines 
l’unktes der Tangente, x,y die des bezüglichen Rerührungs- 
punkles, so ist die Gleicliung der Tangente 

^ = dx 


wo oder, wie wir es ahkürzen wollen, aus der Gleichung 

der (airve zu bestimmen ist; denn die Tangente geht durch 
den Punkt ;r, y und macht mit der Axe der x einen Winkel 
von der trigonometrischen Tangente p (Art. 48.j. Die Nor- 
male als das durch den Punkt x, y zu dieser Geraden gehende 
Perpendikel hat die Gleichung 

{a — x) + 2^ (ß — y) = U. 1 I 

Die Enveloppe dieser Geraden mit dem Parameter a; und dem 
durch X mittelst der (ileichung der Curve ausgedrückten y ist 
zu iiiiden. Die Differentiation nach x und die dabei brauch- 
bare Abkürzung = q zeigt, dass der Berührungspunkt 


<ler Geraden mit ihrer Enveloppe durch Combinatiou mit ihrem 
Differential 
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-l-p^+{ß-j,)fj = 0 2 ) 

gefunden wird. Aus diesen beiden Gleichungen finden wir 
durch Auflösung die Werthe 

und den Krümmungsradius 

R = y{{r, - xf + {ß- yf) = 

Die für den Durchschnittspuukt der benachbarten Normalen 
gefundenen Werthe ergeben sich für denselben Punkt, wenn 
man ihn als Krümmungsmittelpunkt betrachtet. Ist dann 
{X - «)’ + (y - ß'f = m 

die Gleichung des Kreises, so giebt die zweimalige Differentiation 

(X - «) + \y - ^) g == 0, 

^ + GD + 0/ - ^) == 0. 

Wenn aber der Kreis die Curve osculiort, so lnibe7i (Art. 49.) 
im Herührungspiinkte g und gj dieselben Werthe; wir kön- 
nen daher in diesen Gleichungen für die Differentiahjuotien- 
len die aus der Gleichung der Curve erhaltenen p und y sul>- 
stituieren und finden sie dann mit den aus der andern Auf- 
fassung hervorgehenden Gleichungen 1) und 2) identisch. 

101. VV^eil y sehr selten als Function von x explicite 
gegeben ist, vielmehr beide in einer Gleichung U = 0 ver- 
bunden erscheinen, so ist es nothwendig für diese Ausdrücke 
in p und y solche in den Differentialen von V zu bilden; 
setzen wir wie vorher schon 


dU 

dx 


u, 


di: 
d y 


U,-, 


d’U _ JJ ,PIJ __ ,PU _ JJ 

d.c* • ' ’ (/i/* ’ dx dy ’ ’ 

so wird, weil in der Gleichung der Tangente f/, und die 
Goefficienten von x und y sind, die Gleichung der Normale 
t/j (« — x) — U, (ß — y) =0, 1) 


also durch Differentiation 






^)-(rn + y/!,l)(P-p) 


i\ + ir, 


dy 

dx 
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aus der (ileicliung der Ciirve folgt / = 0, 

durch Substitution für 

ilx 


(f/. lU - r,,) (« - - U\ l\, - U, fr, ,) - 

+ 1\‘+ iv = 0. 

Die Auflösung der Gleichungen 1) und 2) gieht 

- r, (tr,^_r,*) 

i^,u^-ii;„u,u, + ü„ur 

- r, ({/,•+ U,r) 
u„ u,> - 2 u„ u, u,+ u„u^ 


a — x = 

ß — y = 


und somit 


li = 


± iUy' + 


U„U,'-'>U„U,l\+U„U,^ 


also 


y) 


102. Durch Einführung der Lineareinheit ^ oder Ueber- 
gang zur homogenen Gleichungsform können diese Ausdrücke 
in mehr symmetrische Formen gebracht werden. Denn das 
Thet)rem von den lioniogenen Functionen giebt 
(« - 1) Ui = X + Uy, y + f/,3 e, 

(n — 1) i/j = f/„ X + f/j 2 y + U ,3 e, 

(n — 1) l/j = f /,3 X + tfj 3 y + f7„ 

also auch 


(n-l)(U,3U,-U,3U,) 

~ (Ull U^i f'12*) ^ “f" (f^JJ Ui3 Lj 3 f.,.y) S , 
(«-i)(rr„r/3- 

== (f,r„ V 3 , - ir,,a) y + (f^„ fr„ _ f/,, f/, 3 ) ... 

Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit f7, und die zweite 
mit U -2 multiplicieren und die Producte addieren, so erhalten 
wir 


(« - 1) (f/„ fV' - 2 u„ Ui U, + Uii tV) 
-iUuUn-TV){xJ\+ylJ,) 

+ ® {iU.,,Ui 3 - u,jr,3) u, + {Uii u„ - i\, Ui3) (r,x 

und weiter, weil nach der Gleichung der Curve 
X Ul + y U3 zUj = 0 

ist. 


^ {(^^ 2^'23 Uj^l/yi) ff, -)- {U13U13 f/|, f/jj) fT.j 

+ (Ull U„ - fr,,’)//,}. 

Durch Substitution der oben für f/, , f /, , gegebenen 
Werthe erhalten wir endlich 
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(„ _ 1)5 _ 2 fr„ U, r, + ?7„ 

- l^u IV - Hn V - U,. (V) = - i/-’, 

80 (lass der Ausdruck des Krüraimm^'sradius in 

, (« - 1)' (r,« + rr,»)3 
Ji — ± 

übergeht. Für jedeu Punkt der Curve, dessen Coordinaten 
die (ileichung H = 0 erfüllen, wird der Krümmung.siadius 
unendlich und der Krümmungsniittelpunkt liegt in unend- 
licher Ferne. Da diess nur stattiinden kann, wo 'drei auf- 
einander folgende Punkte der Curve in einer Geraden liegen, 
so kommt man aus dem Werthe des Krümmungsradius unab- 
hängig von Art. 74. zu dem Schlüsse, dass die Uurch- 
schnittspunkte der Curven U — 0 und 11=0 Inflexions- 
punktc sind. 

Das doppelte Zeichen im Ausdruck des Krümmungsradius 
ist ganz entsjirechend dem , das iin Werthe der Entfernung 
eines Punktes von einer Geraden auftritt (vergl. „Kegel- 
schnitte“ Art. 34.); wenn wir Übereinkommen,- das Zeichen 
-|- zu brauchen , wenn der Krümmungsradius und daher die 
Concavitüt der Curve in einem bestimmten Sinne liegt, so 
müssen wir das Zeichen — wählen, wenn sie im entgegenge- 
setzten Sinne liegen. Da jede algebraische Function beim 
Durchgänge durch den Werth K'ull ihr Zeichen wechselt, so 
verändert in einem Inflexionspunkt der Krümmungsradius sein 
Zeichen und die Curve geht aus Concavitüt in Convexität 
über und umgekehrt. In einem Doppelpunkt nimmt der Aus- 
druck des Krümmungsradius die Form ^ an und sein Werth 

muss nach den für solche Fälle geltenden gewöhnlichen 
Regeln bestimmt werden; in der That hat jeder Zweig der 
('urve in diesem Punkte seine eigene Krümmung. Für 
eine Spitze findet man den Werth des Krümmungsradius 
gleich Null. 

10.3. Die) Länge eines Rogens der Evolute ist 
gleich der Differenz der Krümmungsradien in 
seinen Endpunkten. Denn wenn wir irgend drei auf 
einander folgende Normalen der Curve ziehen und den Durch- 
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schnittspunkt der beiden ersten C, den der zweiten und dritten 
C nennen, so ist wegen 

Cli = CS, C'S=CT 

das Element CG', das ^Vach8thum des Bogens der Evolute, 
gleich dem des Krümmungshalbmessers. Wenn 
mau also einen biegsamen aber nicht dehn- 
baren auf die Evolute aufgewundenen Drath 
von derselben abwindet, so beschreibt jeder 
Punkt des Letzteren eine Iiivolute derselben, 
d. h. eine Curve, von welcher CG' die Evolute ist. 
Unter die.sem Gesichtspunkte hat Huyghens, 
der Erfinder der Evoluten, sie zuerst betrachtet und ihnen 
den Namen gegeben. 

104. Wir geben hier eine zur Bestimmung des Krüm- 
mungsradius für eine durch ihre Gleichung in Polarcoordi- 
uaten gegebene Curve oft nützliche Formel. Die Polarglei- 
chung Q — f (®) kann in die Form p = /" (p) übergeführt 
werden, wo p die Normale vom Pol auf die Tangente und 
durch die Gleichungen bestimmt ist (Art. 95.) 

ll(0 



j) = Q sin 0 , tan 0 = p 


(Ijf 


Ist dann p, die Entfernung des Krümmungscentrums vom 
Pol und li der Krümmungsradius, so hat man 
= p’ -f — 2 Bp. 

Gehen wir zum nächstfolgenden Punkte der Curve über, so 
bleiben p, und li constant und durch Differentiation ergiebt sich 

dp 


B = p 


dp ’ 


der Ijczeichnete Ausdruck für den Krümmungsradius. 

Wenn in dieser Weise B in Function von p und p aus- 
gedrückt ist, so können wir zwischen 


9 = fiv), 9\‘ = 9‘ + ^ l^P 


und der offenbar richtigen Gleichung 2>i^=p* — pi‘ die 
Grössen p und p eliminieren und eine Relation zwischen dem 
p, und p, der Evolute bilden; aber es ist nicht immer leicht, 
zu der Relation zu gelangen, welche zwischen dem p, und (o, 
der Evolute besteht 

Als ein Beispiel wählen wir die Curve p"' = a"‘ cos w ; 
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wir finden p = Q cosiiia und also p"'+* = a"‘j) als die llelatioii 
zwischen p und p. Dann fol^t 


(hi + i)/i (»I + 1) e"' * 

für den Krümmungsradius. 

Die Gleichungen 

Pi’ = p’ + — 2? lip, P,'^ = P’ — 

geben die Grössen Pi’, als Functionen von p und somit 
die Gleichung der Evolute in der Form p, = tp(p^), ohne 
dass jedoch die Elimination wirklich vollzogen werden kann. 

Man kann aber leicht die Gleichung der Ivecijirocal- 
curve der Evolute in Bezug auf einen um den l’ol als Cen- 
trum bescliriebenen Kreis finden. Sei der Radius dieses 
Kreises gleich a, und p._, der Itadiusvector der Reciprocal- 
curve, cöj die Neigung desselben zu einer gegen die Null- 
linie der o> rechtwinkligen Geraden, so ist j|), = p sinwo) 
und dann 


a* a 



cos m cii sin m co 


Nach Art. 95. ist ferner cjj = {m 1) to und somit die Re- 
lation zwischen p.^, a.,, die Gleichung der Reciiiroken der 
Evolute 


p.^"‘ cos 


»ICH, 

Hl -j- 1 


sin 


VI tOf 

iiT-t- t 


= a". 


Man erkennt leicht, dass der Ort des Endpunktes der Polar- 
subtangente (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 200.) einer Curve 
die Reciproke von der Evolute der Reciprocalcurve ist. Ho 
ist dieser Ort eine gerade Linie für die Focalkegelschnitte, 
weil die Evolute der Reciproken sich dann auf einen Punkt 
reduciert. 

105. Aus der Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten 
M = 0 können wir direct die Liniencoordinaten der Normale 
und die entsprechende Gleichung der Evolute bilden. Denn 
wenn die die Liniencoordinaten einer Tangente sind, so ist 


^ (I U 1 t 

«I ifs,’ + 


+ 5.1 




0 


die Gleichung des Berührungspunktes; und wenn t» = 0 die 
Gleichung eines Punktepaarcs I, J in Liniencoordinaten rc- 
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präsentiert, so ist die Gleichiiii):' des Pols der gegebenen 
Tangente in Hezug auf sie, d. li. des conjugiert harnionisclien 
Punktes vom Schnitte der Tangente mit der Geraden IJ in 
Bezug auf / und J 


w (Iv I t _L t 

«I di: + 'n: *■' </«,' 


0 . 


Sind /, J die Kreispunkte im nnendliclieu, so repräsen- 
tiert die letzte Gleicliung die Richtung der Normale. Beide 
Gleichungen zusammen bestimmen in jedem Falle die Linien- 
coordinaten derselben und wir bilden die Gleichung der Evo- 
lute, indem wir die zwischen ihnen und der Gleichung 
der Curve eliminieren. In dem System der Plücker'schen 
Liniencoordinaten, welches den gewöhnlichen rechtwinkligen 
Coordinaten entspricht, ist die tileichung der Kreispunkte 
— 0 (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 177,1.) und die zweite 

Gleichung |. -|- • . = 0 wird zur wohlbekannten Bedin- 

gst 

gung der Rechtwinkligkeit rjt] =0. 


Beispiel. Die (ileicbuDg der Kvolnic dc8 diireh »eiDC Glei- 
chung in LiDiencoordinaten n* -f" ^** '/* ** 1 gegebenen Centralkegel- 
echuitt« EU entwickeln. Die Gleichungen zur BeBtiuimung der Coordi- 
naten der Normale sind iii diesem Kalle 

"'H' + =1, H' + IV = 0, also = — ijtj' = i . 


Sulistituierl man die VVerthe für und rj' in n’i'* -|- 
erhält man die Liniencoordinatcngleirhiing der Evolute 


a* 

P 



= c*. 


1 , so 


IOC. Wir geben einige Beispiele von der Behandlung 
des allgemeineren Problems, in welchem das von der Evolute 
ein geschlossen ist, nämlich von der Bestimmung der Enve- 
loppe des aus dem Berührungspunkte au.sgeheudeu , zur Tan- 
gente conjugiert , in Bezug auf zwei feste Punkte I, J harmo- 
nischen Strahls. (Art. 00.) Wir wollen jenen Strahl die 
Quasi - Normale und ihre Euveloppc die Quasi - Evolute 
nennen. 

Beispiel 1. Die Curve sei ein Kegelschnitt und werde auf ein 
Fundamentaldrcieck mit der Basis IJ bezogen, dessen dritte Ecke ihr 
I’ol im Kegelschnitt ist, so dass seine Gleichung von der Form 
(ax, -f X,) (x, + hXf) = Xj’ 


und die Gleichung einer Tangente 

6* (ox, -f- X,) — 20X, (X| -|- 6x,) = 0 
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ist. Dann ist ihe Gleichung der ru dieser Geraden in Bezug auf 
j:, =■ 0, X, = (I 
harnionisrh conjugierleii Linie von der Form 

e* (ax, — X,) -|- (ar, — bx,) — Mx, 
und M wird durch dio Bcnierkiing hcstünnit, dass die Gerade den Bb- 
rührungsiuiiikt enthalte, für welchen 


. e (na:, + x.) — x,, 0 Xj = jc, + bx, 

ist; denn es folgen 


X, = 

und daraus 
Wenn wir nun 


X, (/< — 6*) X, (ne» — I) 

0 {ah - I)’ ^ 0 (ab - 1) 

2(h-n0'^ 
(nh-l)0 


nx| — X, — X,, X, — bx, = X|, 8x, = (n6 — 1 ) Xj 
setzen, so wird die Gleichung der Quasinormale 

a 0 ‘ Xj + t 0 > X, + 4 0 X, - 6 X, =. 0 
und ihre Knvcloi>j>c ist also eine Curve vierter Classc von der Gleichung 
(ntX,» + I X,X,)' 4 - SVX,* (aX,‘ - hX,*)* = 0; 
die Ordnungszahl der Curve ist also sechs, sie hat die Funkte 
A', = X, = 0. X, = X3 = 0 

zn .Spitzen mit der genieiusaiuen Tangente .Vjs=0, und enthält ausser- 
dem vier andere Spitzen in den Schnittpunkten von 

a h X3» + 4 X, X, = 0 , a X,’ - h X,» = 0. 

Beispiel 2. Der Kegelschnitt gehe durch einen der Punkto 
/, J oder sei semicircular. Dann ist h = 0 und x, = .Cj = 0 ist in 
der Curve, x, =■ 0 die bezügliche Tangente derselben. Die Gleichung 
der Quasi-Normale ist daun 

a 0» X, -f 4 0» X, + 4 X, = 0, 
dio Enveloppc nur von der dritten Classe; ihre Gleichung 
4 X,’ -f 27 « X, X,’ - 0 

zeigt sie als eine Curve dritter Ordnung, mit X', = X, — 0 als Spitze 
und X, = X', = 0 als Inflexionspunkt. 

Wenn dio Curve durch / und J hindurchgeht, so werden a und 
h gleich Null und wir sehen, dass die Gleichung der Quasi- Normale 
sich auf 0* X', -f X, = (» rediiciert, dass also diese Linie durch einen 
festen Punkt, den Schnitt von X, = 0, X'} = 0, der Tangenten der 
Curve in /, J respective, hindurchgeht. 

Beispiel 3 . Der Kegelschnitt berühre die Gerade IJ. Wir 
wählen diese nnd die beiden andern Tangenten des Kegelschnitt« 
durch die Punkte L, J zu den Fundamentallinien, so dass 
+ a:s* — 2 x, x, — 2 X, x, — 2 x, x, = 0 
X, (2 X, -f 2 X, — X,) = (x, — X,)* 

die Gleichung des Kegelschnitt« ist. Die Gleichung der Tangente des- 
selben ist dann 
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Ü Xj 4- •'■j — •'■j — 2 0 (X| — X,) 0' Xj =» Ü 

und für den HerührungBjmnkt ist 

X, — X, = OXj, 2 X, + 2 X, — Xj = 0’ Xj. 

Die Gleicliung der Quasi -Normale ist also 

(x, — X,) — 0 (X, 4- •'■f) =” -fj { 0 — i 0 ( 1 + 0’)} 

oder 

0» X, - 0 C2x, 4- 2x', + Xjl -f 2 <X| — X.) = <1, . 
ihre Kuvolojipe also von der dritten t'lasse; es ist die Curvc dritter 
Ordnung mit Spitze 

27 Xj (X, — x,)‘ = (2 X, + 2 X, 4 Xj)’. 

Beispiel 4. Die vorigen Beispiele können auch in der Voraus- 
setzung tieliandelt werden , dass der Kegelselinitt durch die allgemeine 
Gleichung gegeben ist. Die Tangente im Punkte .c/ ist 

4- «II-''»' + «ijX,') X, 4- (h„x,' 4- -f- n„.c,') x, . 

+ («lax'i -f «fj J»' -f «jjx/) Xj = o, 

und die Quasi -Normale 

Xj' {(o„.C|' + «,,x,' + «,,x,') X| — (<i„X|' -f n„x,' + «„Xj") X,} 

= («II X,'* — «a,x,’> 4 rt,jX|'xj' - ««J»'.ra') x,; 
cs ist also di(? Knveloppe von 

rt„x,x,'* — -f (a„.c, — «„X.) Xj'* 

4" («»»-'*'» «»3-'^3 «l»X|) X--* Xa + («11X3 4" «IS-**3 «l|Xi) X| Xj O 

zu bestimmen, wenn die Parameter x/ durch die Bedingung 
«II X|'* + «n-c,'* 4- «j.,Xj'« 4- 2a„x,'x; 4- »«„.r/xj' 4- 2a„x,'x,' = 0 
verbunden sind. Nach Art. 96. wird die Knveloppe durch denselben 
Prozess erhalten, der zur Ermittelung der Bedingung dient, unter 
weither zwei Kegeisehnitte sich berühren („Kegelschnitte“ Art. 348.). 
Wir bilden die Invarianten dieses Systems von quadratischen f'onnen. 
Die Discrimiuante der ersten ist 2.CjiS' mit- 

S (11, ,03a «I»*) («l|X|* ■ «»jXa“) («»»«13* «ll«»3) Xj* 

4 * '2 «3» («I3«l» «ll«»»} X|Xj — 2ö|| («I3«33 «»»«isl X, Xj; 

die der zweiten A; sodann 

« ■-= — (o„o„ — «„’) («i,x,* — 2a„.r,x, 4 «„.Cj*) 

4- (•■»«, I«»,* 4- 3«n«i»’ — <«,i«»»«33 - 2«„«,a«„l .c,' 

4- ( lo„a|j«„ — 2a„«„«„ — 2aj,o„*) x, .c, 

4- (^«ii«»»«»3 — 2«,,a„rt„ — 2a,3«„») .x, Xj-, 
f>' — 0. Die Uleichiing der Knveloppe ist 
27A»N-’x-,* = 

eine Curve sechster Urdnung mit sechs Spitzen, von denen zwei in 
Xj = 0 liegen, d. h, in der Verbindungslinie der I’uukte I, J. Setzen 
wir voraus, dass Xj = 0 den Kegelschnitt beriihrc, so ist 

«n «n — « ,* = 0 

und S und ß nehmen die Formen Xji- und an, für L und J/ als 
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lineare Functionen der x,.; die Gleichung der Enveloi)po geht in die 
Form x,i* = J 1 /’ über und stellt eine Curve dritter Ordnung mit 
Spitze dar, für welche X3 = 0 die stationäre Tangente ist. Lassen wir 
den Kegelschnitt ferner durch J oder x, = .r, = 0 g(.'hcn , so wird 
(j,i = 0, S - On (Oisai + «la't'al* »“d 0 von der Form 
(a„,r, + «„Xal M. 

Die Gleichung wird durch (0|..c, -f- «ijXj)’ theilbar und von der Form 
arj’ («ii-r« + «laiCs) = Jlf’. 

Wir bemerken, dass die Gerade o„x, + die T.angeute des 

Kegelschnitts im Punkte J und dass sie eine Inflciionstangento der 
Enveloppe ist. 

107. Im Allgemeinen ist nach Cayley’s Bemerkung für 

L\ x^ -f- V., X., -j- 1^3 Xj = 0 

als die Gleichung der Tangente ini Punkte- x/ und für y* 
als die Coordinaten der Punkte /, <7 die Gleichung der Quasi- 
Normale 

(?/, y* + U, y,* -f IL, y*) 

I •t’i 7 -'"j 7 •*'s I 

“I” Vi "f" f'j Hl ”1" ^ :i !h I ■t’i 7 I ~ 

; 2/1*7 n *, >J* ' 

Denn die beiden üetermiiiauten, die wir durch A, A* ab- 
kürzend bezeichnen wollen , sind die linken Seiten der Glei- 
chungen der vom Punkte x,' nach I und J gehenden Gera- 
den und es muss eine Identität von der Form 

77, X| 7/3 X 2 -f- Xj .1* A — ^ A* 

bestehen, weil die Tangente durch ihren Schnittpunkt geht. 
W enn wir in dicsolhe nach einander für die x,- die y* und 
die iji substituieren, so ergeben sich die A* und A als pro- 
jiortional zu 

f', y*+ 2 / 2 * + 1 / 3 * und 7', fJi -f 7/3 1/3 -f- U 3 !h ' 

resjiective; die Gleichung der zur Tangente in Bezug auf 
A = 0 und A* = fl harmonisch conjugierten Graden ist so- 
mit von der obigen Form. 

108. Wir wollen den Fall, wo einer der Punkte 7, J, 
sagen wir //,, in der Curve ist, näher untersuchen und setzen 


•^r 7 

X3 , 

^3 

Xi'7 

.r.3'7 

X.; 

•V|. 

Ih 7 

2/3 
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der Eiufachheii wegen seine Coordiiiaten gleich 1, 0, 0 re- 
sjipctive, d. li. wir niaclieii ihn zum Fundamentalpunkt 

•»■•2 = -'s = 

Wir deuken jc, = 0 als die ihm entsprechende Tangente und 
beweisen zunüelist, dass die Enveloppe der (juasi- Normale 
den k'actor jr^ eutbült. Setzen wir j/, — = 0, so wird die 

vorige allgemeine (Jleichung 

( !h* + i'i y * + t y*'> (^2 ^3 — •'■ 2 ') 

+ {.Vi* (-Tj -^3 - -O + yj* (.^3 -Ti' — -^1 •Tj') 

+ ! h * (^1 < — a '2 ^1')} = '*• 

Sind daun die r,' in Function eines Parameters f gegeben, so 
dass der Punkt y, dem Werthe < — 0 entspricht, so müssen 
wir t als einen Factor im Ausdruck für j-./ und f als Factor 
im Ausdruck für jr.,' haben, damit die üleicluing der Tan- 
gente sich auf . 1-3 = 0 reduciere. 

Die Gleichung der Tangente als der A'erbiudungslinie 
von X,' mit x! -f- tlxi ist allgemein 

Xi (.e/ äx^ — Xj' (/.iV) + x., (13' </.»■,’ — dx-l) ■ 

-j- x^ (/x/ — Xj' (/.r,') = 0 

oder 

^1 + • • = 

so dass t ein Factor in 7/j und in £7, ist. Ordnet man 
also die Gleicbung der Quasi-Normale nach Potenzen von £, 
so ergiebt .sich, dass sie kein von i unabhängiges Glied ent- 
hält, und dass x-^ als Factor in den Coefficienten von t und 
von P auftritt. Die Discriniinante einer Function 
A + m + vp + • • • 

ist aber von der Form (vergl. „Vorlesungen“ 

Art. 08.) und ein in A und li vorkommender Factor ist da- 
tier ein Factor der Discriniinante; setzen wir in der Discri- 
minante B — 0, so ist der Rest von der Form 
A (A <p tl') 

woraus man erkennt, dass die Enveloppe die Gerade x, = 0 
zur Inflexionstangente hat. (Vergl. Art. 99. Reisp. 4.) 

109. Die Reziehung der Rechtwinkligkeit kann noch 
weiter dadurch verallgemeinert werden, dass man statt der 
Punkte 1, J einen festen Kegelschnitt substituiert, in Rezug 
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auf welclien die qiiasi-rectanguliiren (Jeradoii conjugiert sind, so 
dass die eine derselben dujch den Pol der andern geht. Die 
Quasi-Normale ist dann die Gerade, welche vom Berührungs- 
punkt in der Curve nach dein in Bezug auf einen festen Kegel- 
schnitt geuomnieucn Pol der Tangente geht, oder die Gerade, 
welche den Punkt der Gurve mit dem entsprechenden Punkt 
ihrer reciproken Polare in Bezug auf den festen Kegelschnitt 
verbindet. Die Curve und ihre Ileciproke haben also die- 
selben Quasi -Normalen. Pur 

+ ^3’ = 0 

als die Gleichung des festen Kegelschnitts sind die Coordi- 
naten des Pols der Tangente einer Curve f/, , U^, und 
die Gleichung der entsprechenden Quasi-Normale in diesem 
Sinne ist 

x^ ( Ul Xj 1/3 aij ) -}- aij {U^ x^ f/, x^ ) 

+ iu, X.; — u., x{) = 0 . 

Ist die Curve ein Kegelschnitt, so ist diese Gleichung in den 
xi vom zweiten Grade und die Euveloppe wird wie in 
Beisp. 4, Art. 106. gefunden. 

1 10. Die folgenden Bemerkungen dienen als Vorberei- 
tungen für die Untersuchung der Charactere der Evolute einer 
beliebigen Curve. Die Normale in einem unenillich 
fernen Punkte einer Curve fällt mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen. Wir knüpfen diess an die 
Erweiterung des Art. 105. für den Begriff der Normale an, 
nach welcher sie für den Curvenpunkt P mit der Tangente 
FM, welche die gerade Verbindungslinie der festen Punkte 
J, J in M schneidet, der nach dem zu M in Bezug auf 
I J harmonisch conjugierten Punkte M' gehende Strahl 
FM' ist. Diese Construction zeigt, dass für F als einen 
Punkt der Curve in der Geraden IJ diese Gerade FM' mit 
dieser Linie selbst zusammenfällt. Eine Ausnahme tritt nur 
dann ein, wenn F mit einem der Punkte I, J selbst zu- 
sammeufällt, den also die Curve enthält; dann fallen auch 
M und 3F zusammen und die Normale deckt sich mit der 
Tangente (vergl. „Kegelschnitte“ Art. .%3.); d. h. wenn die 
Curve durch einen der unendlich fernen Kreis- 


Digitized by Google 


I 


110 

punkte geht, so fällt die betreffende Normale mit 
der Tangente zusammen. 

111. Wir wollen nun zuenst die Classe der Evolute 
einer gegebenen Curve bestimmen, d. h. die Zahl von Nor- 
malen der Curve oder Tangenten der Evolute, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen. Die Zahl der Normalen ist 
als unabhängig von der Lage des l’unktes anzusehen und es 
ist daher erlaubt, statt des allgemeinen Falles den speciellen 
des unendlich lernen Punktes zu untersuchen. Die Zahl der 
von der unendlich fernen Geraden selbst verschiedenen Nor- 
malen der Curve, die aus einem unendlich fernen Punkte 
d. i. in gegebener Richtung gehen, ist aber der Zahl der Tan- 
genten der Curve gleich , welche die zu dieser normale Rich- 
tung haben, d. h. gleich der Classe v der Curve. Ueberdiess 
fallen nach dem letzten Artikel die g. Normalen der Curve 
in ihren unendlich fernen Punkten mit der unendlich fernen 
Geraden seihst zusammen und gehen also auch durch den 
angenommenen Punkt. Es ist somit die Zahl der Nor- 
malen ei n er Curve, wel ch e von irgend ei nein Punkte 
ausgeben, gleich der Summe aus der Ordnungs- 
und ('lassen zahl der Curve oder gleich der Summe 
der Ordnungszahlen der Curve und ihrer Reci- 
proken. Wenn die unendlich ferne Gerade eine Tangente 
der Curve ist, so wird die Zahl der im Endlichen liegenden 
Tangenten von einer bestimmten Richtung und also auch die 
Zahl der Normalen um Eins kleiner als im allgemeinen Falle. 
So gehen von einem Punkte im Allgemeinen vier Normalen 
an einen Kegelschnitt, aber nur drei an eine Parabel. Geht 
die Curve durch einen der Kreispunkte, .so lehrt .\rt. 1 10., 
dass die Normale derselben in diesem Punkte nicht in die 
unendlich ferne (terade fällt, und wir müssen daher schlies- 
sen, dass die Zahl der Normalen für jeden Durchgang durch 
einen Kreispunkt um Eins vermindert wird. So wird im 
Falle des Kreises, des durch beide Punkte /, J gehenden 
Kegelschnitts, die Zahl der Normalen um zwei, d. h. auf zwei 
vermindert. Wenn also ft und v Ordnung und (Ua.sse einer 
Curve sind, welche f mal durch einen Kreispunkt geht und 
a mal die unendlich ferne Gerade berührt, so ist die Classe 
ihrer Evolute v = n -\- v — e — a. Dieselben Resultate 
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können auch aus der Bemerkung erhalten werden, dass die 
Gleichung der Normale 

U., {a -x) = r, {ß — y) 

für tt, ß als gegebene und x, y als variabele Grössen die 
Gleichung einer Gurve fi'" Ordnung giebt, deren Schnitt- 
punkte mit der gegebenen Curve die Fusspunkte ihrer von 
«, ß ausgehenden Normalen bestimmen. Hat die Curve keine 
vielfachen Punkte, so ist die Zahl der Schnittpunkte offen- 
bar fi‘‘ d. h. g -(- *'? und man zeigt ohne Schwierigkeit, dass 
im allgemeinen Falle für ff Doppelpunkte und x Sjiitzen diese 
Zahl auf g* — 2d — 3x oder y v kommt. 

112. Wir untersuchen ferner die Ordnung der Evolute 
und zwar, indem wir die Zahl ihrer unendlich fernen Punkte 
bestimmen. Wenn aber zwei auf einander folgende Norma- 
len der Origiualcurve einander parallel sind, so fallen die 
entsprechenden 'l’angenten derselben zusammen, d. h. die un- 
endlich fernen Punkte der Evolute entspringen im Allgeiuei- 
iieu aus den inffexionspunkten der Curve (.\rt. 102.) Nach 
Art. 111. geben aber auch die unendlich fernen Punkte der 
Origiualcurve ebenso vielen unendlich fernen Punkten der 
Evolute den Ursprung und wir bemerken jetzt, dass dieselben 
Spitzen in der Evolute sind, welche die unendlich ferne 
Gerade zur Tangente haben. Ist M ein Punkt der Geraden 
IJ und M' der ihm harmonisch zugeordnete, so war 
die der Normale in M entsprechende Linie IJ selbst; be- 
zeichnen wir aber die beiden zu M nächstbenachbarteu Punkte 
der Curve durch L und N, so sind ihre Normalen LM' und 
NM', d. h. durch den Punkt M' gehen drei auf einander fol- 
gende Tangenten der Evolute oder er ist eine Sjntze derselben 
mit der Tangente IJ. Die g unendlich fernen Punkte der 
gegebenen Curve bedingen also ebenso viele Spitzen der Evo- 
lute, für welche die unendlich ferne Gerade die gemeinsame 
Tangente ist, d. h. sie bedingen 3g unendlich ferne Punkte 
der Evolute. Uechnen wir .sie mit den vorher gefundenen 
zusammen-, so finden wir die Ordnung der Evolute = t -|- 3g 
oder die Zahl a des Art. 83. Wenn die Curve durch einen 
der Kreispunkte geht, so geben diese Punkte, wie wir sahen, 
keine unendlich fernen Punkte der Evolute und die Ordnung 
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iltTsellifii wiril um droi Einliciteii vormiiiilert. Wenn die 
Cienide IJ die Ciirve lieiülirt, so lallen die Normalen für die 
zwei aufeinander folgenden Punkte, in weklien sie die Curve 
trifft, mit IJ zusammen, d. li. zwei aufeinanderfolgende Tail- 
genten der Evolute decken sich oder erzeugen einen In- 
Hexionspunkt mit IJ als der entsprechenden Wendetaugente. 
Da derselbe an Stelle zweier Spitzen tritt, welche entstehen 
würden, wenn IJ die Curve schnitte statt sie zu berühren, 
so wird die Ordnung der Evolute um drei Einheiten vermin- 
dert; wenn wir also f und ff in dem Sinne des vorigen 
Artikels brauchen, so erhalten wir für die Ordnungszahl der 
Evolute g' <= « — 3 (f -f" ö). 

Diese Ergebnisse erfahren Modiiicationeu , wenn einer der 
Punkte I, J vielfach mit zwei oder mehreren zusammenfallen- 
den Tangenten ist; für eiiie Spitze in einem derselben z. B. 
ist die Verminderung der Ordnungszahl nicht sechs sondern 
vier. Die allgemeinen \\'erthe zeigen, dass Ordnung und 
Classe der Evolute einer Curve und der Evolute ihrer lleci- 
procalcurve übereiustiramen , wie Art. 109. erwarten lässt. 

113. Im Allgemeinen giebt es keine Inflexionspunkte in 
der Evolute; denn für einen solchen müssten zwei aufeinan- 
der folgende Tangenten der Evolute oder Normalen der Curve 
Zusammenfällen, was nach der Natur der Coustruction nur 
möglich ist, wenn die entsprechenden Tangenten mit ihren 
Normalen und mit einander zusammenfallen, d. h. in dem 
sehr speciellen Falle, wo eine Inflexionstangente der Original- 
curve durch I oder J geht. 

Wenn aber die Gerade IJ von der Curve berührt wird, 
so salien wir in Art. 112., dass dem ein Inflexioiispuukt im 
Unendlichen entspringt und wenn die Curve durch I oder J 
hindurch geht, im Art. 108., dass die Evolute eine durch den- 
selben Punkt gehende luflexionstangente hat. Damit haben 
wir Bedingungen genug zur Bestimmung aller Charactere der 
Evolute; sie sind 

g' = a _ 3 (f -f ff), V = g + V (f -I- ff), P = f -f ff; 

x' = 3« — 3 (g n) — 5 (f -f- ff), «' = 3t)f — 8 (f -f" ®)> 

die letzten beiden nach den Plücker'schen Formeln aus den 
drei ersten. Wir können ebenso die Zahl der Doppel]>unkte 
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und üoppeltangenten der Evolute bestinimeii, welche letzteren 
otfenbar Doppelnormalen der ürigiualcurve sind. 

• Der Defect oder das Geschlecht der Evolute (Art. 44.) 
stimmt mit dem der üriginalcurve überein, wie man nach 
dem Ausdruck des Geschlechts 

i {« - 2 (p + V)} 4- 1 

leicht bestätigt. Wir wissen, dass das Geschlecht von zwei 
Curven im Allgemeinen dasselbe ist, wenn die eine von ihnen 
aus der andern so abgeleitet ist, dass jedem Punkte der einen 
Curve ein Punkt der andern entsprichtiund umgekehrt. (Art. 83.) 

114. Die Anzahl der Spitzen der Evolute kann auch 
direct untersucht werden; denn eine Spitze derselben ent- 
steht, wenn drei auf einander folgende Tangenten der Evo- 
lute oder Normalen der Originalcurve sich in einem Punkte 
schneiden oder mit andern Worten, wenn vier auf einander 
folgende Punkte derselben in einem .Kreise liegen. Um die 
Bedingung zu finden, unter welcher diess stattfindet, verbin- 
den wir die Gleichungen des Art. 101., nämlich 

U.^ {a — x)==Ut(ß —y), (a — x) {U,^ U.^ — U« f/,) — U.;‘ 

u,,u,)+u,\ 

mit der durch nochmalige Differentiation entstehenden Glei- 
chung 

{u-x) { U, U, II, + (f/, , Un - IW) U , } 

-<ß-y) {U,u W-2U, ,, u, u,+ u,,, ww Ih ^ U,,- IW) u , } 

= 3 f7, (W Ih - W + 3 u, U, - U,, IW 

Die Substitution der aus den beiden ersten Gleichungen ent- 
springenden Werthe für (et — a) und (ß — y) in die dritte 
giebt die fragliche Bedingung 

( W+ W) ( Um U, 3 Um u,+ 3Um V\ IW -IW U/) 

+ U.^ - 2 U,, U, U, -f U„ IW) {dW - U,,) U, U, 

+ U,, iU,‘ - t/.'O} = 0. 

Sie kann vereinfacht werden mittelst der Bemerkung (Art. 
102.), dass 

(n -\)W U, dV-2 V,, U, U., + U„ II , ^) = - 

ist; also durch Differentiation 

SaliuüD, Höhere CurTea. Ö 
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2 ?r. u, + r,,, r,=) + 2 (r„ r„ 

, </y/ 


I ( 


</ * 




(« - 1)’ {(r„,;rv - 2 r-.,,, r, r, + r„, f/,») + 2 (f/„ 

uml daher 


(« - 1 )> { + 'w,,,u,nT, - 


so dass die gefundene Bedingung durch Einsetzen die Form 
erhält 


(F 7 + rv) {U,H, - r/,7/,) 

= 3H {{U„ - u,,) r, u, + (fv _ r,z)v. 

Da in dieser tJleicliung H vom tirade 3 (g — 2), und 
ffj vom Grade (fi — 1) und die üa vom Grade {(i — 2) sind, 
so repräsentiert sie eine Curve von der Ordnung (6ft — 10), 
welche die gegebene Curve in den Punkten schneidet, in 
denen der osculierende Kreis eine Berührung dritter Ordnung 
mit ihr haf*). Weno die Curve keine vielfachen Punkte hat, 
so erzeugen diese ft (6 ft — 10) Punkte mit den ft unendlich 
fernen Punkten zusammen ft (Oft — 9) Spitzen der Evolute, 
was mit den vorigen Formeln ubereinstimmt. 

In analoger Weise können die Charactere der Evolute 
in dem allgemeinen Sinne des Wortes von Art. 109. unter- 
sucht werden und man .findet, dass die gewonnenen Formeln 
anwendbar bleiben, wenn man nun mit £ die Zahl von Be- 
rührungen bezeichnet, welche die gegebene Curve mit dem 
festen Kegelschnitt hat, während eine dem a entsprechende 
Singularität nicht mehr existiert. 

115. Wir fügen als eine weitere Erläutening zu der 
Theorie der Enveloppen Einiges von den Brennlinien oder 
Caustiken hinzu, deren Untersuchung obwohl durch die 


•) Wir werden weiter hin die Frage nach den Kegelschnitten voll- 
ständiger imtersiicheu, welche mit einer Curve eine Berührung höherer 
Ordnung haben; dabei ergfiebt sich eine Formel für die Abweichung 
der Krümmung der Curve von der Kreisform, 
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Optik angeregt doch ganz der (ieonietrie der Curven ange- 
hört; sie gehören zu den ältesten Beispielen von Enveloppen, 
welche untersucht worden sind Wenn Licht von irgend 
einem Punkt aus auf eine Curve füllt, so erhält man den 
retlectierten Strahl als die Gerade, welche im Fusspunkte 
denselben Winkel mit der Curven -Normale macht, wie der 
einfallende Strahl. Die Enveloppe der so retiectii'rten Strahlen 
wird die Brennlinie durch Iteflexion genannt. Die all- 
gemeine Gleichung des retlectierten Strahls ist leicht zu bilden. 
Wenn T = 0 und N = 0 die Gleichungen der Tangente und 
Normale iiu Einfallspunkte sind, so ist für T' , N' als die 
Resultate der Substitution der Coordinateu des Leuchtpunktes 
in T, N die Gleichung des eiufallenden Strahls 
r A'-2V'2’=0; 

daher ist die Gleichung des reflectierteu Strahls, <les vierten 
harmonischen zu diesen drei Strahlen, 
r N + N'T = 0. 

Die Enveloppe desselben kann nach den vorhergehenden Re- 
geln gefunden werden. 

Beispiel. Man linde für einen Kreis die Breunlinic durch Re- 
flexion. Kür a und b als die Coordinaten des leuchtenden Punktes und 
wegen x cos 6 y sin 6 — r = 0, und x sin 0 — y cos 0 =— 0 als Glei- 
chungen der Tangente und Normale ist die Gleichung des retlectierten 
Btrahls 

(a cos 0 -f- i sin 0 — r) (x sin 0 — y cos 0) 

-F (x cos 0 -f- y -sin 0 — r) (a sin 0 — 6 cos 0) =» o 

oder 

(ay -f bx) cos 20 -j- (iy — ox) sin 20 
-|- r (,T -f a) sin e — r (y -|- 5) cos 0 = 0 , 

deren Knveloppe nach Beisp. 2, Art. 85. 

{tta’ -f 6») (X’ -f- y") - r» ((x -f «)« -f- (y -f 
= 27 (fcx — oy)‘ (x» -f y’ — a* — h»)*. 

1 16. Durch Qnetelet ist eine Methode angegeben worden, 
die das Problem auf das der Evolute zuriiekfUhrt, statt direct 
die Enveloppe der retlectierten Strahlen zu suchen und die 
daher practisch vortheilhafter ist; die Brennlinie ist hin- 
reichend bestimmt, wenn man die Curve kennt, von welcher 
sie die Evolute ist. „Wenn man aus den einander folgenden 
Punkten der reflectierenden Curve als Centren mit je der 

8 * 
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(‘utsprcuheiideii Entfernung vom leuchtenden Punkte als Radius 
eine Reihe von Kreisen beschreibt, so ist die Enveloppe der- 
selben eine Curve, deren Evolute die frag- 
liche Rrennlinie ist.“ Oder wie es üan- 
delin noch uiiiuittelbarer brauchbar ausge- 
sprochen hat: W’enn wir vom leuch- 
tenden Funkte O die Normale OP 
auf die Tangente fällen und sie so 
ferlängern, dass Pl{=OP ist, so 
ist die Rrennlinie die Evolute des 
Ortes von ]{. üenn UT ist ofl'enbar die Lage des reflec- 
tierten Strahles und wenn wir den nächstfolgenden Strahl 
ziehen, so ist wegen der Gleichheit der von OT, TV-, 
ÜT, TV mit TT gebildeten Winkel 

07 -f TV =^or + T V 



(vergl. „Kegelschnitte“ Art. ifött.), daher V Jt = V Ji' uml 
V 1{ normal zum Orte von Ji. Wir nennen den Ort von P, 
den Ort des Fusspuuktes der Normale zur Tangente in der 
letzteren die Fu sspunkteucurve der gegebenen Curve. 
Der Ort von li ist offenbar eine zu dieser ähnliche Curve 
und seine Gleichung kann immer gebildet werden, wenn die 
Gleichung der Reciprokeu der gegebenen Curve in Bezug auf 0 
bekannt ist; man hat nur für q in die Polargleichung dieser Reci- 

nroken — zu substituieren. So ist die Rrennlinie durch Re- 
ff 

tlexion für einen Kreis die Evolute der Lima^on (vergl. 
Reisp. 5, Art. 55.), weil ihre nach der gegebenen Regel ge- 
bildete Gleichung von der Form 

p = (I -4- c cos w) 
ist. 

117. Wenn Licht von einem Punkte aus auf eine Curve 
fällt, so wird der gebrochene Strahl als die vom Fusspunkte 
in der Curve ausgehende Gerade gefunden, für welche der 
Sinus des von ihr mit der entsprechenden Normale gebildeten 
Winkels in einem constanten Verhältniss zum Sinus des Win- 
kels des einfallenden Strahls gegen die Normale ist. Die 
Enveloppe aller dieser Strahlen heisst die Rrennlinie durch 
Refraction für die gegebene Curve. 
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Quctclct hat thirch den folgenden unmittelbar evidenten 
Satz auch diese Hrennliuieu als Evoluten characterisiert : 
„Wenn man aus den aufeinander folgenden Punkten der 
brechenden Curve als Centren mit Radien , die zu der jedes- 
mal entsprechenden Entfernung vom leuchtenden Punkte in 
einem coustanten Verhältuiss stehen, Kreise beschreibt, so 
ist die Euveloppe derselben eine Curve, von welcher die 
Brenulinie durch Refractiou die Evolute ist.“ In der That 
zeigt die Methode des ünendlichkleinen leicht, dass in Folge 
des Gesetzes der Refraction die WachsthUraer des cinfallen- 
den und des gebrochenen Strahls durch die Relation 

md(f -j- dg' = 0 

verbunden sind; daraus folgt, dass 

Vli = VK 

wird , wenn mau in der Verlängerung des gebrochenen Strahls 

TR = m . OT, TR' = m . OT 

macht , und dass daher der gebrochene Strahl normal zu dem 
Orte von R ist. Wir fügen dem geometrische Untersuchun- 
gen Uber die beiden interessantesten Fälle der Brennlinien 
durch Refraction hinzu. 

1) Die lircnnlinic durch Refraction für eine geritde Linie. Fällt 
man ein Perpendikel von A auf die Gerade, 
verlängert dasBelbc bo, dass AP = PB und 
führt durch A, B und den Fusspunkt B des 
einfallcnden Strahls einen Kreis, so sei LB 
der gebrochene Strahl; dann wird offenbar der 
Winkel AlyB von demselben halbiert, und es 
ist 

AL + LB ■. AB =■ AL : AO 
= sin AOL : sin ALO\ 

Winkel AOL ist der vom gebrochenen Strahl 
mit der Normale der Geraden gebildete Win- 
kel und AJA) = B JA) =• B AB der Winkel des einfallenden Strahles 
mit derselben Normalo und es ist somit das Verhiiltniss AJ^-\-TiB:AB 
gegeben. Der Ort von L ist eine Kllipse, welche A und B zu Brenn- 
imnkten hat und für welche l^B die Normale, von welcher somit die 
Brennlinie die Evolute ist. 

2^ Die Brennlinie durch Refraction für einen Kreis. Wenn durch 
den leuchtenden Punkt A und den Einfallspnnkt B ein den Radius 
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OR beriihrender Kreis besebrieben wird, so ist der Tunkt B gegeben, 
weil 0A.()B = 01Pi»t. Aus ähnlieheii Dreiecken ist RA:RB = OA:OR; 
es ist ferner 


i'ig- 27. 

J 


/ 

Mk 

IX-! 


R\ 




M 

\ 

J 


RA : RM= sin RBA : sin RRM 
und dii RRA = PRA, d. h. dem Winkel dos 
einfallenden Strahls mit der Normale der Curve, 
und RBM PRM, dem Winkel des gebroche- 
nen Strahls mit derselben Normale ist, so ist auch 
RA : RM bekannt. Weil endlich 

AM RB-\- MB ,AR = RM .AB 
ist, so sind die Dislansen q und p' des Punktes 
M von A und B durch die Kelation verbunden 


RB , RA . 


RM 


= AB. 


Nun wird ein Cartesisches Oval oder eine aplanctische Linie der 
Ort eines Punktes deBnicrt, dessen Entfernungen von zwei gegebenen 
Brennpunkten durch die Relation 

mp -|- »p' = c 

verbunden sind, und man beweist genau so wie bei den Kegelschnitten 
(„Kegelschnitte“ Art. 259.), dass die Normale einer solchen Curve den 
Winkel zwischen den Brennstrahlen in zwei Theilc zerlegt, deren 
Sinus im Verhiiltniss m ; n stehen. Der Ort von M ist also ein Car- 
tesisches Oval, für welches A und B die Brennpunkte sind und da 
MB normal zu diesem Orte ist, so ist die Brennlinie die Evolute dieser 
Curve ”). 

Die Ellipse in I) und das Carlcsischc Oval in 2) sind Ctirven, 
welche die gebrochenen Strahlen rechtwinklig durchschneiden; man 
nennt solche Curven sowohl für die gebrochenen als für die reflectier- 
ten Strahlen sccundärc Brcnnlinien. 

1 18. Es bleibt übrig, kurz einiger andern Classen von Enve- 
loppen zu gedenken. Wir haben früher das Problem erwähnt, 
die Parallelcurve einer gegebenen Curve zu bestimmen. 
Dasselbe kann entweder als das Problem der Bestimmung der 
Enveloppe einer Geraden behandelt werden, die parallel der 
Tangente der Curve in fester Entfernung von derselben ist, 
also der Enveloppe von 


oder als das Problem der Bestimmung der Enveloppe des 
Kreises von gegebenem Badius, 

{X - ay + (y - bf = 


dessen Mittelpunkt «, h der Gleichung der (’urve genügt, 
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oder was dasselbe ist von der Bestinimiiiig der Bedinj^uiig, 
unter welcher dieser Kreis die Curve berührt. Das Ergebniss 
ist natürlich eine Function von In gewis.sen besonderen 
Fällen kann dieselbe in Factoren zerfallen, wie z. B. die I’a- 
rallele in der Entfernung k zu einem Kreise vom Radius r 
aus zwei Kreisen von den Radien (r + k) besteht. Im All- 
gemeinen ist aber eine .solche Reduction nicht möglich und 
die beiden Tangenten in der Entfernung + ^ einer Tan 
gente der Originalcurve gehören denselben Parallelcurve an. 
Für dieselbe ist daher die Zahl der einer gegebenen Geraden 
parallelen Tangenten doppelt so gross wie für die Original- 
curve, d. h. V — 2v. Ebenso entsprechen jeder Inflexions- 
tangente der Originalcurve zwei solche Tangenten der Parallel- 
curve, i =2i. Um die Ordnung der Parallelcurve zu finden, 
reicht es hin, in ihrer Gleichung k = 0 zu machen, weil 
diess die Glieder von höchster Dimension in der Gleichung 
nicht beeinflusst; man findet allgemein wahr, was für Kegel- 
schnitte bekaiuitist („Kegelschnitte'' Art. 348, 2.), dass das Re- 
sultat die zweifach gezählt«- Originalcurve zusammen mit den 
zwei Büscheln von v Tangenten ist, die von den Punkten 
I, J an die Curve gehen; die Ordnung der Parallelcurve ist 
also = 2 (ft -j- v). Es hat keine 8chwierigkeit, die Modifi- 
cationen dieser Zahlen festzustellen, welche der Berührung 
der Originalcurve mit der unendlich entfernten Geraden oder 
dem Hindurchgehen durch einen der Punkte I,J entsprechen; 
wir kommen so zu Cayley’s Formeln 

ft' = 2 (fl + I') — 2 (f <r), r' = 2n, 
t' = 2t == — fift -j- 2et, x' = 2« — 6 (f -f- <j), 
f — 2 (n — ff), o' = 2ö. 

Die Parallelcurve und die Originalcurve haben die nämlichen 
Normalen und dieselbe Evolute, aber jede Normale der Pa- 
rallelcurve hat iin Allgemeinen zwei den Werthen + k ent- 
sprechende Fusspunkte in ihr. 

Beispiel 1. Man liestimme die rarallclcurve der Ellipse oder 
Parabel. (Vergl. „Kegelschnitte“ .\rt. :f48.) 

Beispiel ‘.J. Bestimme die l’aralleleiirvo tu x? =• nJ. Die 
Gleichung einer Tangente ist (Art. 99, 6.) 

X cos qp -F 1 / sin ip = o sin <p cos qp ; 
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die einer rarallelen in der Kntfernuni,' k alno 

X COB ly 4" !/ B'” T =“ il ■ + « sin <j> cos <y 
und deren Enveloppc (Art. 85, 3.) 

{3 (.r> + v’ - o’) — + {iTaxy - 9k (x* + y') 

— 18 <i» Jl -f 8 »:’}• -= 0. 

Sie bietet einen' von den FAllen dar, wo die den Werthen + k ent- 
sprechenden Parallelen verschiedene Curven etatf Theile derselben 
Curvc sind. 

Die Ciirve, welche der eben erlmltenen Gleichung ent- 
spricht, ist die Enveloppe einer Linie, in welcher durch zwei 
feste Gerade eine Strecke von coiistautcr Länge abgeschuitten 
wird. Wenn die Geraden rechtwinklig zu einander sind, so 
erkennt man, indem man sie als Coordinatenaxen wählt, un- 
mittelbar, dass die Gleichung einer Linie von der Länge a 
zwischen ihnen und dem Winkel <p zur Axe der x durch 

X sin ^ K cos <p — a cos <p sin <p 

dargestellt ist, welche die Enveloppe xi -f- f/s = ai bildet. 
Iletrachten wir aber für einen Augenblick den Durchmesser 
und eine zu ihm parallele Sehne eines Kreises, so ist evident, 
dass wenn eine Linie von der Länge n an irgend einem 
Punkte einen rechten Winkel spannt, eine zu ihr parallele 
Linie im Abstand ^ a cos tp den Abschnitt a sin tp mit einem 
Paar unter dem Winkel <p geneigter, zu den rechtwinkligen 
Geraden symmetrischer Linien bildet. Daher ist die Enveloppe 
einer Geraden von der Länge a sin tp zwischen den schiefen 
Geraden eine dem Werthe k = ^ a cos q> entsprechende Pa- 
rallelcurve zu der Enveloppe für die rechtwinkligen Geraden 
d. h. zu x} -f- yi = ai. 

119. Wenn 6a: -|- J = 0 die Tangente einer in 

rechtwinkligen t'oordinaten ausgedriiekten Curvc darstellt, 
so ist 

eine Tangente der Parallelcurve ; ist also die gegebene Curve 
in Linicncoordinaten ausgedrückt, so erhalten wir die der Pa- 
rallelcurve, indem wir für £ den Werth C -}- kp substituieren, 
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für p = j/(|* ^ rj‘). Ist jene Gleicliung fler Origiualcurve 
V = tl, so ist die der Parallelcurve 




(PV 

dt’ 


+ 


0 . 


Diese Gleichung wird von den Wurzeln befreit, indem man 
die Glieder mit ungeraden Potenzen von p auf die eine Seite 
bringt und dann quadriert; der Grad der so entstehenden 
Gleichung ist das Doppelte von dem der Originalgleichung 
in Uebereiustimmung mit den schon gewonnenen Ergeb- 
nissen. 


Beispiel 1. Man licstimnie die Gleichung der l’arallctciirvo 
zu -f- = 1 in Linienenordinaten. Die entsprechende Gleiehmig 

der Ellipse ist 

„t {. + ;,»,,» = ft, 
die der rKrallolcurvo also 

a* f» -f 6* ,» = (f + A p)t 

oder 

{(«’ - k>) i> -f (fct - W i,t - ft)» = 4 it’ (P 4- n’} P- 

Beispiel 2. Die Gleichung der I’arallelcurvc der Parabel 
“ px in Linienenordinaten zu geben. Die entsprechende Gleichung 
der Parabel ist 

Pl’=-k(t. 

die der Parallelcurve also 

(P >J* - 4 I f1« =. 4 t« {«' 4- ’j’) 

Beispiel 3. Entwickele die Gleichung der Parallelen eines 
Kreises in Liniencoordinaten. Der Kreis vom Mittelpunkt n, h und dem 
Radius c hat die Gleichung in Liniencoordinaten („Kegelschnitte“ 
Art. 120, 3.) 

(o«4-6>j4-f)* = ct(t*4- l’)i 

seine Parallelcurve somit 

(oj 4-t'>j4-f + ü e)* = c»e'; 
diese Gleichung zerfällt in Factoren und giebt 

oj 4" ^>1 4" J 4- 4:p = 4; Cf, 

welches rationalisiert die Gleichung 

(a{4-6,4-f)t = (c ± A-)t (ft 4- >J’) 

giebt, die ein Paar von concentrischen Kreisen mit den Radien (c4:^) 
dantellt, wie es sein muss. 
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120. (jauz so wie im letzten Heispiel ergiebt sich, dass 
für jede Curve, deren Cileichiuig in Liuieiicoordiiiaten von 
der Form 

+ f) = 

ist, die Parallelcurve in zwei Tlieile von gleicher Form mit 
dem Original zerfallt, oder da.ss die den Wertben k ent- 
•sprechenden Parallelen verschiedene Curven au.statt zwei 
Zweige derselben Curve sind. Denn durch die Substitution 
f für (; werden u und v in giuiz gleicher Weise ver- 

ändert, nämlich in 

u -(- m'A'p -|- u'k'^Q- -}-•••, r -j- e'A'p -f- ■ • und «•p'-' =■ n* 
wird also zu 

(h -f- i«7.p -|- n~k-Q‘ -|- ■ y Q- == (v -f- v' k'Q -f- v"k-^‘‘ -(- ■ 

was in Fa< loren zerfällt , die getrennt rationalisiert werden 
können und »las Hcsultat liefern 

;« -f u 'k^Q-^ -I + (v k + v" )}-^ p^ 

= {(■ + r"/:-p’ H + («'/.• p' -f «■" Pp' + ■ • •)}’. 

Die (ileichung, welche wir vorher für die Parallelcurve eines 
Kegelschnitts gegeben haben , ist von der hier betrachteten 
Form und wir entnehmen daraus, dass die Parallelcurve zu 
ihr in der Entfernung k' in zwei ihr wesentlich gleiche Theile 
zerfällt, nämlich in die beiden Parallelcurveu des Kegelschnitts 
in den Entfernungen k + k', wie geometrisch evident ist. 
Für die früher erwähnte Curve .ci -j- y? = aä zeigt die Form 
ihrer Gleichung in Linieucoordiuaten 

(V + »?’) = a’ y, 

dass ihre Parallelcurve- in Factoren zerfällt; in der That ist 
die (ileichung derselben in Liniencoordinaten 

Wenn wir für « und v die allgemeinsten Functionen ersten 
und zweiten Gra<les in J, tj, g nehmen, so bezeichnet 

p’ => P 

eine Curve vierter Classe mit zwei Doppeltangenten also von 
der achten Ordnung; diese Functionen können aber so an- 
genommen werden, dass die Doppeltangeuten zu stationären 
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Tangenten werden, und dass die (’urve überdiess eine andere 
doppelte oder stationäre Tangente hat, und man kann somit 
in dieser Art die Gleichung einer (!un’e dritter und vierter 
Ordnung bilden, deren l’arallelcurve in Factoren zerrällt. 
Von dieser Art ist wie wir später sehen werden die Iteciproke 
des Cartesischen Ovals. 

121. Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten pro- 
jectivische (vcrgl. „Kegelschnitte“ Art. 61, t>4.) anwenden, so 
ist die Gleichung einer zur Geraden 

£i .r, + Xj + I, ^3 = 0 

parallelen Linie von der Form • 

^I-®! + Sj-' j + + w» sin i + »in '4, Xj sin.^j lJ/'X*'') 

mit 

S = |,^+£./+l3’-2£,£3Cos.4,-2£3£,cosyl,-2|,|,cos^3; 
wir erkennen daraus, dass die Gleichung der Parallelen einer 
Curve in Liuiencoordinaten aus der Gleichung dieser Curve 
selbst in Liniencoordinaten entsteht, indem man für die die 
iSummen £; -|" -4, substituiert. Wir wissen (vergl. 

„Kegelschnitte“ Art. 363.), dass »S = 0 die Gleichung der 
Punkte I, J in Liniencoordinaten ist und erkennen damit, 
dass für S = 0 als die Gleichung von zwei beliebigen Punk- 
ten und 

a^x^ -f- a-jX, -j- «j.r, = 0 

als die Gleichung ihrer Verbindungslinie die Enveloppe von 
^,x, -f- gja:, -f £3X3 = n 

und von 

|,a:, -1- 6jXj 4- £,.X3 + («,r, + a^x^ -|- o,j:,) f/(S) = 0 

parallele oder vielmehr quasi -parallele Curven sind. 

122. Wir nannten in Art. 114. den Ort des Fiisspunktes 
der Normale zur Tangente, die von einem gegebenen Pol 
oder Centrum ausgeht, die Fusspunktlinie der gegebenen 
Curve. Denken wir zu derselben abermals die Fu.sspunkt- 
curven bestimmt, etc., so entsteht eine Heihe von zweiten, 
dritten , etc. Fus8|)uiiktcurvcn der gegebenen Curve. Diese 
Reihe kann auch rückwärts fortgesetzt werden, indem man 
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die Curvc aufsuclit und als erste negative F usspunktcurvc 
bezeichnet, vun welcher die gegebene Curve die Fussjninkt- 
curve ist, etc. Das Problem der Uestinimung der negativen 
Fiisspunktcurve fordert die Bestimmung der Enveloppe einer 
Geraden , welche durch den Endpunkt des Radius vector recht- 
winklig zu demselben gezogen wird; in andern Worten, es 
fordert die Bestimmung der Enveloppe von 

+ »?!/ = r + 

wo I, ij die Gleichung der Curve befriedigen. Wir sahen so- 
eben, dass das Problem der Aufsuchung der Parallelcurve 
auf das der Bestimmung der Enveloppe von 

‘2U+‘‘lri!l + k'‘ + 
mit denselben Bedingungen zuriiekkommt; in der That hat 
schon Roberts bemerkt, dass diese beiden geometrischen 
Probleme auf dasselbe analytische Problem zurückkommen, 
nämlich die Bestimmung einer Enveloppe von der Form 

Ai + lir, + C^V + V\ 

und dass inan aus der Gleichung der Parallelcurve die Glei- 
chung der negativen Fu.sspunktcurve erhält, wenn man in 
ihr //’ macht und dann ^ x und ^ // für x und y 

einsetzt. Gewöhnlich ist jedoch das Problem der Bestimmung 
der Parallelcurve das schwierigere von beiden; immerhin giebt 
die Methode unmittelbar die negative Fusspunktcurvc der 
geraden Linie und des Kreises vom Radius a , weil die Pa- 
rallelcurve für jene ein Paar von äquidistanten parallelen 
Geraden und für diesen ein Paar concentrischer Kreise von 
den Radien (« + A) ist, so dass die Gleichung der Parallel- 
curve in beiden Fällen unmittelbar gegeben ist und somit die 
der negativen Fusspunktcurven durch das angegebene Ver- 
fahren gebildet werden können. 

123. Wenn man* für irgend eine Curve in jedem von 
einem festen Ursprung oder Centrum der Inversion 0 aus- 
gehenden Radius vector OP ein Stück OP' abträgt, welches 
dem reciproken Werthe von OP gleich ist, so heisst der Ort 
von P die Inverse der gegebenen Curve. Daraus erhellt, 
dass die Fusspunktcurve einer gegebenen Curvc die Inverse 
ihrer reciproken Polare und dass die erste negative Fusspunkt- 
curve die rcciproke Polare ihrer Inversen ist, vorausgesetzt. 
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dass dioso roriproken Polaren in Bezug auf einen aus dem 
Centruni der Inversion beschriebenen Kreis gebildet sind. 

Es unterliegt keiner Schwierigkeit, durch eine mit der 
in den andern Fällen angewendeten sehr ähnliche Schluss- 
weise die Charactere der inversen Curve einer gegebenen 
Originalcurve zu bestimmen, somit auch die Charactere der 
Fusspunktcurve und der negativen Fusspunktcurve; es er- 
scheint als hinreichend, die Resultate der Untersuchung mit- 
zutheilen. Wir gebrauchen s und tf, um dadurch wie früher 
auszudrücken respective, wie viel mal die Curve durch einen 
der Punkte 1 oder J geht, und wie viel mal sie die Gerade 
JJ berührt; wir bezeichnen durch (*, <J* die reciproken Sin- 
gularitäten, nämlich die Zahl von Berührungen einer Curve 
mit einer der Geraden Ol otler OJ und die Vielfachheit des 
llindurchgchens durch den Ursprung 0; ferner durch und 
die Zahl der zusaramenfallenden Tangenten für einen viel- 
fachen Punkt in 0 oder in I oder J, so dass z. B. n„ = 1 
wäre, falls der Ursprung eine Spitze ist; endlich durch n* 
und ff,* die reciproken Singularitäten. Dann erhalten wir 
für die inverse Curve 

p'=2p — 4 — ö* v'= V -f — 2 (4 + Ö*) — (4*-|- <J) -f- (ff„-l-ff,), 

4'=2(t — 4 — 2ö*, a=ff„, 4*'=ff,, ö*'=p— 4, 

ff„'= ff, ff,'= 4*; 

für die Fusspunktcurve 

^l'= 2v — 4* — ff , fl -|- 2v — 2 (ff-f-4*) (ff*-(-4) -f- ff„*-f-ff,*, 

t = 2 P 2 ff — 4*, ff' = ff„*, 4*’ = ff,*, ff*' = P 4*, 

3T„'= ff*, W,'= 4; 

endlich für die negative Fusspunktcurve 

P'= V + 2/t - 2 (4 + ff*) — (4*+ a) -f -f. ff, , 

v'=2fl 4 — ff*, 4'=»i, ff' = (t — 4, 

t*'—2fi — 4 — 2ff*, ff*'=«„, ff„'=ff, 

Deiapiul 1. Man bestimme die negative Fusspunktcurve der 
l’arabcl Tür den Brennpunkt als i’ul, oder was dasselbe ist, ihre Urenu- 
linie durch Kellexion für Strahlen, welche der Axe parallel sind. 

Sei die tileicliung 


y* = 4 (»II -f- »I*) , 
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so kann jeder Punkt der Curve dargettellt werden durch 
■T -f »I 1’ »« , y =- 2 i I« 
und die Gleichung -|- jjy =■ 4’ -f* " ''■*1 

(i‘ — 1) X -f- 2Jy = (i' + 1)» m. 

Die Invarianten dieser in I biquadratischen Porm sind 

S = 3 (x + 4ni)*, r = (x 4»n)* — 64 »i (x’ -f y*) ; 

die Discriminauti* H’ — 27 T’ wird daher durch x' -f y’ theilbar und 
giebt die Gleichung 

(x -|- 4 m)* = 27 m (i* -j- y’). 

Dieselbe ist der Gleichung in Polarcoordinaten yl cos 1 o) ml üqiii- 
valent, zu welcher man auf anderem Wege gelangen konnte, weil aus 
Art. 96. unmittelbar folgt, dass für eine Curve, deren Gleichung in die 
Form p" = o”' cos m <0 gebracht werden kann, die Gleichungen der 
Fusspnnktcnrve und der negativen Fugspnnktcurve von derselben Form 

sind, indem nur in respective in . *" und — übergeht. Fs mag 

angemerkt werden, dass die Gleichung der Tangente einer Parallel- 
curvc zu dieser Curve 

(J« - 1) X + 2iy = (i* + I)‘ m + (V + I) I- 

ist und dass dieselbe eine Enveloppe fünfter Ordnung erzeugt, bei 
welcher die den Werthen ± k entsprechenden Curven verschieden sind. 
So sind im Allgemeinen die Parallelcnrven unicursal für Curven, deren 
Tangente die Gleichnngsform 

(i. _l)x+2ty=<p^^) 

hat Nehmen wir z. B. <p (i) = m i’, so erhalten wir eine Curve dritter 
Classe und vierter Ordnung, welche durch die unendlich ferne Gerade 
berührt wird und die Punkte I, J enthält. 


Beispiel 2. Die negative Fusspunktcurve für die Ellipse 

P V, =“ 1 2 U bestimmen, wenn der Pol im Centrum derselben 

tr 

liegt. Setzen wir für die Coordinaten eines Punktes der Ellipse wie 
gewönlich a cos q» und 6 sin qp, so gilt es, die Enveloppe der Geraden 

«X cos qp -p hy sin tp = a’cos’ qp -p sin*qp 
^ (n’ -p h') + 4 ("* — <=08 2 <p 

zu bestimmen. Setzen wir 

I (n’ -p 6*) = m , J — 6*) = « 
so wird die Enveloppe nach Art. 86. 

{.3 (a'x» + 6*y») - 4 (wi’ + 3n»)}’ 

-p |9 (m — 3«) n’x* -p 9 (m -p 3«) 6*y’ — 8m (in’ — 9n’)J* = 0”). 
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Beispiel 3. Man bestimme die negative Fusspunktcurve der 
Ellipse für den l’ol im Brennpunkt. Das vom Brennpankt ans ge- 
messene X ist c a cosqp und der Brennstrahl a -|-*c cosip; es ist also 
die Enveloppe von 

.r (c a cos «p) -|- y 6 sin qp = (a c cos qp)’ 

/.u bestimmen, oder von 

c» cos 2qp -f- o (4c — 2a:) cos <p — 2 sin qp 4- (2a* -|- c* — 2ex) = 0 ; 
sie ist durch 

{36* (x* -f ^) — (2b* -f cx)*}’ 

-f- |9b* (a* — cx -f 2c*) (x* y’) — (26* -f- ex)*}’ =■ 0 

dargestellt, welche Gleichung in entwickelter Form den Factor (x’-f-y*) 
abzusondem gestattet und somit eine Curve vierter Ordnung reprä- 
sentiert, die die Geraden x* -f y* = 0 zu stationären Tangenten hat. 
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Viertes KapiteL 

Metrische Eigenschaften der Cnrven. 

12t Die wichtigeren metrischen Eigeuseliafteu der Curven 
sollen in diesem Kapitel entwickelt werdeji. Zur Unter- 
suchung stdeher Eigenschaften benutzt man am besten die 
rechtwinkligen Cartesischen (,'oordinaten, weil wir (vergl. 
Art. 35.) durch die Substitution von p cos 0 und p sin 6 f(ir 
X und y aus der Gleichung unmittelbar die Längen der Seg- 
mente erhalten, welche von der Curve in irgend einer durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Geraden be- 
.4timint werden; also auch in jeder beliebigen Geraden, weil 
durch Coordinaten -Transformation jeder Punkt zum Anfangs- 
punkt gemacht werden kann. 

Daraus entspringt zunächst der Satz von Newton; Wenn 
man dureh einen Punkt 0 zwei Sehnen zieht, die 
eine Curve w'" Ordnung in den Punkten 

■^ 1 » ^i> • • •» 

respcctivc schneiden, so ist das Verhältniss 
OH, . UH, . . . OH, 



der Producte der Abschnitte in der einen und der 
andern Geraden constant für alle Lagen des Punk- 
tes 0, bei unveränderter iiiehtung der Transver- 
salen '"). (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn aus der 
Polargleichung der Curve (Art. 36.) folgt, dass das Product 
aller Werthe des Radius vector in einer durch den Anfangs- 
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jjimkl geliciulen und unter dem Winkel 0 zur Axe der x ge- 
neigten (ieraden 

^ A _ 

J‘ cos" 0 -f- ^ cos" ’ Ö sin 6 -1- • • • ’ 

ist, und dass das entsjirecdiende Product für eine andere unter 
0' zur Axe der x geneigte (ieriide den Werth 

A 

• P cos" e' -f- ^ cos" e' sin 0' -t- • • • ’ 

dass also ilas Verliältniss beider durch den Brueli 
cos" 0 + cos"~ * 0 slii H -t ■ ■ 

I’ cos" 0' -h ^ cos" ' 0’ sin 0' -f ■ • ■ 

ausgedruckt wird. Durch eine Transformation Cartesischer 
Coordinaten zu parallelen Axen werden aber die Coefficienten 
iler höclisten Potenzen der Veränderlichen in der (Jleichung 
und also auch das geschriebene Verliältniss nicht geändert. 
(Vcrgl. „ Kegelschnitte“ .Art. 93.) AVir können den.selben 
Satz auch so aussprechen: Wenn durch zwei feste Punkte 
0, 0’ parallele Transversalen zu einer Curve 
Ordnung gezogen werden, so ist das Verliältniss 
der Sogmenlenproducte 

OA’i . OJL . . . 

constant, welches auch die Richtung der Trans- 
versalen sein mag. („Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn 
für A' als das absolute Glied der Gleichung der Curve nach 
der Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten von 0 
nach ()' ist das zweite Pro<luct 

“ P coa" 0-1 ’ 

so dass das Verhältniss der Producte der Segmente = A : A' 
und somit unabhängig von 0 wird. 

.Man weiss ferner (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 93.), 
dass das neue absolute Glied das Resultat der Substitution 
iler Coordinaten des neuen Anfangspunktes 0' in die Glei- 
chung der Curve ist und sieht daher, dass das Resultat einer 
solchen Substitution immer dem Product der Segmente pro- 
portional ist, die von der Curve in einer durch 0' in ge- 

Kaltnon, Turirrn. - 9 
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gebener Uiclitung gc'/ogeneii Geraden nbgcschniUen werden. 
(.W-rgl. „Kegelschnitte“ Art. 291.) 

125. Aus dem vorigen Satze ergiebt sich der von Carnot, 
von welchem ein Sjiecialfall gegeben ist „Kegelschnitte“ 
Art. 327. Jede Seite eines Polygons AliC . . . schneide eine 
Curve Ordnung in n reellen Pankteii, und seien durch 
\ll), (Ji)‘ die Producte der n von IS ansgemessenen Segmente 
bezeichnet, die die Curve so auf den Si-iten BC, BÄ be- 
stimmt, so ist 

C-iy. (By . {cy. {ny . . . = '(.i) . \B) /(C) . ys ) . . . 

Denn lur Itadien vectoreii, die durch einen beliebigen 
Punkt iiarallel zu den Seiten des Polygons gezogen werden, 
gelk-n, wenn wir ihre Segmentenproducte in analogerVVei.se 
durch (o), (t>), (c), . . . bezeichnen, ohne Hiieksicht auf die 
V'orzeichen die Uelationen 

ys) : ilsy = (o) : (/,), '{C) : (0)' = (l>) : (r) , 
y>) : (jyy = (e) : (,/), etc. 

und die V'^erbindung dersellx'ii zum Pro<luet beweist den aus- 
gesprochenen Satz. 

12ü. Bei der Anwendung des Carnot’scheu Satzes ist auf 
die Vorzeichen der Producte sorgfältig zu achten, um Zwei- 
deutigkeiten zu vermeiden. Betrachten wir die Segmente in 
der Linie AIS, so ist (zl)' das Product von n im Sinne von 
A nach IS geme.ssenen Segmenten und '(7t) das l’roduct von 
gleichfalls « im Sinne von JS nach A gemessenen Segmenten, 
sodass nach der Regel der Zeichen (vergl. „Kegelschnitte“ 
Art. G., 7.) je<les Segment der letzteren Gruppe als von ent- 
gegengesetztem Zeichen zu jedem der erstem zu betrachten 
ist und also wenn wir dem Product (zl)' das Zeichen -J- geben, 
das Product '(77) das Zeichen ( — )* erhalten muss, d. i. -4- für 
gerade und — für ungerade «. Ist dann /.' die Seitenanzahl 
des Polygons, so muss die Gleichung des letzten Artikel.s, 
in der jede Seite aus /.• Factoren wie (yl)' oder '{A) besteht, 
in der Form 

{Ay. {isy. (C)' . . . = (-)"* \A) .ys) .\u ) .... 

geschrieben werden, d. h. die rechte Seite hat für Curveii 
von gerader Ordnungszidd und für Polygone von gerader 
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Seitenzahl «las Zeichen -f- nnil erhält «hw Zi*ichen — , wenn 
l)ei<le Zahhni ungerade sind 

Beispiel 1. Eiui« gerjide Linie schiieiile «lie Seiten eines üri'i- 
ecks AB, BC, CA in den Punkten C, A', B' , dann ist 
AC . BA' . CB' = — AB . B(f . CÄ 
(„ KegelsebniUe“. Art. 4i.) und das Zeielien sagt aus, dass eine Gerade^ 
welche zwei Seiten des Dreiecks zwischen ihren Endpunkten schni-idet, 
die dritte Seite ausserhall« schneiden muss. Wenn die Linien AA', 
BB', €'(’•' durch «'inen Punkt gehen, to wird die llelatiou 
AC*’.BÄ. CB' ^ + AB' . BC*' . CA' 
erfüllt („ KegelBchnitte" Art. 43.) und die Gerade AJ! wird in den 
Punkten C und hariiionisch getheilL 

Beispiel 2. Die Seiten des Dreiecks werden von einem Kegid- 
schnitt in den Punkten A', B', C berührt, wenn nach C’arnot’s Theorem 
A C* .BA'*. CB* = + AB*. B C* . CA* 

und daher 

AC !ba' .CB' =.± Alf . BC . CA' 
ist, wo da.s obere Zeichen dadurch ausgeschlossen ist, dass eine gerade 
Linie nicht drei Punkte mit einem Kegelschnitt gemein haben kann. 
Damit sagt aber der Satz aus, dass die Verbindungslinien der Ecken 
des Dreiecks mit den Berührungspunkten der Gegenseiten sich in einem 
Punkte schneiden. 

Beispiel 3. Wenn A', B', C luHexionspiiukte einer Ciirve 
dritter Ordnung mit den Tangenten BC, CA, AB sind, so sagt der 
(’arnofsche Satz, dass 

A C* . BA'* . CB * =. — AB * . BC* . (' Ä* 

sein ninss, oder nach der einzigen reellen Wurzel 

AC . BÄ . CB' — — AB' . BC . CÄ, 
d. h. wenn ei ne Curve dritter Ordnung drei re eile Inflexion s- 
piiukte hat, so liegen dieselben immer in einer geraden 
l.inie. Daher kann eine Curve dritter Ordnung überhaupt nur drei 
reelle Intlcxiouspiinkte haben, weil, falls sie deren mehrere hätte, 
dieser Salz für alle die Lage in derselben Geraden fordern würde, 
während doch eine Gerade eine Curve dritter Ordnung eben nur drei.* 
mal schneiden kann. 

Derselbe Schluss beweist übrigens, dass drei reelle Punkte einer 
Curve von ungerader Ordnung «, in deren jedem die Tangente n 
Punkte mit der Curve gemein hätte, immer in einer geraden Linie 
liegen müssen. 

Beispiel 4. Wenn in einer Curve vierter Ordnung drei Doppcl- 
tangenten AB, BC, CA mit den Berührungspunkten 
C, C'i Ä, Ä'i B', B ", 

9* 
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betrachtet wcr«Ien, so ist 

AC'*.AV'. JlA\/l.r*.CJl f.Cjn = A/l ’.A/i'^ /!CX JIC' rCA'*.CA '* 
oder 

AC. AC'\ JJA'. BA". CB'. CB " =» + AB'. AB ". BV . BC" . CA'. CA". 

Dicss (fiebt mit Uücksieht auf das dopiielte Vorzeichen den Satz: Kür 
drei Doppeltangcntcn einer Kurve vierter Ordnung gclit der Kegel- 
schnitt, welcher fünf ihrer Uerfdirungspunktc enthält, entweder auch 
durch den sechsten Herfihrungspnnkt oder durch den ihm in der be- 
trcfl'eiulen Seite des Dreiecks der Doppeltaugenten harmonisch eonju- 
gierten l’unkt. Somit giebt es zwei versehiedene Arten von Triaden 
der Doppeltangenten einer Curvo vierter Ordnung, die diese geome- 
trischen Kennzeichen von einander trennen. 

127. Es gield besondere Fälle, in denen der (.'arnot’schc 
Satz eine Modifieation verlangt. Zuerst, wenn eine der Ecken 
des Polygons •/.. II. A unendlich fern wäre, oder zwei Nacli- 
barseiten des.selben parallel, so ist in der Grenze {Ay~'{A) 
und somit die Gleichung des ( ’arnot schen- Satzes 

(ny. (cy . . . . = yi) .\C) .... 

Wenn zweitens eine der Ecken z. 15. A in der Curve läge, 
■ so w'iinle einer der n Factoren in jedem der Productc (A)' 
und '(.1) verschwinden; wir können aber, wegen 

A Jl : A 11' = sin liJÜA ; sin IHiA , 

für das Verhältniss dieser verschwindenden Factoren das Ver- 
hältniss der sinus der Winkel setzen, welche die iSeiten des 
Polygons in A mit der Tangente der Curve in A machen, 
so dass die Carnot'sehc Formel wird 

{Ay . {Iiy . (Cy . . . : sin ß = '(-4) ■'{!>) .'{(T) . . . : sin 

wo nun (A)' und '(A) mir je (» — 1) Factoren haben, und 
u,a die Winkel bezeichnen, welche die Seiten der Geraden, 
in denen (X)' und '(A) respcctive gemessen sind, mit der 
Tangente in A machen. In dieser Art folgt z. B. der Satz: 
„Wenn ein Polygon einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, 
so ist das stetige Product der sinus der Winkel , welche die 
Seiten des.selben mit der Kegelschnittstangente am jedes- 
maligen rechten Ende bilden , gleich dem Product der sinus 
der Winkel, welche .sie mit der 'l'angeiite am linken Ende 
einschlicsseu. 
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128. VVi'iiii in üincr genitieii ijiiii« n Punkte liegen, so 
nennt man denjenigen Punkt in ihr, für welchen die alge- 
braische Summe seiner Entfernungen von ihnen verschwindet, 
das Centrum der mittlern Entfernung der gegebenen Punkte. 
Ist die Entfernung des Centrums von irgend einem gegebenen 
Punkte 0 der Linie ?/ und sind die Entfernungen desselben 
Punktes 0 von den n angenommenen Punkten 

Um Hn • • •> V"! 

so sind die Entfernungen des Centrums von den n Punkten 
— 

und die durcli die Definition gegebene BLdingung ist 

^ (.'/ — '/() = ^ (.'/i)i 

d. h. die Entfernung eines angenommenen Punktes vom Cen- 
trum ist gleich der durch die Zahl der Punkte dividierten 
Humme seiner Entfernungen von den gegebenen Punkten oder 
gleich der mittleren Entfernung des angenommenen 
Punktes von den letzteren. So ist für zwei Punkte das Cen- 
trum der mittlern Entfernungen der Mittelpunkt der von 
ihnen begrenzten Strecke und die Entfernung jedes Punktes 
von ihm ist gleich der halben Summe seiner Entfernungen 
von den beiden Punkten der Gru])pe. 

Die wohlbekannten Eigenschaften der Durchmesser der 
Kegelschnitte wurden in dem hierdurch begründeten Sinne von 
Newton *') im folgenden für. alle algebraischen Curven gül- 
tigen Satze erweitert: Wenn man eine Curve >i'" Ord- 
nung durch ein System von Parallelen schneidet 
und in jeder derselben das Centrum der mittlern 
En-tfern ungen ihrer »Schnittpunkte mit der Curve 
bestimmt, so ist der Ort dieses Centrums eine 
gerade Linie, welche als der dem gegebenen System 
paralleler Sehnen entspreche lule der Richtung 
desselben conjugierte Durchmesser bezeichnet 
werden kann. Wir benutzen zum Beweis die in dem spe- 
ciellen Falle der Kegelschnitte angeweudete .Methode (vergl. 
„Kegelschnitte" Art. 100.). Der Anfangspunkt der Coordi- 
naten ist das Centrum der mittlern Entfernungen tür eine 
Sehne unter dem Winkel 0 zur .\xe der x, wenn 6 so be- 
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stimmt ist, dass durch die dem Uebergaiig zu Polarcoordi- 
nateu entsprechende Substitution p cos 0, p sin 0 oder im 
Kalle schiefwinkliger Axen mg, »p für x und if der Coef- 
ficient von p"~' verschwindet. Wir suchen dann die Be- 
dingung auf, unter welcher ein anderer I’unkt x' y das Cen- 
trum der inittlern Entfernungen für eine zur vorigen parallele 
Sehne ist, indem wir zu neuen Axen durch diesen I’unkt 
x' y und parallel zu den alten transformieren; der neue Coef- 
ticieiit von p""^* muss für denselben Werth von 0 ver- 
schwinden. Wenn aber die Gleichung U == 0 zu parallelen 
Axen durch die Substitution 


4- U'+ 

für X und y transformiert wird, so wird sie 


, , <ir , 

^ ,U + ’J 


c/r 

d;/ 

i’r 


1 I / 5 d»r , . (t'f/ , . .t*r\ , 


hier enthalton nur die drei ersten Glieder die V'ariahelu in 
der (» — 1)"" Potenz und weil in diesen Gliedern x', y nur 
ini ersten Grade vorkommt, so muss der fragliche Ort eine 
gerade Linie sein. Ihre Gleichung ist 


11 I da'"' , c/u'"> 

+ +'Jd^ 


= 0 . 


wenn wir in m'"', für x und y entweder cos 0 und sin 0 

oder m und n substituiert denken. 


129. Newton hat auch bemerkt, dass der nämliche Punkt 
das Centrura der mittleren Entfernungen in einer Geraden 
ist für das System ihrer Schnittpunkte mit der Curve und 
für das ihrer Schnittpunkte mit den Asymptoten derselben, 
und dass daher die algebraische Summe der Abschnitte zwi- 
schen der Curve und ihren Asymptoten gleich Null ist — 
auch die Erweiterung eines wohlbekannten Satzes („Kegel- 
schnitte“ Art. 205.). Die Wahrheit derselben folgt aus der 
im letzten Artikel gegebenen Gleichung eines Durchmessers 
und aus Art. .52. , wonach die Glieder «'"' und in der 

Gleichung der Curve und der Gleichung ihrer Asymptoten 
übercinstimmen. 
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Wir können in !iinil(ii;cr Weise ilen Ort eines Punk- 
tes suchen, für welchen ilie Suinine der Pruducte in Paaren 
Null ist für die iu gegebener Richtung gemessenen Abschnitte 
zwischen ihm und der Curve. Der Anfangspunkt der foor- 
dinaten ist ein sulcher Punkt, wenn der Ccefficient von q’'~* 
für den gegeljcnen Werth von 0 verschwindet; der Ort sol- 
cher Punkte wird also wie in Art. 128. gefunilcii, indem man 
untersucht, welche Relation zwischen x' und y statttinderi 
muss, damit der t'oefficient von p""* in der transformierten 
Oleichung verschwindet. Weil aber die Glieder (n — 2)'''" 
Grades in x und y keine höheren als die zweiten Potenzen 
von X und //' enthalten, so ist der fragliclie Ort ein Kegcl- 
schnitt, den wir den Dianietralkegelschnitt neunen 
wollen. iSeine Gleichung ist 


_|_ j: 


lUc 


II 

^-<J j-j- 


+ i V d.c,h, + 'J' lhj~) = 


wenn wir in m**"^**, etc. cos 0 und sin 0 für x und y substi- 
tuiert denken. Wenn die Entfernungen irgend eine.s Punktes 
vom Diametralkegelschnitt durch y und von der Curve durch 
V\) !/:•)••• bezeichnet sind, so haben wir nach der Defi- 
nation 


iV — Hx) iV - >Ji) = 

eine Suuime.von so viel Gliedern als Coinbinationen zu 
zweien zwischen n Dingen, also von 1) Gliedern. 

Denken wir dieselbe entwickelt und nach Potenzen von y ge- 
ordnet, so ist der Coefficient von tf- eben gleich | n (n — 1); 
der Coefficient von y be.steht dann aus J n (it — 1) Gliedern 
von der Form — {y^ y.,) und muss somit, weil er in den 

H Grössen i/,, y,, ... syininetrisch sein muss, durch 
-(«- l)I(y) 
dargestellt sein. Es ist also 

^ (it — ?/i) ('/ - .'/■.•) 

= J n (n — 1) y- — (a — 1) y Z (y,) + I (y, y,) -= 0. 
Diese quadratische Gleichung giebt die Entfernungen 
eines beliebigen Punktes vom Dianietralkegelschnitt, wenn 
wir seine Entfernungen von der Curve wissen. Das \ n (n — 1) 
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faclie ilicscs l’riuliitt.s ist jili-iuli Z ((/, d. li. das l‘rodiu-1 
d(»r Eilt fern UM}' eil vom I)iametralkü}'elschiiitt ist 
gleich dem mittlern I’ruduct der Distanzen von 
der Cur ve in Paaren, weil ja die Zahl der Producte dieser 
Art ebenfalls J n (« — 1) ist. Die .Summe der Entfernungen 

vom DianiL'lralkogclscliniit isit “ ^ (//)■ uiitllciv 

Entfernung ist daher für beide (birven dieselbe, weil in dem 
einen Falle zwei, im andern n Distanzen auftreten; die liei- 
den Cnrven haben also denselben Durthniesser. 

131. Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass eine Ciirve 
»''■'Ordnung krummlinige Dnrelimesser von jeder Ord- 
nnng bis zur (« — I)'"' haben kann. Der Ort eines Punktes, 
für welchen die Summe der Producte zu dreien Null ist für 
die in gegebener lüclitung gemessenen Distanzen von der 
(.'urve wird z. 11. gefunden, indem man den ( ’oeflicienten 
von p" ^ in der transformierten tileicimng gleich Null setzt. 
Wir linden ebenso wie vorher, dass 

^ (ll U\) (’J — !h) 0/ — !l:i) = /, « (m — l) (» — ‘^) V' 

- l(u—\) {n — 2) f Z (y,) + {n—2) y Z (»/, i/,) — Z (y, ;/., y,) 

ist und erkennen, dass die Curve und ihr cubischer Durch- 
mes.ser dieselbe mittlere Entfernung, dasselbe mittlere Product 
in Paaren und da.“selbe mittlere Product zu dreien für die 
Fhilferniingen haben. Ebenso für Durchmesser höherer Ord- 
nungen. Die folgenden lletrachtungen werden über diese 
krummlinigen Durchmesser weiteres Licht geben. 

1.32. Zunächst fügen wir dem von den Durchmessern 
ges.igten einiges von den Centren an. Wenn alle Glieder 
vom Graile (» — 1) in der Gleichung verschwinden, so ver- 
schwindet die algebraische Summe aller liadien vectoren 
durch den ’ Anfangsjuinkt der Coordinaten und man könnte 
denselben in diesem Sinne als ein Centrum benennen. Man 
wendet jedoch die Benennung Centrum gewöhnlich nur auf 
den Fall an, wo jedem Wertlie des Radius vector ein gleicher 
und entgegengesetzter Werth entspricht. Tn diesem Falle 
muss die zu 1‘olarcoordinaten transformierte Gleichung eine 
Function von p'^ sein. Ist die Curve also von gerader Ord- 
nungszahl, so kann ihre Gleichung in x und y für das Cen- 
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truiii als Anfangspunkt ki*ino tler nngcraden rottnzen der 
Variabein eiillialten und muss von der Form 
„(■■) ^ „IS) „») -I =0 

Sein. Ist die C’urve aber von ungeriidcr Ordnungszahl, so 
muss ihre l’olargleichung dureli Division mit p auf eine 
Funetion von p^ rediieierbar sein, und die (ileiclumg in x 
und II kann keine der geraden I’otenzen der Veränderlieben 
enthalten und muss die Form 


„(I) ^ „(») 4- „(.’■) -I =0 

haben. Diese Form zeigt, dass das Oentrnm einer Cnrve von 
ungerader Ordnung noihwendig ein Inllexionspunkt sein 
muss. 

Ks ist offenbar, diuss eine Cnrve von höherer als der 
zweiten Ordnung nur ausnahmsweise ein Cenfrum haben 
kann, weil es im Allgemeinen nicht möglich ist, durch 
Transformation der Coordinaten so viele Olieder aus der 
(ileiclinng der Cnrve zu entfernen, wie zu ihrer Reduction 
aid eine der obigen Formen erforderlich wäre. 

1.33. V^on Cotes rührt der wichtige Satz her: Wenn in 
jedem durch einen festen Punkt 0 gehenden Ra- 
dius vector der Cnrve ein Punkt li so bestimmt 
wird, dass 


jt 1 

OH ~~ O 



I 

Olh 


+ • • • 


ist, so ist der Ort von li eine gerade Linie Denn 
für 0 als Anfangspunkt der Coordinaten ist die Restimmungs- 
gleichung der n Radien vectoren von der Form 

A \ (/> CÜS0 -f C sinü) 

Q V 

(1) eos’^t) -f- L' cos 0 sin 0 -f- F sin'^0) + • • • = P , 

e" 

und somit 

• » ^ CO8 0 -{- CsinO 

OH “ “ Ä~ ^ 


oder mit Wiederherstellung der x und ij 
Hx -f- Cy -f- nA = 0. 

Uiess ist die in Art. GO. für die Polargerade ,1 des Aiifangs- 
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]iuiikit’8 yefuiitleiie (lleicliuiig und diu eben bewiesene Bigcn- 
seliafb ist die Erweiterung der wuhlbekannteii liariuonischcu 
Eigenschaft von Pole und Polare bei Kegelschnitten. (Vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 108.) 

13 1. Man begriiinlet diesellie Eigenschaft durch eine Me- 
thode, die der in „Kegelschnille“ Art. 124. angewendeleii 
analog ist, auch ohne den Punkt O /um Anfangspuiikt der 
Coordinaten zu machen. Wir sahen in Art. 63., dass für 
zwei Punkte 0 oder x,' und li oder Xi die Uleichung A == 0 
oder 


I i. 
J * 


ir -\ = 0. 

. bestimmt, nach weichen 


A- u' A« ' ,uA ir + 

ilie Verhältnisse 
die Verbindungslinie die.ser zwei Punkte durch die Curve ge- 
theilt wird. Aus der Theorie der Gleichungen folgt dann, 
dass A == 0 die Bedingung ausdrilckl, unter welcher die 
•8ummc der Wurzeln der Gleichung A = 0 verschwindet, d. h. 
dass A U' — 0 den Ort eines Punktes It darstellt, für welchen 
Uh, , hll, 

Oh, + Oh, + • • ■ = 

ist. Indem man />’//, durch {Oll, — 0 70 ersetzt, wird diese 
Gleichung in 

II 

uliergelührt. 

I3Ö. Man erkennt in gleicher Art, da.ss der Polar-Kegel- 
schnitt A’f,” 


o'u, + Oh, + 


oder 


0 der Ort eines Punktes ist, für den 
rlUl, _ 

^ \OR, OllJ ^ 

Z _ ' )(' _ > 'j = ü 
\ou ou,l \oii UUJ 

ist, und ähnlich für diu Polarcurveii höherer Ordnungen. Oie 
Polarcurve k'’’ Onlnung besitzt die Eigenschaften 


I - = — I 
OK k ^ 


1 

Oli' 


1 . 2 


k[k - 1) 


1 ■ 2 

’ n (« — 1) 
1 . 2 . 

*1 (ii — t) (n — 

1 


OK, . OK, 


1 


!) 


OK, OK, . OK, 
, etc. 


OK,‘ . (TlQ ' 

, Ll-’_ 

— k (k- 1) (k - 2) ^ OK,-~. OK,-'. Oß 
wo wir mit Oli einen Radius vector der Curve und mit 011* 
einen der Polarcurve bezeichnet haben. 
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136. Wenn <Ut I’iiiikt 0 ein unemllitli ferner Punkt ist, 
80 können die von ihm aus gemessenen Entfernungen als im 
Verhältniss Eins zu einander stehend und die Nenner der 

nrikhe , iili ’ ••■**''* einander gleich betrachtet werden. 
Die tlleiehung T = ü, welche die Eigenscliaft der Polar- 
linie ausdriickt, rcduciert sich dann auf r(7i/v',) = 0, d. h. 
die Summe der Abschnitte zwischen der Polare und der Curve 
in allen den nach 0 gehenden parallelen Sehnen verschwin- 
det. Die Polarlinie eines unendlich fernen Punktes 
ist der D u re h inesscr des Systems ])aralleler Seh- 
nen, welche deiisell)en zur iiichlung haben. 

Die Gleichung Z == <• iles Polarkegelsclinitts 

reduciert sich für einen uneinllich fernen Punkt 0 auf 
l{Un^ . HR.) = i) 

oder 

z {on - on,) {OR — oR,) = o, 

die Gleichung, welche nach Art. 13G. den Diaiiietralkegel- 
schuitt bestimmt. Und so ist allgemein der krumm- 
linige Durchmesser irgendeiner Ordnung mit der 
P ü 1 a r c u r V e derselben Ordnung identisch, für 
welche die Kichtung des Systems paralleler Seh. 
neu, dem der Durchmesser entspricht, der Pol ist. 

137. Mac Lau rin hat'''’) einen Satz gegeben, welcher die 
Erweiterung des Satzes von Newton in Art. 129. ist: Wenn 
man durch einen Punkt 0 eine gerade Linie zieht, 
die die Curve in »Punkten schneidet, so werden 
die Tangenten der Curve in diesen Punkten in 
Punkten R^*, R,*, ... so geschnitten, dass sic mit 
den Schnittpunkten Ji,, U,,... derselben Geraden 

mit der Curve der Relation Z = Z genügen. 

138. Man weiss, dass das Ccntruin eines Kegelschnitts 
als der Pol der unendlich fernen Geradim in Rezug auf den- 
selben zu betrachten ist und bemerkt sofort , dass für Curven 
höherer Ordnungen, .als in denen jeder geraden Linie f» — 1)’ 
Pole entsprechen (Art. 61.), ein einzelner Punkt von der 15e- 
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(linitmi^ des Ceiilriiius li'ir einen Kegelselinitt nielit existiert. 
Es er^iel)t sieh aber ein solcher für Curvcii liölierer 0 lassen, 
d. h. wenn man die vorhergehenden Untersuchungen, wie sie 
offenbar zu thun gestatten, auf Liniencoordinateii anwendet. 
Dann ergiebt sich für jede Gerade ein I’ol , eine I’olarcurve 
zweiter, dritter, etc. ('lasse bis zu einer Polarcurve (» — l)'”'' 
t'liusse aufwärts, die von den it Tangenten der üriginalcurve 
in ihren Schnitt[iunkten mit der Geraden berührt wird. Wir 
finden also bei der rntersuchung in Liniencoordinateii auch 
als den Pol der unendlich fernen Geraden einen einzigen be- 
stiiuinten Punkt. Untersuchen wir nun die metrischen Eigen- 
schaften des Pols einer Geraden in diesem Sinne und insbe- 
sondere des Pols der unendlich fernen Geraden. Wir be- 
nutzen das System des Art. 10., in welchem die Coordinaten 
einer geraden Linie den Periiendikeln proportional sind, 
die von drei festen Punkten auf sie gefällt werden; dann 
liezeichnet offenbar I : m das Verhältuiss der Sinus der Win- 
kel , in welche die Gerade 

4 i + + »mS/, + »1I3 

den Winkel theilt, den die (geraden 

£11 S.i) I 3 und || , I;,, I, 

mit einander bilden. Die der Gleichung A = 0 enksprechende 
Gleichung bestimmt das Verhältuiss der Sinus der Theile, in 
welche jener Winkel durch jede der Tangenten zerlegt wird, 
die man von seinem Scheitel an die Cui've Ulasse ziehen 
kann. Und wie in Art. U34. besitzt der Pol li einer Geraden 
die Eigenschaft 

y /sin 1{1*K\ , 

^ VsiniOZ'fV ~ 

für P als einen veränderlichen, 0 alseinen festen Punkt der 
gegebenen Geraden und li,, H .,. ... als die Berührungspunkte 
der von ihm ausgehenden Tangenten. So ist z. B. für eine 
Uurve zweiter Classe diese Relation 

»in JiPli, . »in Hl'li, 

»in K,PO »inJf,/'0 ~ ' 

d. h. wenn man von einem Punkte J' in der festen Geraden 
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OV Tangenten P/i, , an den Kegelschnitt und sodann 
die Gerade Pit so zieht, dass [ P . 0 P, II ein harmo- 
nisches Büschel ist, so geht P li durch einen festen Punkt 
— die fundamentale Abhängigkeit von Pol und Polare in 
Bezug auf einen Kegelschnitt als Curve zweiter Classe. Wir 
können die Uelatioii 


in die Form 


/»iu 

Vsin li,POI 


0 



setzen , wenn wir il/, als den Fusspunkt der Senkrechten von 
Ji’i auf die Gerade IIP und 0, als den Fusspunkt der Senkrech- 
ten von demselben Punkf auf die Gerade OP bezeichnen. 
Denken wir dann speciell die Gerade OP als unendlich fern, 
so werden die Nenner in der letztem Summe einander gleich 
und wir erhalten einfacher Z — 0, d. h. die Summe 

der Perpendikel ist Null, die man von den Bcrnhrung.spuuk- 
ten eines Systems jiaralleler Tangenten auf eine gleichge- 
richtete Gerade durch li fällen kann. Mit andern Worten: 
Das Centruin der mittlern Entfernungen der Be- 
rührungspunkte eines Systems von parallelen Tan- 
genten einer gegebenen Curve ist ein fester Punkt, 
welcher als Centrum derselben betrachtet werden 
kann — eip Satz von Chasles ’■'*). In einem Kegelschnitt ist 
es der Mittelpunkt in der Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte paralleler Tangenten, in einer Curve dritter Classe 
der Schwerpunkt des von diesen Berührungspunkten gebil- 
deten Dreiecks, etc. 

1.3!i. Es ist bekannt (vergl. „ Kegelschnitte“ Art. 310.), 
dass die Brennpunkte der Kegelschnitte die Eigenschaft be- 
sitzen, dass die von ihnen nach den Kreispunkten im Unend- 
lichen I, J gehenden Geraden die Curve berühren. Diess leitet 
zu der allgemeinen Erklärung der Brennpunkte vonPIücker’^): 
Ein Punkt P heisst ein Brennpunkt einer Curve, wenn die 
geraden Linien FI,1'J die Curve berühren, oder wie wir 
sagen wollen, wenn er der Durchschnitt einer 7-Tangente 
mit einer J-Tangente ist. Eine Curve r'" Classe hat dann 
iin Allgemeinen v- llrennpunkte, nämlich die Durchschnitts- 
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punkte der r /-Tangenten mit den v J-Tangenten. Es sind 
al)er nur p von diesen ßrennpunktcn reell, so lange die 
Curve reell ist; denn wenn die Gleichung einer der /-Tangen- 
ten A -j- i.D = 0 ist, mit A und li als linearen Functionen 
der Coordinaten, so hat eine unter den J-Tangeuten die 
Gleichung A — ill = 0 und diese beiden durchschneiden 
einainler in dem reellen l’unkte A = 0, 11 — 0, während auf 
keiner von beiden ein anderer reeller Punkt möglich ist. So 
hat ein Kegelschnitt i/ = 2 vier Brennpunkte, von denen 
zwei reell sind. 

Das Vorige gilt in der Voraussetzung, dass die Punkte 
/, J keine sjiecielle Lagenbeziehung zur Curve haben. Den- 
ken wir aber die Gerade IJ als gewöhnliche oder singuläre 
Tangente in einem Punkt A oder’mehreren Punkten A, li , . . 
welche von /, J selbst verschieden sind, also z. B. a fach 
unter den von / oder J ausgehenden Tangenten der Curve, 
so werden die /-Tangenten von der a fach zählenden Linie 
IJ und von {y — fl) andern Tangenten gebildet und ebenso 
die J-Tangenten. Die einzigen Brennpunkte, welche nicht 
im Unendlichen liegen, sind dann die Schnittpunkte der 
(p — fl) I und der ebenso vielen J-Tangenten; also giebt es 
(p — ö)- endliche Brennpunkte, von denen (v — fl) reell 
sind. Die Gesamintzahl der p^ Brennpunkte wird gebildet 
von den (n — a)'^ Brennpunkten in Verbindung mit den je 
0 (p — fl) fach zählenden Punkten / und J, so. wie den fl'-’ 
Schnittpunkten der fl /-Tangenten, welche mit IJ und der 
fl J-Tangenten, welche mit JI zusammen fallen. Jene zäh- 
len nämlich fl (i/ — fl) fach, als Durchschnitte von jeder der 
{p — fl) /- oder J-Tangeuten mit jeder der fl /- oder J- 
Tangenten, welche mit IJ zusammcnfallcn ; im Falle der 
mit IJ zusammenfalleiiden fl Tangenten aus / und aus J 
ist für irgend eine von ihnen lA ihr Berührungspunkt A 
als ihr Schnittpunkt mit der entsprechenden Tangente JA 
anzusetzen, iudess ihr Durchschnittspunkt mit jeder andern 
J-Tangente J If unbestimmt ist. 

Wenn also die unemllich ferne tierade die (Jurve fl mal in 
reellen l’unktcn berührt, so giebt es p reelle Bremijiunkte, von 
denen {p — fl) im Endlichen als eigentliche Brennpunkte anzu- 
schen und fl die Berührungsjuinkte mit der uueudlich fernen 
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Goraden sind *). So hat die Paral>el (v — 2, U = 1) einen end- 
lich angebbaren Brennpunkt und der andere reelle Brenn- 
punkt fallt mit der Richtung ihrer Axe zusammen. 

Ist ferner der Funkt I in der Curve, so muss so lange 
die Curve reell ist auch J in der Curve liegen mul wenn 1 
singulär in der Curve ist, so muss J ein singulärer Funkt 
derselben von der nämlichen Art sein. Denken wir beide 
zunächst als einfache Funkte der Curve, so bestehen die 
(u — a) /-Tangenten aus der zweifach zählenden Tangente 
in I und (y — a — 2) andern Tangenten ; und ebenso für 
die J- Tangenten. Die (u — ay Brennpunkte bestehen dann 
aus folgenden Gruj)pen: Dem reellen vierfach zählenden 
Schnittpunkt der Tangenten in I und J, den je für zwei zäh- 
lenden (v — a — 2) nicht reellen Schnitten der Tangente in 
I mit den (u — a — 2) J-Tangenten und den clwnso vielen 
nicht reellen Schnittpunkten der Tangente in J mit den /- 
Tangenten; den {v — a — 2j* Schnittpunkten der beiden 
Büschel von je (u — a — 2) /- und ./-Tangenten, von wel- 
chen Funkten wie vorher nur (u — a — 2) reell sein können, 
sodass die zwei letzten reellen Brennpunkte in dem Sehnitt 
der Tangenten in I und J vereinigt sind. Betrachtet man 
nur die reellen Brennpunkte, so ist also dieser Punkt als ein 
doppelter Brennpunkt zu zählen und wir halten es für vor- 
theilhaft, ihn so zu bezeichnen, dürfen aber nicht vergessen, 
dass er vierfach ist, wenn wir zugleich die nicht reellen 
Brennpunkte zälilen wollen. So ist im Falle des Kreises d.as 
Centrum der einzige Brennpunkt, w'elcher als vierfach zu 
denken ist, wenn wir betrachten, dass in ihm die vier Brenn- 
.punkte eines Kegelschnitts vereinigt sind, und den wir als 
Doppelbrennpunkt bezeichnen, insofern die beiden reellen 
Br(M]n|)unktc in ihm zusammenfalleu. 

Wenn ferner jeder der Punkte /, J ein i facher Funkt 
der Curve ist, so zeigt die analoge Ueberlegung, dass es 
Brenii])uuktc giebt, welche vierfach zählen und von denen f 
reell sind; ferner 2e {v — fl — 2t) nicht reelle Brennpunkte, 


•) Caj’ley belr.icbtct es als ilen natüiliclieni (>esiclitK|miikt, ilie 
(v — a'i’ als die einzigen und somit die [v — e) als die einzigen reellen 
lirenniMinkte anztisclien. 
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deren jeder für zwei zählt und {y — a — 2f)* einfache 
Brennpunkte, von denen (r — ff — 2f) reell sind. Betrach- 
ten wir daun sowohl die reellen als die nicht reellen 
Brennjmnkte, so sind vierfache, 2i(y — ff — 2t) doppelte 
und {y — ff — 2f)’ einfache Brcnn]uiukte zu zählen; beach- 
ten wir ausschliesslich die reellen, so giebt es von solchen f 
doppelte, V — ff — 2t einfache und ff, welche in unendlicher 
Kerne liegen. 

Wenn die Punkte I und J Inflexionspuukte oder Spitzen 
sind, so zählt die Tangente in / und J dreifach uuter den 
/- oder c7-Tangenten und es gehen von jedem die.ser Punkte 
{i> — ff — .3) andere Tangenten aus. Die (t< — ff)’ Brenn- 
punkte setzen sich dann zusammen aus einem neunfach zäh- 
lenden, aus (v — ff — 3) -p (r — ff — 3) dreifach zählenden 
und (i/ — ff — 3)’ einfach zählenden. Von diesen letzteren 
sind (v — ff — 3) reell und der einzige andere reelle Brenn- 
punkt ist der Durchschnitt der Tangenten in I und J, der 
als unter den reellen Brennpunkten dreifach zählend, ge- 
wöhnlich als dreifacher Brennpunkt betrachtet wird, während 
er bei Zählung der reellen wie der imaginären neunfach ge- 
zählt werden muss. In der Ausdehnung dieser Theorie auf 
die Fälle, in welchen 1 und J singuläre Punkte von höheren 
Graden der Vielfachheit mit verschiedenen vereinigten Tan- 
genten sind, oder in welchen dieselben Punkte sind, in 
denen die Tangente mehr als zwei Punkte mit der Curve ge- 
mein hat, oder endlich, in welchen sie gewöhnliche oder 
singuläre Punkte sind, die die Gerade IJ zu ihrer gemein- 
samen Tangente haben, liegt keine Schwierigkeit. 

140. Wenn A,A' zwei reelle Brennpunkte der Curve sind, 
so schneiden sich die Geraden AI, AJ', A'I,A'J in zwei 
imaginären Punkten li, 11, welche auch Brennpunkte der 
Curve sind. Zwischen beiden Paaren von Punkten findet die 
Beziehung statt, dass die Geraden AA', 11 IS’ sich in einem 
Punkte 0 rechtwinklig halbieren, so dass 

OA = OA- = i . ÜJS = i . OB' 

ist. Man hat die Punkte A, A' und B, IS' als Anti-Punkte be- 
zeichnet. Ihre Beziehung ist eine in der Geometrie der Ebene 
häufig begegnende: Ein Kegelschnitt besitzt zwei Paare von 
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Brennpuiikten , welche Anti-Punkte bilden; jeder durch A, A' 
gehende Kreis schneidet jeden durch J{, JT gehenden unter 
rechten Winkeln. Wir fügen bei, dnss aus e reellen Brenn- 
punkten J r (v — 1) Paare entstehen, von denen jedes ein 
Paar von Anti-Punkten liefert, so dass wir die — v) 
übrigen Brennpunkte erhalten. 

141. Man erhält die Coordinaten der Brennpunkte einer 
Curve, indem mau die Gleichungen der Tangenten bildet, 
welche von dem Punkte I an die Gurve gehen. Dieselbe 
wird von der Form P t'Q = 0 sein , während die entspre- 
chende Gleichung für den Punkt J die Form P — iQ = 0 
haben muss, so dass die üurchschnittspunktc der beiden Sy- 
steme durch die Gleichungen P = 0 , (^ = 0 gegeben sind. 
Bezeichnen wir wie schon früher die ersten Differentiale des 
Polynoms U der Curvengleichuug nach x, respective if durch 
Ul und f/j und die zweiten Differentiale durch If,,, U,.„ f/j.,, etc., 
so ist nach Art. 78. die Gleichung des vom Punkte 1, *, 0 ' 

ausgehenden Tangeutensysteins zu erhalten durch Bildung 
der Discrirainante von 

k’'U+ {U,+i Uj) + i A»-* {Ui,+2iUi^_—U„) + --- = 0. 

Ist also z. B. die Curve ein Kegelschnitt , so hat man den 
reellen und den mit dem Factor i beliaftetcn Factor von 

^ U^2 _ 1^ 2 _ 2 f; (tr„ - + 2» [Ul U, - 2 UUi,) 

getrennt gleich Null zu setzen, um zwei die Brennpunkte 
enthaltende üerter zu finden. Die Combination dieser Glei- 
chungen zeigt, dass die Brennpunkte in zwei geraden Linien 
liegen , deren Gleichung ist 

U„ (Ui^ - U/) - (Uli - U,,) Ul h\ = 0 ; 
diese sind die Äsen. 

Ganz dieselben Gleichungen bestimmen auch die Brenn- 
punkte einer durch die Punkte I und J gehenden (,'urvc 
dritter Ordnung, so wie die einer Curve vierter Ordnung, 
welche diese Punkte zu Doppelpunkten hat, etc.; denn man 
sieht in allen diesen Pallen leicht, dass alle oben nicht ge- 
schriebenen Glieder der Gleichung A = 0 , deren Discrimi- 
uante man zu bilden hat, wirklich verschwinden. 

SalmOQ, Höhere €urT«u. lU 
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142. Wir küiiiieii ilie Urennpunkte auch durch die Auf- 
stellung der Bedingung bestimmen, unter welcher die Gerade 

{x — x) + i{y — y) == 0 

die Curve berührt (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 310.) oder 
mit andern Worten durch die Substitution von 1, i, — {x'-\-iy) 
für ?|, oder Ht S i» die Gleichung in Liniencoordi- 

iiateii. Die Coordiuaten der Brennpunkte ergeben sich aus 
den Gleichungen, die durch die Gleichsetzung des reellen 
und des mit dem Factor i behafteten Theils der so entstehen- 
den Gleichung mit Null entstehen. 

Es ist nicht schwer, für jede dieser Gleichungen eine 
geometrische Interpretation zu finden. Denken wir die Be- 
dingung der Berührung der t’urve durch 

X — X ->r p {1! - y) = 0 

in der Form erhalten 

Up’ h2'’~' -f- cp"“* ■ ■ ■ “ 

in welcher «, h, . . . Functionen von x', y sind, so sind nach 
der Theorie der Gleichungen — h a, c : a, etc. die Summe, 
die Summe der l'roducte in Paaren, etc. für die trigonome- 
trischen Tangenten der Winkel, welche die von y aus- 
gehenden Tangenten der Curve mit der Axe der x bilden. 
Setzen wir p = i , und den reellen und den mit i behafteten 
Theil der Gleichung getrennt gleich Null, so erhalten wir 
die beiden Gleichungen 

« — c V — • • • = 0, b — (/ -|- f — . • • = 0; 

nach der bekannten Formel Tür die 'rangente der Summe, 
drückt diu zweite dieser Gleichungen aus, da-ss die Summe 
der mit der Axe der x von den aus x gehenden Tangen- 
ten der Curve gebildeten Winkel Null oder ein Vielfaches 
von X ist; und die erste besagt, dass die Summe der Winkel 
ein ungerades Vielfaches von | x ist. Der Ort eines Punktes, 
für welchen die Summe der Winkel der Tangenten gegeben 
ist, die die von ihm ausgehenden Tangenten einer Curve 
Classe mit einer festen Geraden bilden, ist daher eine 
Curve Ordnung, deren Gleichung für die feste Gerade als 
Axe der x 
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(n — r -j- p — - • tan 6 = h — f — • • ■ 
ist; und welches auch irainer die feste Gerade oder der Win- 
kel 0 sei, so enthält dieser Ort die Brennpunkte der Curve. 
üicss kann paradox erscheinen , weil man daraus sehliessen 
muss, dass die Summe der von den Tangenten der Curve 
aus einem Brennpunkte mit irgend einer Geraden gebildeten 
Winkel jeder gegebenen Grösse gleich sein muss. Es ist aber 
darin begründet, dass die Tangenten von zweien dieser Win- 
kel + i sind und die Tangente ihrer Differenz daher die 
Form 0 : 0 annimint, die in der That jeden beliebigen Werth 
darstellen kann. In der That kann für tan ip = i der Win- 
kel (p al.s ein unendlicher Winkel betrachtet werden, weil er 

die Eigenschaft besitzt, dass 

« 

sin q> — cos ip = oo und tau (g> -(- «) = tan q> 

ist; denn die Differenz zweier unendlichen Grü.ssen ist unbe- 
stimmt. 

Wir sahen in Art. 110., dass jede Tangente «lurch einen 
der Funkte I, J mit der Normale zusammenfällt; wir schlies- 
sen daraus, dass jeder Brennpunkt einer Curve auch für ihre 
Evolute und für alle ihre Involuten oder Evolventen ein 
Brennpunkt ist. 

143. Eine wichtige Eigenschaft der von den Brennpunk- 
ten auf eine beliebige Tangente zu tallenden Ferpendikel er- 
giebt sich sofort aus der Gleichung der Curve in solchen 
Liniencoordinaten (Art. 19. und „Kogelschn." Art. 318., 3.), 
welche die Entfernung der Geraden von drei festen Funkten 
sind. Seien durch « — 0, ^ = 0, y = 0, d = 0, . . . die 
1 / Brennpunkte und durch o) = 0, vi* — 0 die Funkte 1, J 
dargestellt, so muss die Gleichung der Curve in Liniencoordi- 
iiaten von der Form 

«ßyd . . . — oa' <p 

sein, mit <p als einer Function (v — Grades in den Ver- 
änderlichen, weil ««, au', etc. Tangenten der (’urve sind. 
Für die Curven zweiter Classe giebt diess die Eigenschaft, 
dass das Product der Senkrechten von den Brennpunkten 
auf eine Tangente constant ist, weil für uu eine ('on.staiite 
substituiert werden kann. („Kegelschnitte“ Art. 318., 2.) 

10 * 
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Ebenso wird mit Ersetzung von aa durch eine Con- 
stante die allgemeine Gleichung der C'urven dritter Classe 

aßy = xä für a — 0, ß = 0, y = 0 

als die drei Brennpunkte und d == 0 als einen vierten Funkt, 
der dadurch bestimmt ist, dass die drei einzigen Tangenten, 
die von den Brennpunkten ausser den nach I, J gehenden 
Geraden an die Curve gehen, sich in ihm schneiden. (Für 
das dualistisch entsprechende projectivisch allgemeine Theo- 
rem in Bezug auf Curveu dritter Ordnung vergl. Art. 149.) 
Die Gleichung sagt aus, dass das Product der drei Breuii- 
punktsabstünde einer Tangente zur Entfernung derselben Tan- 
gente vom Punkte ä — 0 ein constantes Verliältniss hat.- 
'Wenn die Curve durch die Punkte I, J "geht, so hat sie 
einen Doppelbrennpunkt und die Gleichung nimmt die Form 

ß = xS 

an, deren Bedeutung gleichfalls oö'enbar ist. 

Wenn ein Brennpunkt A im Unendlichen liegt, so lässt 
sich die entsprechende Rlodification der Gleichung erkennen, 
indem man zuerst für die Coordinate « die mit AB divi- 
dierte senkrechte Entfernung von A zu einer beliebigen Tan- 
gente nimmt und sodann für das unendlich ferne A als 
Richtung von AB den cos0 dafür nimmt, wo 0 der Winkel 
ist, den AB mit der Richtung der Normalen zur Tangente 
macht. So wird die Gleichung eines Kegelschnitts aß = x- 
in dem Falle der Parabel, wo A in unendlicher Ferne liegt, 
ß cos 0 = * und lehrt, dass der Ort des Fusspunktes der vom 
Brennpunkt auf die Tangente gefällten Normalen eine gerade 
Linie ist. Ebenso wird für eine Curve dritter Classe die Glei- 
chung aßy — xd in ßy cos 0 = xd übergeführt, welche in 
der Form 

ßy = xd' 

geschrieben werden kann, wenn d' den von der veränder- 
lichen Tangente in einer durch D parallel zu AB gezogenen 
Geraden bestimmten Abschnitt bezeichnet. 

Die Gleichung von Curveu vierter Classe ist 

aßyd = x-<p, 
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wuim <jo = 0 ileii Kfffelsiliiiitl bezeichnet, welcher nach die- 
ser Gleichung von den acht Brennpunktstangenten berührt 
wird , die nicht durch die Punkte I oder J gehen. Wenn 
aber >j = 0, 6 = 0 die Brennpunkte dieses Kegelschnitts be- 
zeichnen, so geht die Gleichung in die Form von leicht er- 
kennbarer geometrischer Bedeutung über 

a/Jyd P. 

Llie.se Gleichung schliesst die speciellere 

ttßyd = P oder — fu’w’’ 
ein, welche eine Curve darstelll, die die Punkte 
a — 0, ß = 0, y = 0, d = 0 
zu Doppelbrennpunkten hat; ebenso die Form 
«’/L = fj-ra'^, 

für welche ilie I’unkte /, J Inflexionspunkte sind, etc. 

fSo giebt im Allgemeinen die Gleichung einer Curve n'" 
Cla.ssc in Liniencoordinaten eine ILelation ersten Grade.s zwi- 
schen dem I’roduct der v Normalen von den Brennpunkten, 
von (v — 2) andern Normalen, von (v — 4) ferneren Nor- 
malen, etc. und man kommt so zuletzt entweder auf eine ein- 
fache Normale oder auf ein constantes Glied. 

144. Aus diesen die Breunpunktsentfernungen einer 
Tangente verbindenden Relationen können Relationen un- 
ter den Winkeln der Brennstrahlen mit der Tangente 
leicht abgeleitet werden. Denn wenn AP die Normale 
a auf die Tangente der Curve im Punkte R ist und d(p der 
VV'inkel zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten ist, 
so ist rf« = HP . <l<p. Ebenso ist dß = HP' . dtp, etc., so 
dass wir in dem Differential der die Brennpuuktsdistanzen 
der Tangente verbindenden Relation für jedes d« den ent- 
.sprechenden Abschnitt der Tangente zwischen dem Fusspunkt 
der Brennpunktsnormale und dem Berührungspunkt substi- 
tuieren können. So leiten wir aus aßy = A’d' die Gleichung 

du , dß . dy dd « 
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»b, ul so 

itp , UV , UV _ itv' _ ^ 

Ai’ UV CP" I>V‘ ~~ 

oder 

cot 0 -}- cot 0' -f- cot 0". — cot 0' ” = 0 

für Q = -^AHr, den Neijruiif'swiiikel der TatifTeiite ziim 
Breuustruhl Ali, etc. 

145. Das Beispiel der Kegelsclinitte führt zu der flr- 
wurhing, dass sich einfache Relationen unter den Entfer- 
nungen eines I’unktes der Curve von deu Brennpunkten er- 
geben müssten. Eine allgeiueine Theorie solcher Relationen 
ist nicht ersichtlich , aber man kann leicht besondere Curveu 
finden, für welche sie existieren; es ist nur nothig, irgend 
eine Relation zwischen deu Entfernungen eines veränder- 
lichen Punktes von festen Punkten zu schreilM;n und deu Ort 
aufzusuchen, für welchen sie erfüllt ist. Jede in Function 
der Cüordiuaten ausgedrückte Eiitferuiiug enthält eine Qua- 
dratwurzel und wenn wie gewöhnlich geschieht die von Wur- 
zeln befreite Gleichung von der Form 

«()’ = v-w 

ist, so sind die l>eiden durch q‘‘ = 0 dargestellten nicht 
reellen Geraden Tangenten der Curve und der feste Punkt 
J‘\ den sie bestimmen, ist ein Brennpunkt. 

In die.ser Weise können die Relationen 

p -(- w p' = ff , fp + mg -f- Mp” = 0, 
pp' = (P, ap- -j- bgg' -f- cg"‘ = fP, etc. 

untersucht werden. Die erste derselben giebt eine Ellipse 
oder Hyperbel für »m = + 1 , einen Kreis für d = 0, in an- 
dern Fällen ein ('artesisches Oval; die zweite im Allgemeinen 
eine Curve vierter Ordnung mit den Punkten I, J als Doppel- 
punkten oder eine bicirculare Curve vierter Ordnung; insbe- 
sondere aber für I + ni + n = 0 eine durch die Punkte I, J 
gehende oder circulare Curve dritter Ordnung. Die dritte 
giebt eine Ca.s.sini'sche Curve (Art. 55.); die vierte im Allge- 
meinen eine Curve vierter Ordnung und in der specielleu 
V'oraussetzung 
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(I b -f- c = 0, 

wo die linke Seite der Gleichung durch p + (»' theilbar ist, 
eine Curve dritter Ordnung. Wir verschieben die weitere 
Untersuchung dieses Gegenstandes bis zur specielleren Be- 
handlung dieser Curven, 

Aus einer die Brennpunktsdistanzen verbindenden Re- 
lation kann immer eine solche zwischen den Winkeln der 
Brennstrahlen gegen die Tangente abgeleitet werden; denn 
mau beweist (vergl. „Kegelschnitte“ Art. dass jedes 

dp gleich cos^ds ist l'iir 0 als den Winkel zwischen Brenn- 
strahl und Tangente. So folgt aus 


die Relation 


p + w Q = d 
cos 0 m cos 0' = 0, etc. 


Aus detu im letzten Artikel für dn, etc. gegebenen 
Werth ergiebt sich auch 

ltda — pdp, etc. 

für jR als den Krümmungsradius. So folgt z. B. aus der Be- 
dingung, dass 

/nr -|- m/l + • • • 

■ einer Constanten gleich sei , dass auch 

/p2 -f mp’’ -I 

eine Constante ist. 

146. Wenn wir durch N die Zahl von Bedingungen be- 
zeichnen , welche zur Bestimmung einer Curve von bestimm- 
ter Ordnung nöthig ist (Art. 27.), so bringt die Voraussetzung, 
dass eine solche Curve circular sei, d. h. dass sie durch die 
Punkte 7, J geht und dass man von ihr N — .3 andere 
Punkte kenne, mit sich, dass der Ort ihres Doppelhrenn- 
punktes oder des Schnittes ihrer Tangenten in I und J ein 
Kreis ist. Denn es giebt nur eine durch N Punkte bestimmte 
Curve ihrer Ordnung, wenn zu den obigen Bedingungen ein 
zu 7 benachbarter Punkt, d. li. die Tangente FI in 7 hinzu- 
gefOgt wird und es ist somit dann auch die Tangente in J 
bestimmt. Der Punkt F ist also der Schnittpunkt der ent- 
sprechenden Strahlen von zwei projectivischen Büscheln 
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(„Kogolscluiitlo“ Art. 208.), weil jedem iStrahl des einen ein 
und nur ein Btnilil des andern entspricht und umgekehrt; 
sein Ort ist also ein Kegelschnitt, welcher 7, J, d. h. die 
Scheitel der Hüschel enthält, und somit ein Kreis. Dieser 
Kegelschnitt zerfällt überdiess in die Gerade IJ und eine 
andere Gerade, wenn der Strahl IJ, der beiden lUischelii 
gemeinschaftlich ist, sich selbst entsi>richt. Diess ist im 
gegenwärtigen Heispiel für r == 2 der Fall, weil IJ einen 
durch 1 und J gehenden Kegelschnitt nicht berühren kann, ohne 
dass dieser in zwei Gerade zerfällt; es ergiebt sich daun der 
Satz, dass die Centra der durch zwei feste Punkte gehenden 
Krei.se in einer Geraden liegen. Wenn v grosser ist als zwei, 
so ist der Ort im Allgemeinen ein Kreis. 

147. Wenn für eine Curve vorbestimmter Classe N — 1 
Tangenten gegeben sind, so wird dieselbe durch eine Tan- 
gente FI, die man hinzufügt, vollkommen be.stimnit, die 
Schlüsse des letzten Artikels sind anwendbar und der Ort 
des Brennpunkts ist ein Kreis, wenn die Bedingungen von 
solcher Art sind, dass an die durch sie bestimmte Curve vom 
Punkte J nur eine Tangente gezogen werden kann. Diess 
findet statt, wenn unter den gegebenen Bedingungen Viel- 
fachheit der Linie IJ als Tangente im Grade (n — 1) ist, 
da daun von jedem Punkte dieser Linie aus nur eine weitere 
Tangente an die Curve geht. Wir sahen in Art. 4L, dass 
ein vielfacher Punkt vom Grade h mit ^ (A; -|- 1) Doppel- 
punkten äquivalent war und schliesseu, dass die Bestimmung 
der Geraden IJ als einer (v — 1) fachen Tangente mit der 
Angabe von ^ v (y — 1) Tangenten äquivalent ist. Indem 
man daun bemerkt, diiss 

N — ^ r {v — 1) = 2i' 

ist, sieht man, dass für eine Curve v'"'^ Classe bei {2v — 1) 
Tangenten und der unendlich fernen Geraden als einer 
{v — 1) lachen Tangente der Ort des Brennpunktes — cs 
giebt in diesem Falle nur einen — ein Kreis ist. Daraus 
ist für die Parabeln zu drei festen Tangenten der Ort der 
Brennpunkte ein Kreis. Er ist auch ein Kreis für die- Cur- 
ven dritter Classe mit fünf festen Tangenten und der unend- 
lich lernen Geraden als Doppeltangeute. 
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Von diesem System ist das zusammengesetzte ein spe- 
cieller Fall, welches von der Richtung der einen unter ftinf 
Geraden und von der Parabel, welche die andern vier be- 
rühren, gebildet wird, und der Brennpunkt der Parabel ist 
der Hrenupunkt des zusammengesetzten Systems. So erhält 
man den Siitz*''’), dass die Brennpunkte der fünf Parabeln in 
einem Kreise liegen, welche durch je vier von fünf Geraden 
bestimmt sind. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 284., 2.) 
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Frtnftes Kapitel. 

Curven dritter Ordnung. 

148. Es ist in Art. 42 . bewiesen worden, dass eine 
Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt, aber daun keine 
andern vielfachen Punkt haben kann und damit die funda- 
mentale Theilung dieser Curven in solche ohne Doppelpunkt, 
Sülche mit einem Doppelpunkt, dessen beide Tangenten ver- 
schieden sind, und solche mit einem Rückkehr- oder statio- 
nären Punkt, gegeben. Die Plücker’schen Zahlen (Art. 81.) 
für diese drei Fülle sind respective 

fl d X V T i ^ 

3 0 0 6 0 9' 

3 1 0 4 0 3 

3 0 1 3 0 1 

Diese Curven sind also respective von der sechsten, vierten 
oder dritten Classe, d. h. von einem willkürlichen Punkte aus 
können sechs, vier oder drei Tangenten an dieselben gezogen 
werden; liegt der fragliche Punkt in der Curve, so zählt ihre 
Tangente in ihm für zwei unter diesen Tangenten (Art. 79.) 
und die Zahl der ausser ihr von ihm au die Curve gehenden 
Tangenten ist also vier, zwei otler eins; ist derselbe ein In- 
flexionspunkt der Curve, so zählt die zugehörige stationäre 
Tangente für drei unter den von ihm ausgehenden Curven- 
Tangeuten und die Zahl der von ihr verschiedenen wird noch 
um eine Einheit mehr vermindert. 

Die Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt zerfallen 
(.‘Vrt. 38.) naturgemäss weiter in solche, bei, denen die Tan- 
genten im Doppelpunkt reell, und solche, bei denen sie nicht 
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reell sind, also mit Kuotenpuukt uud mit isoliertem Punkt 
respective. Wir werden später sehen , dass eine analoge 
Untercintheilung für die Curven dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt existiert; aber für jetzt brechen wir die Discus- 
sion der Eintheilung der Curven dritter Ordnung hier ab, 
weil die Kenntniss einiger allgemeiner Eigenschaften dieser 
Curven für das Verstäudniss derselben von wesentlichem Vor- 
theil ist. Wir verschieben ebenso die Discussion der allge- 
meinen Gleichung und die Untersuchung ihrer Invarianten 
und beginnen damit, die Anwendung früher entwickelter all- 
gemeiner Sätze über die algebraischen Curven auf den Fall 
der Curven dritter Ordnung zu zeigen; zunächst entsprechend 
dem ersten Abschnitt des II. Kapitels in Bezug auf die Durch- 
schnitte der Curven. 


I. Abschnitt. 

Diirrhsrlinilt einer gregebenen (,'iirve üriüer Ordnung 
mit andern Cnrveiu 

148. Wir haben in Art. 9. bewiesen, dass alle Cur- 
ven dritter Ordnung, welche durch acht Punkte 
einer gegebenen Ciirve dieser Art gehen, einen 
neunten festen Punkt derselben enthalten. Diess 
ist ein Fundamentulsutz, der zu dem grossem Theil der Eigen- 
schaften der Curven dritter Ordnung leitet. 

Wenn insbesondere zwei gerade Linien von den Glei- 
chungen 

A = 0, B = 0 

eine Curve dritter Ordnung in Punkten 

J,A',A"; ir 

respective schneiden und wenn die Geraden 

AB, A'ir, A"ir', 

deren Gleichungen wir durch 

1) = 0, E = 0, 

dargestellt denken wollen, die Curve ferner in den Punkten 
C, C, C respective schneiden, so geht die Gerade C = 0, 
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wflcliu zwei «liuser Punkte C, C verbindet, auch durch deu 
dritten. Denn die Geraden 

D = 0, iv = 0, F=0 

bilden eine Curvo dritter Ordnung durch diese neun Punkte 
und die Geraden 

A = (), J? = 0, C'=0 

eine zweite, welche durch acht von denselben gellt und daher 
auch den neunten C” enthält, der, weil er nicht in den schon 
je drei Punkte der Curve enthaltenden Geraden =0, li = 0 
liegen kann, in der Geraden 6’ = 0 liegen muss. 

Weil die gegebene Curve dritter Ordnung durch die 
Durchschnitte der Oerter 

AnC=0, DEF=Q 
geht, so muss ihre Gleichung in der Form 

DEF —hABC=0 

darstellbar sein. 

150. Setzen wir voraus, da.ss die Geraden A=0, li — 0 
zusammenfallen, so folgt als S{iecialfall des vorigen der Satz: 
Wenn eine gerade Linie A = 0 die Curve in drei Punkten 
A, A', A" schneidet, so schneiden die Tangenten der Curve 
in diesen Punkten, 

V = 0 , 7 -;= 0 , 7-’==0 

die Curve respective in drei weiteren Punkten ü, C, C" , 
welche in einer geraden Linie C = 0 liegen. Die Gleichung 
der Curve kann in die Form 

DEF- 

gesetzt werden. 

Der Punkt C, in welchem die Tangente im Punkte A 
die Curve schneidet, wird der Tangentialpunkt von A 
genannt und die gerade Linie C — 0, in welcher die Tan- 
gentialpimkte von drei Punkten {A, A’, A") einer Geraden 
liegen, heisst die Begleiterin (Satellite) der Geraden 
(^1 = 0). Wir werden später zeigen , wie aus der Gleichung 
A = 0 oder x, = 0 

die Gleichung C = 0 gebildet werden kann; eine Gerade hat 
eine reelle Begleiterin auch dann, wenn sie die Curve nicht 
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in drei reellen, sondern in zwei nicht reellen Punkten und 
einem reellen Punkte schneidet; die Tangenten in den ersten 
beiden erscheinen in der Form 

F±iQ = 0 

und das Product ihrer Gleichungen ist reell, die Gleichung 
der Curve kann in der Form 

Z) (1« + g’) = kAW 

geschrieben werden. 

Zwei besondere Fälle unseres Satzes sind beraerkenswerth. 
Wenn zuerst die Linie A = 0 die unendlich ferne Gerade 
der Ebene ist, so sind die Tangenten der Curve 

D = 0, Er^O, F^O 

in ihren Schnittpunkten mit derselben die Asymptoten der 
Curve; jede derselben schneidet die Curve in einem weiteren 
Punkte und wir lernen, dass diese drei Punkte in einer 
Geraden liegen, der Begleiterin der unendlich fernen 
Geraden, ln diesem Falle ist die Gleichung der Curve auf 
die Form 

DEF=kC 

leducierbar, welche aussagt, dass das Product der senkrech- 
ten Entfernungen eines Curvenpunktes von den Asyniptoten 
zu seiner Entfernung von der Geraden C = 0 in einem con- 
stanten Verhältniss ist. 

Wenn zweitens die Punkte A, A’ Inflexionspunktc sind, 
so fallen ihre respectiveu Tangentialpunkte mit ihnen selbst 
zusammen und die begleitende Gerade C = 0 ist somit von 
A = 0 nicht verschieden, d. h. der dritte Punkt der- 
selben in der Curve A" ist auch ein Inflexions- 
punkt. fVergl. Art. 12G. , Beisp. 3.) Die Gleichung der 
Curve ist auf die Form 

DEF=kA^ 

reducierbar, für A = 0 als die Gleichung der durch die In- 
flexionspunkte gehenden Geraden und 

21 = 0 , E = 0, JP=0 

als die respectiveu Gleichungen der drei Tangenten in den- 
selben. 
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151. Der Satz des vorigen Artikels lautet, wenn man 
von der Linie C—0 anstatt von .4 = 0 ausgelit, so: Für 
drei in einer üeradeu liegende Punkte C, C\ C" einer Ourve 
dritter Ordnung geht die Verbindungslinie des Berührungs- 
punktes A einer der Tangenten der Curve aus dein ersten C 
mit dem Berührungspunkt A' einer der Tangenten aus dem 
zweiten C immer auch durch den Berührungspunkt einer der 
Tangenten aus dem dritten Punkte C". Weil nur eine Tan- 
gente in einem Punkte an eine Curve gezogen werden kann, 
so entspricht jeder Lage von j 4 = 0 nur eine Lage von C = 0; 
weil aber im Falle der t'urve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt vier Tangenten von einem Punkte der Curve 
aus au dieselbe gehen , so entsprechen einer Lage von C = 0 
sechzehn Lagen von A = 0. Die zwölf BerOhrungsjiunkte 
liegen in den sechzehn Linien .4 = 0, nämlich drei in 
jeder derselben und durch jeden Berührungspunkt gehen vier 
derselben. 

Betrachten wir spcciellcr den Fall, wo 6' = 0 die Curve 
berührt, wo also zwei der Punkte, sagen wir (J, C, zusam- 
meutällen, so sehen wir, dass die gerade Linie, welche einen 
der Berührungspunkte A" der Tangenten von V" mit eiiieiu 
der Berührungspunkte vl, der Tangenten von C verbindet, 
auch durch einen der andern Berührungspunkte A.j der 
Tangenten von V gehen muss; und in gleicher Art die 
Gerade A," A., durch A^. So dass der Satz gilt: Die vier 
Berührungspunkte A, , A.j, Aj, der von einem 
Punkte 6' in der Curve ausgehenden Tangenten 
derselben sind die Ecken eines Vierecks, dessen 
drei Gogenseiten-Öchnittpunkte oder Centra auch 
in der Curve liegen; und die Tangenten .der Curve 
in diesen Punkten so wie die Tangente dersel- 
ben in C schneiden sic sä mm tl ich in demselben 
Punkte C". 

152. Wir kommen auf den Fall zurück, wo 6'=0 die 
Curve nicht berührt und nehmen an, dass die Berührungs- 
punkte der von (’ au.sgehcndcn Tangenten A,, A.j, Aj, A^ 
und die der von (■' ausgehenden A,', A./, Aj, A{ seien. 
Gehen wir dann von zwei Punkten der ersten Gruppe aus 
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z. U. von Al, A.j, so erliellt, indem wir die Punkte der zwei- 
ten Gruppe in einer bestimmten Art in Paare trennen, z. B. 
A,', Aj und A^, A^ und dann das Paar A,, A., zuerst mit 
Al, A./ verbinden, dass die Linien A, A,', A, A^ sich in 
einem Punkte der Curve und die Linien AfA./, AjA,' sieh 
in einem andern Punkte der Curve schneiden; und fenier, 
wenn wir Ai,A.j mit A^', A, verbinden, dass AyA^, A.,A/ 
in einem dritten und AfA/ undAjA^ in einem vierten Punkte 
der Curve zusammen laufen — nämlich so , dass die vier neuen 
Punkte die BerUhrungsj)unkte der von C" ausgehenden Tangen- 
ten der Curve sind. Wenn wir dann zwei Punkte als eorrespou- 
dierend bezeichnen, deren Tangenten sich in der Curve 
schneiden, so ist klar, dass jode zwei der Punkte A,, A.,, 
Aj, A, und ebenso jede zwei der Punkte A/, A./, A^, A/ 
correspondierend sind. Von den zwei Punkten Aj, Aj aus 
können aber insbesondere die Punkte Af, A.,' oder A^', A, 
.als correspondierende Punkte derselben Art mit 
Al, A., bezeichnet werden, auf Grund der Eigenschaft, dass 
aus zwei Paaren derselben Art durch Verbindung jedes 
Punktes des einen mit jedtmi des andern ein Vierseit ent- 
steht, dessen zwei neue Ecken gleichfalls Punkte der Curve 
und zwar selbst correspondierende Punklc von der nämlichen 
Art ]iiit den gegebenen Paaren sind. Es folgt daraus, dass 
drei Arten correspondierender Punkte existieren, nämlich die 
von der Art AiA., oder A,A,, der Art AiA^ oder A.jA, und 
der Art oder A.,A-^) und da.ss wir aus einem Paare 

Al A, das ganze System der entsprechenden Punkte derselben 
Art erhalten, indem wir einen veränderlichen Punkt K der 
(birve immer mit A, und A., durch gerade Linien verbinden, 
die dann die Curve ausserdem in correspnnilicrenden Punkten 
derselben Art rt, A., durchschneiden. 

Da diese Theorie zum grössten Theil von Maclauriii 
herriihrt so mag sie als Maclaurin's Theorie der 
correspond-ierenden Punkte einerCurve dritterürd- 
uung benannt werden. 

1Ö3. Sind dann, immer für den Fall, wo C=0 die 
Curve nicht berührt, 

jj,=o, — 0, i=', =0 
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Tangenten durch die Punkte C, C, C" respective, so sahen 
wir, dass die Gleichung der Curve immer in die Form 

gebracht werden kann. Sind dann 

n,=Q,E, = 0 

ein anderes Paar der durch C, C gehenden Tangenten, so 
dass ihre Berilhrungssehne durch den Berülirungspunkt von 
i«’i = 0 geht, so kann die Gleichung auch in die Form 

gesetzt werden ; daraus folgt aber die Identität 

(!>,£, - 1),E,) F, = {A,^ - A,^) Ü, 
deren rechte Seite gleich Null gesetzt drei gerade Linien dar- 
stellt und deren linke Seite daher dieselben drei Geraden aus- 
drQcken muss. In Folge dessen muss einer der Factoren 
von 

E, — Dj «= 0 

mit C = 0 übereinstimmen , welches durch die Punkte 

E,E, 

geht; der andre Factor, welcher die Verbindungslinie von 
i.’j mit Dji-’i darstellt, muss mit .4, + .4., = 0 üherein- 
stimmen, wenn i>', = 0 mit yl, ^ ylj = 0 sich deckt. Wir 
sehen, dass die letztem beiden Geraden und die Sehnen 
.4, = 0, = 0 ein harmonisches Büschel bilden, dessen 

Scheitel der Berührungspunkt von F = Q ist. 

Wir werden später diesen Satz auf den Fall anwenden, 
wo die Punkte C, C die imaginären Kreispunkte I, J ini 
Unendlichen sind; die Punkte D^E.^, D^Ef sind dann Brenn- 
punkte und F, =0 ist eine Tangent«! parallel der einzigen 
reellen Asymptote der Curve. 

Wenn die Punkte V, C zusammenfallen, so bilden die 
Gerade von C nach dem Berührungspunkt von F^ = Ü, 
i<’, = 0 selbst und die beiden Sehnen A, = 0, = 0 ein 

harmonisches Büschel. 

154. Daraus ergiebt sich ein anderer Satz von Mac- 
lauriu: .Jede Gerade durch einen Punkt A in der 
Curve dritter Ordnung wird harmonisch getheilt 
in den Punkten ß, y der Curve, die sie ausserdem 


ICl 


uikI in den zwei Punkten S,d', in denen 
sie ein Paar der Sehnen schneidet; welche die Be- 
rührungspunkte der von A an die Curve gehenden 
Tangenten verbinden. Denn wenn die Gerade die Tan- 
gente (' = 0 im Punkte J'J schneidet, so ist, weil sie A, = ü 
und li^ — 0 in A trifft nach Art. 137. 


oder 


I 

«A 


+ 


1 , 1 ^ 2 

' 3y ~ dA 


+ 


1 

dJi 


’ 4- ’ - - -4- - • 
Sß ^ 8y 8A ' SK^ 


und da nach dem letzten Artikel dd' ein harmonisches Mittel 
zwischen dA und dl'J ist, so ist es auch ein solches zwischen 
äß und dy. 

Wenn die Curve einen Doppelpunkt hat, so können nur 
zwei Tangenten von einem ihrer Punkte an die Curve ge- 
zogen werden; aber der eben bewiesene Satz behält seine 
Geltung, wenn wir für die zweite der Sehnen die gerade 
Linie substituieren, welche den Doppelpunkt mit dem dritten 
Schnittpunkte der ersten Sehne mit der Curve verbindet. 

155. Wir fügen eine weitere Anwendung des Satzes hin- 
zu, dass alle Curven dritter Ordnung, welche durch acht 
feste Punkte einer solchen Curve gehen, einen neunten festen 
Punkt derselben enthalten. Wenn durch vier feste 
Punkte einer Curve dritter Ordnung ein Kegel- 
schnitt beschrieben wird, so» geht die gerade Ver- 
bindungslinie der zwei fil)rigen Schnittpunkte der- 
selben mit der Curve durch einen festen Punkt 
derselben. Denken wir einen Kegelschnitt durch die 
Gruppe («) der vier Punkte und sei (ß) die Gruppe von zwei 
Punkten, in denen er die Curve ferner schneidet, (ß) aber 
die entsprechende Gruppe der letztem für einen andern die 
(a) enthaltenden Kegelschnitt. Dann bilden der erste Kegel- 
schnitt und die gerade Verbindungslinie der Punkte ß' ein 
System dritter Ordnung durch die acht Punkte a, ß, /?'; und 
der zweite Kegelschnitt und die gerade Verbindungslinie der 
ß ein zweites System derselben Art durch dieselben acht 
Punkte; es muss also der neunte Durch.schnitt.spunkt mit der 

Sftlmon, Ilöbero Carreo. II 
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(Jurve beidon Systemen gemein sein, il. li. die Verbindungs- 
linien der l’imlite ß und der Punkte ß' respective schneiden 
die Curve in dem nämlichen Punkt *). Ich habe diesen Punkt 
früher den Gegenpunkt des Systems der vier Punkte 
genannt; wegen der llebereinstimmung mit der Nomenclatiir 
von Sylvester’s Theorie der Roste, die jetzt entwickelt 
werden soll, soll er der beigeorduete Rest des Systems 
der vier Punkte heissen. Man construiert diesen Punkt leicht, 
in dem man unter den durch die vier Punkto gehenden 
Kegelschnitten eines der Linienpaare benutzt; wenn die gera- 
den Verbindungslinien der Punkt«? 12 und «54 resj)ective die 
Curve dritter Ordnung in den Punkten 5 und ü schneiden, 
so schneidet die Gerade r>(5 die Curve ausserdem in dem ge- 
' suchten Punkt. Die Construction ist also in drei verschie- 
denen \Vegen ausführbar, entsj>rechend den drei paarweisen 
Gruj)pierungen der vier Punkte. 

Aus dem Satze folgt offenbar als Specialfall, dass durch 
vier Punkte einer (hirvo dritter Ordnung vier Keg«.‘Ischnitte 
möglich sind, die die Curve ausserdem berühren, nämlich 
diejenigen , welche durch die Rerührungspunkte der vier vom 
beigeordneten Rest der Gruj)i)c ausgehenden Tjuigenten hin- 
durchgehen. 

15G. Wir wollen die gefundene Regel für die Construction 
des beigeordneten Restpunktes auf die Grupjte von vier auf - 
einander folgenden Punkten der Grupj)e anwenden. Dann 
ist die Verbindungslinie der Punkte 1 , 2 eine Tangente und 
der Punkt 5, in welchem sie die Curve ferner schneidet, ist 
der Tangentialpuukt des Punktes 1 ; ferner ist der weitere 
Schnittpunkt G der Geraden 34 mit der Curve der auf 5 fol- 
gende Punkt der Curve; der gesuchte beigeorduete Rost ist 
daher der Punkt, wo die Tangente im Tangentialpunkt f) von 


•) Das Uleiche zeigt die Verbindung der Uleichnngen 
J)EF = iAliC und 1) K = K A li ; 
denn sie giebt k'F—kC. Die Curve dritter Urdnnng erscheint als 
der Ort der Durchschnittspunkte der Kegelschnitte eines Uüschels mit 
di?n entsprechenden Stralden eines zn ihm projectivischen Strahlen - 
bilschcls. 
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1 die Curve fi?nier schneidet, d. h. er ist der Tnngentinlpunkt 
des Tangentialpunktes wler, wie wir sagen wollen, der 
zweite Tangentialpunkt. 

Wenn also z. B. gefordert wird, einen Kegelschnitt 
zu bestimmen, der durch vier auf einander folgende 
Punkte der Curve geht, d. h. in einem gegebenen Punkte 
eine vierpunktige Berührung mit ihr hat, während er sie zu- 
gleich an anderer Stelle einfach, d. h. zweipunktig berührt, 
so folgt, dass dieser letztere Berührungspunkt ein Berüh- 
rungspunkt einer der Tangenten sein muss, welche vom 
zweiten Tangentialpunkt des ersten an die Curve gehen; da 
einer von diesen der Tangentialpunkt des ersten ist und für 
diesen der fragliche Kegelschnitt offenbar in zwei gerade 
Linien degeneriert, so geben nur die drei andern eigentliche 
Lösungen des Problems. 

Man construiert ferner einen Kegelschnitt durch 
fünf auf einander folgende Punkte der Curve oder 
in fUnfpunktiger Berührung mit ihr in einem Punkte 1, in- 
dem man den sechsten Schnittpunkt desselben mit der Curve 
bestimmt, nämlich den dritten Schnittpunkt der Curve mit 
der geraden Verbindungslinie des Punktes 1 mit seinem 
zweiten Tangentialpunkt. 

Wenn dieser letztere Punkt mit dem Punkt 1 zusammen 
fallen soll, so mu.ss die Verbindungslinie von 1 mit seinem 
zweiten Tangentialpunkt die Curve in 1 berühren, d. h. der 
erste und der zweite Tangentialpunkt müssen zusammen 
fallen; da nun ein Punkt, dessen Tangentialpunkt mit ihm 
zusammen fällt, nothwendig ein InHexionspunkt ist, .so folgt: 
Es giebt in einer Curve dritter Ordnung ohne sin- 
gulären Punkt sieben und zwanzig Punkte, in deren 
jedem ein Kegelschnitt mit sechspunktiger Berüh- 
rung mit der Curve construiert werden kann, näm- 
lich die Berührungspunkte der nenn mal drei Tan- 
genten, welche an die Curve von ihren Inflexions- 
punkten aus noch gezogen werden können. 

157. üer bisher angewendete Eundamentalsatz des Art. 
2\i. ist in Art. 33. verallgemeinert worden und wird in der 
dort gewonnenen Oestalt auf unsern Fall bezogen, indem 

II* 
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wir p = 3 setzen: Jede Curve der Ordnung n, welche durch 
(3n — 1) feste Punkte einer Curve dritter Ordnung geht, 
enthält ausserdem einen festen Punkt derselben. Es ist dazu 
zu bemerken, dass fitr n = 1 und n = 2 nur eine Curve 
n'" Ordnung durch bezeichnet« (3n — 1) Punkte möglich ist 
und daher der Satz die Uedeutuug verliert, die er für alle 
Falle hat, wo n > 2 ist. Wenn in diesen Fallen durch 3w 
willkürlich gewählte Punkte einer Curve dritter Ordnung eine 
Curve n"“' Ordnung gelegt werden sollte, so würde dieselbe 
(vergl. Art. .33.) im Allgemeinen keine eigentliche Curve 
ihrer Ordnung sein, sondern zusammengesetzt aus der Curve 
dritter Ordnung selbst und einer Curve der Ordnung (« — 3). 

158. Wenn von den 3 (»« + n) Üurchschnitts- 
{>unkten einer Curve der Ordnung (»»-)-»») mit einer 
Curve dritter Ordnung 3m in einer Curve m’" Ord- 
nung Um liegen, so sind die übrigen 3n in einer 
Curve der n'’’" Ordnung enthalten. Denn nach der so 
eben gemachten Bemerkung kann durch (3n — 1) von diesen 
Punkten eine Curve n’*''' Ordnung f/, stets beschrieben werden, 
und diese bildet mit U,„ zusammen ein System der Ordnung 
(w -}- n), welches nach dem vorigen Artikel durch den 
letzten Punkt gehen muss, der, weil er nicht in Um liegen 
kann, als welche die Curve dritter Ordnung bereits in 3w» 
Punkten schneidet, nothwendig in U„ liegen muss. 

159. Wir wollen nun mit Sylvester von zwei Systemen 
von Punkten , welche zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt der (’urve dritter Ordnung mit einer algebraischen 
Curve bilden, immer das eine System als den Rest des an- 
dern Systems bezeichnen. Da die Gesammtzahl der Schnitt- 
punkte ein Vielfaches von drei sein muss, so muss die Zahl 
der Punkte des Systems a durch 3j> -{- 1 , die der Punkte 
des Systems ß durch 3q — 1 ausdrückbar sein und umgekehrt, 
und jenes System kann als ein positives, dieses als ein ne- 
gatives bezeichnet werden, so dass der liest eines positiven 
Systems ein negatives System ist und umgekehrt. Das ein- 
fachste positive System besteht aus einem Punkt und ent- 
spricht dem p — 0; das einfachste negative System bilden 
zwei Punkte entsprechend g = 1 ; das eine erscheint als liest 
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des audern, wenu die drei Punkte in gerader Linie sind. 
Weil durcli ein gegebenes System von Punkten a eine Un- 
endlichkeit von Cnrveu verschiedener Ordnungen beschrieben 
werden kann, so ist deutlicli, dass ein solches System « un- 
endlich viele Reste ß, ß', ß", . . . hat. Zwei Systeme ß, ß' 
sollen beigeordiiete Reste heissen, wenu sie beide dem- 
selben System n als Reste eiitsiirechen. So können im Falle 
des Art. 155. unendlich viele Kegelschnitte durch ein System 
von vier Punkten « in der Curvc dritter Ordnung gelegt 
werden, welche die Curve ferner in Puuktepaaren ß, ß', . . . 
schneiden, von denen jedes ein Rost von a ist und die daher 
alle einander beigeordiiete Reste sind. Wenn ferner die Ver- 
bindungslinie des Paares ß die Curve überdiess im Punkte 
u schneidet, so wird dieser ebenso wie die vier ursjiriiug- 
lichen Punkte ein Rest der Grujipe ß sein und der Punkt a 
ist daher, wie wir ihn schon bezeichneten, beigeordneter Rest 
des Systems a. Es ist offenbar, dass zwei beigeordiiete Rest- 
systenie entweder zugleich positiv oder zugleich negativ sind. 
Mit dieser Terminologie lautet der Satz des Art. 157.: Zwei 
Punkte der Curve dritter Ordnung müssen zusam- 
me.ii füllen, wenn sie beigeordiiete Reste sind. In 
der That zeigten wir dort, dass wenn durch dieselben (dp — 1) 
Punkte a eine Curve Up gelegt wird, welche die Curve drit- 
ter Ordnung im Restpuiikt ß schneidet, und eine andere 
Curve derselben p'*’" Ordnung, die den Restpuiikt ß' bestimmt, 
diese beigeordneteu Reste ß, ß', welche auf beiden Wegen 
entstehen, in demselben Punkt vereinigt sind. 

160. Wenn zwei Restsysteme ß, ß' einander bei- 
geordiiet sind, so ist jedes System a, welches für 
das eine ein Rest ist, auch ein Rest für das andere. 
Denken wir durch ein System a zwei Curveii Up, U^ be- 
schrieben , welche die Curvc dritter Ordnung ferner in Punkt- 
systemen ß, ß' schneiden, so dass diese beigeorduete Reste 
sind; so wird behauptet, dass die a Punkte, in denen eine 
durch das Sy.stem ß' gehende Curve U, die Curve dritter Ord- 
nung ferner schneidet, mit dem System ß zusammen den 
vollständigen Durchschnitt einer Curve mit der gegebenen 
Curve dritter Ordnung bilden. Denn da die Systeme « und 
ß zusammen den Durchschnitt einer Curve Up mit ihr bilden. 
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und ebenso a, ßi den einet andern Curve Ur, so repräsen- 
tieren alle vier vereinif^t den Durchschnitt der Curve dritter 
Ordnung mit einer Curve von der Ordnung p -{■ r\ da nun 
die vereinigten Systeme «, ß' den Schnitt mit der Curve 
von der Ordnung q durstellen, so müssen (Art. 158.) die ver- 
einigten Systeme a, ß den Schnitt der Curve dritter Ord- 
nimg mit einer ( 'urve von der p r — q repräsentieren. 

In Folge dessen sind auch zwei Systeme, welche 
als beigeordnete Reste desselben dritten auftreten, 
beigeorduete Reste zu einander. Wenn ß und /J' bei- 
geordnete Reste sind und also einen gemeinsamen Rest a 
haben, und wenn ß' und ß" den gemeinsamen Rest «' be- 
sitzen, dann ist nach dem eben Bewiesenen a auch ein Rest 
von ß" und a von ß, d. h. wenn ß, ß" beigeordnete Reste 
mit ß' sind, so sind sie es zu einander, denn «, «' sind ge- 
meinschaftliche Reste von ß, ß". 

161. Wir können mm von dem Satze des Art. 155. einen 
Beweis geben, welcher zu Sylvester’s Erweiterung des 
Satzes natürlich leitet. Ein durch vier Punkte « der Curve 
dritter Ordnung gehender Kegelschnitt schneidet die Curve 
noch in zwei Punkten ß, welche einen Rest des Systems a 
bilden; die durch die beiden Punkte ß gehende Gerade schnei- 
det die Curve noch in einem Punkto a, welcher Rest zu ß 
und daher beigeordneter Rest zu « ist. Wiederholen wir 
dasselbe Verfahren mit einem andern Kegelschnitt, so kom- 
men wir zu einem Punkte welcher ebenfalls l)eigeordnetcr 
Rest zu a und daher zu a ist; somit fallen a, a" nach 
Art. 150. zusammen. 

Die Schlüsse dieses Beweises bleiben aber offenbar gültig, 
wenn wir anstatt von der Gruppe von vier Punkten von 
irgend einem positiven System von (3p -(- 1) Punkten F aus- 
gehen ; eine durch diese Punkte geführte Curve von der Ord- 
nung (j) -j- 1) schneidet die Curve dritter Ordnung in zwei 
weiteren Punkten und die Verbindungslinie der letztem thut 
diess in einem dritten Punkte, welcher beigeordneter Rest zu 
F und unveränderlich ist, welches auch die Curve der Ord- 
nung {p -|- 1) sei. Wir können aber ferner zu dem beige- 
ordneten Restpunkt der Gruppe P anstatt in zwei Schritten 
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iii irgend einer geraden Zahl von Hchritten gelangen; wir 
. legen durch die (Up -1- 1) Punkte P wiie Curve Up+r und 
erhalten als liest das negative System N von (3>- — 1) Punk- 
ten; wir beschreiben durch N eine Curve l/r-t-, und erhalten 
einen liest P' von (3s 1) Punkten. Aus P leiten wir in 

gleicher Weise einen liest von (3( — 1) Punkten ab, etc. 
Wenn wir dann bei irgend einem negativen Ilestsystemc von 
(3( — 1) Punkten augekummen eine Curve l/r der Ordnung 
( durch dasselbe legen, so erhalten wir als liest einen einzigen 
Punkt. Dass dieser Punkt in allen Fällen derselbe 
ist, durch welche Stufen der Restbildung mau auch zu ihm 
gelangt sei, ist die Erweiterung, welche Sylvester dem 
Satze des Art. 155. gegeben hat. ln der That, das System 
AT ist ein Rest von J) 1' ist ein Rest von N und beigeord- 
neter Rest von P\ N' ist ein Rest zu P', also beigeordnet zu 
N und daher auch Rest zu P, und so fort. Jedes positive 
System in der Reihe ist Rest zu jedem negativen System und 
beigeordneter Rest zu jedem positiven System. Der Punkt, 
zu welchem wir zuletzt gelangen, ist beigeordneter Rest zu 
dem ursprünglichen positiven System und muss mit dem auf 
irgend 'einem andern Wege erhaltenen beigeordueten Reste 
desselben Systems identisch sein. 

Wenn wir z. R. durch vier Punkte eine Curve dritter 
Ordnung beschreiben , die die Curve in fünf andern Punkten 
schneidet, durch diese fünf eine andere Curve dritter Ord- 
nung, welche einen Rest von vier Punkten giebt, durch 
^ diese sodann eine Curve vierter Ordnung mit einem Rest von 
acht Punkten und durch diese endlich eine neue Curve dritter 
Ordnung, welche die Originalcurve in einem weitern Punkte 
schneidet, so ist dieser letztere Punkt nothwendig derselbe, 
wie der nach dem Verfahren des Art. 155. aus den ursprüng- 
lichen vier Punkten constmierte Gegenpunkt. 

Und wir können endlich ebenso von irgend einem nega- 
tiven'Systeme N von {3q — 1) Punkten beginnend nach einer 
ungeraden Zahl von Operationen zu einem einzigen Punkt 
kommen, welcher der Rest des Originalsystems und von der 
besonderu Weise der Restbildung unabhängig ist. 

162. Die entwickelten Priucipien erlauben uns, durch 
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lineare Constructioucu den Punkt ssu finden, weleber der 
Rest oder der Ijei^eordnete Rest zu einem gegeljeneu nega- 
tiven oder positiven System ist. W'euu z. B. verlangt wäre, 
den Rcst])unkt zu acht gegebenen Punkten der Ciirvo zu fin- 
den, so verbinden wir dieselben auf irgend eine Weise in 
Paaren durch vier Gerade und erbalteu ein System vierter 
Ordnung und vier neue Scbnittpunkte desselben mit der 
Curve, welcbe einen Rest zu den gegebenen bilden; verbin- 
den wir diese abermals in Paaren, so erbalteu wir eine 
Gruppe von zwei Punkten als beigeordneten Rest der acht 
gegebenen; der Punkt, wo die Verbindungslinie der letztem 
die Curve zum dritten mal scbneidet, ist der verlangte Rest- 
punkt. 

Oder wir können irgend vier der gegebenen Punkte durch 
ibrcn beigeordneten Rest ersetzen, den wir wie in Art. 155. 
eoustruieren, und das Problem ist so auf die Aufsucbuug des 
Restes zu einem System von fünf Punkten zurückgefUbrt; 
ersetzen wir daun irgend vier von diesen dureb ibrcn beige- 
ordneten Rest, so ist die Aufgabe auf die Coustructioii des 
Restes zu einem System von zwei Punkten reduciert. Auf 
jedem dieser Wege erkeunt man, dass der beigeorduete 
Rest eines Systems von acht auf einander folgen- 
den Punkten in einem gegebenen Punkte der Curve 
dritter Ordnung der dritte Tangentialpunkt dieses 
Punktes ist; sowie dass der Rest eines Systems von zwei- 
mal vier auf einander folgenden Punkten in der Verbindungs- 
linie der zweiten Tangentialpunktc der beiden gegebenen 
Punkte liegt. 

Bei der entwickelten linearen Construction des 
neunten Punktes, welcbcn alle die durch acht gegebene 
Punkte gebenden Curven dritter Ordnmig enthalten, ist vor- 
ausgesetzt, dass eine dieser Curven durch die acht Punkte 
gegeben ist; und die Aufgabe ist dadurch von der verschie- 
den, welcbe verlangt, dass Jener neunte Punkt construiert 
werde, wenn nur die acht Punkte bekannt sind. Hart bat 
gezeigt, dass auch im letzteren Falle dieser Punkt linear con- 
struiert werden kann, wenu auch durch ein complicierteres 
Verfahren 

163. Wir schliessen diesen Abschnitt mit einigen Be- 
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merkuiigeu über Systeme vou Curveu dritter ürdiiuiig, welclie 
gewisse Punkte geiueiu Laben. Zuerst wenn acht Punkte 
der Curve gegeben sind, oder acht lineare Kelationcn zwi- 
schen den Coef'ticienten der allgemeinen (lleichung, so können 
dieselben alle bis auf einen eliminiert und die Gleichung da- 
mit auf die Form gebracht werden 

U+hV^Q. 

Wenn sodann sieben Punkte otler sieben lineare Helationen 
gegeben sind, so kann die allgemeine Gleichung auf die Form 

U + kV -\-lW 

gebracht werden , in welcher 

U = 0, F = 0, 

drei Curveu dritter Ordnung bezeitdinen, die die sieben Be- 
dingungen erfüllen, und die beiden Constanten h, l, welche 
zur Disposition sind, die Erfüllung von zwei andern Be- 
dingungen erlauben. Die vorige Gleichung repräsentiert ein 
Büschel, die letzte ein Bündel oder Netz von Curveu dritter 
Ordnung, eine einfach oder zweifach unendliche Beihe von 
solchen Curveu, d. i. ein Gebilde erster oder zweiter Stufe aus 
solchen, entsprechend den Werth -Combiuatioueu der Con- 
stauten. Die allgemeine Form der Gleichung der durch sechs 
gegebene Punkte gehenden Curven dritter Ordnung (Gebilde 
dritter Stufe) ist ebenso 

U-\-kV-\-lWJfmS = 0. 

Wir können für U, V, . . . Systeme von drei Geraden setzen, 
vou denen jede durch zwei der gegebenen Punkte geht; 
sind also 

A, B, C, D, E, F 

die sechs Piniktc und repräsentiert ab — 0 die Gleichung 
der geraden Verbindungslinie von A und Jl, so ist eine Form 
der Gleichung der Curve dritter Ordnung durch jene 

ab . cd .ef-^k.ae. hc .df-\-l.ad. bf. cc -\-m.ae. bd . cf = 0. 

Weil diese Gleichung drei unbestimmte Constanten enthält, 
so muss jedes andere System dritter Ordnung durch die ge- 
gebenen sechs Punkte, z. B. die Verbindung der drei Geraden 

AF, BC, DE, 
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iliirch sie ausilriickbar seiu, iiud die vorige (ileichung würde 
also au Allgeineiiilieit nicht gewiiiueu, weuu luau ihr eiu 
(llied n.nf.hc.dc hinzufügen wollte, weil dieses selbst 
gleich der Suintne der mit gewissem Factoreu respective mul- 
tiplicierten vorigen vier Glieder sein muss. 

In derscllKJU Art, wie die Do]>pelverhältuissgleichheit 
der Punkte eines Kegelschnitts aus der Gleichung 
nh . cd == k . ac . hd 

abgeleitet wird (vergl. ,, Kegelschnitte“ Art. 288.), können 
wir aus der soeben geschriebenen Gleichung das folgende 
Gesetz als die Ausdehnung des erwähnten auf Curveu dritter 
Ordnung ableiteu: Wenn sechs Punkte einer Curve dritter 
Ordnung mit einem siebenten Punkte derselben durch gerade 
liinien verbunden werden, so besteht zwischen den durch 
die Schnittpunkte 

Ä, li, C, D, E, F 

seiner Strahlen in irgend einer Geraden bestimmten Segmen- 
ten die ilelation 

A IS .CD . EF + k . A r . ISE . DF + l . AD .BF . CE 
+ m .AE. BD . CF = 0, 

in welcher k, /, m für jede besondere Curve dritter Ordnung 
durch die sechs Punkte vollkommen bestimmte Constanten 
sind. Oer Satz umfasst zahlreiche besondere Fälle, welche 
mau leicht in analoger Weise wie in der „Anal. Geom. d. 
Kegelschn.“ Art. 295. ableiteu kann durch specielle Voraus- 
setzungen über die Lage der Transversale, etc. 

164. Wir sahen in Art. 4L, dass die Angabe eines 
Doppelpunktes äcpiivaleut war mit drei Bedingungen. Sind 
also ausser dem Doppelpunkt fünf andere Punkte gegeben, 
so würde eine einzige weitere Bedingung die Curve bestimmen 
und dieselbe kann daher in der Form 

S — kB^O 

dargestellt worden, wo S — 0, F — 0 zwei besondere Cur- 
ven des Systems sind. Wir können sie in die Form 

(o ah c d) o e — k . (o a b c o) o d = 0 
setzen, wenn {pah cd) die linke Seite der Gleichung des 
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durch deu Doppelpunkt O uud die vier Punkte A , B, C, D 
gebenden Kegelschnittes repräsentiert. 

Ebenso kann die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
durch den Doppeli>uukt 0 uud vier andere Punkte A, B, C, D 
in der Form geschrieben werden 

oa . ob . cd k . ob . oc . ad l . oe . ou . bd = 0; 
uud es besteht, die nämliche Relation wie iin letzten Artikel 
zwischen den Abschnitten, welche in irgend einer Transver- 
sale durch die Strahlen gebildet werden, die einen beliebigen 
Punkt der Curve mit diesen gegebenen Punkten verbinden. 

165. Indem wir das Doppelverhältuiss eines lliischels 
mittelst der senkrechten Entfernungen seines Scheitels von 
den Seiten eines Vierecks ausdrücken, dessen Ecken einzeln 
in den vier Strahlen desselben liegen (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 288.), können wir den Ort des gemeinsamen Schei- 
tels zweier Büschel finden, deren Doppelverhältuiss das- 
selbe ist und deren Strahlen durch feste Punkte gehen, so- 
fern zwei von diesen beiden Büscheln gemein sind. Denn 
wenn ab = 0 die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte 
A und B bedeutet, so erhalten wir eine Gleichung von der 
Form 

at) . bi> CO . dp 1 17 1 I 

, = , oder no . bp . cd = ab . co . dp. 

ab . po cd . op ‘ ^ 

Wenn 0 und P die beiden nicht reellen Kreispunkte im Un- 
endlichen sind, so giebt uns diess (vergl. a. a. 0. Art. 420.) 
deu Ort des gemeinsamen Scheitels zweier Dreiecke von ge- 
gebenen Basel! und gleichen Winkeln an der Spitze und wir 
sehen, da^s dieser Ort eine durch die besagten Kreispunkte 
gehende Curve dritter Ordnung ist. Wenn statt dessen die 
Differenz der Winkel an der Spitze gegeben wäre, so wäre 
diess nach der angeführten Stelle durch das Verhältniss 
von zwei Doppclverhältnisseu ausdrückbar uud leitet zu einer 
Gleichung von der Form 

ao. bp ^ CO. dp 

ap . bo ' cp .do’ 

welche eine Curve vierter Ordnung darstellt, die die beiden 
Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. 
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II. Abschnitt. 


Pole und I’olnrrn. 


1(»(J. Die früher entwickelten Hälze über Pole und Po- 
bireii sind zunächst für den bestiiuniteu Full der Curveii 
dritter Ordnung zu wiederhuleu und unzuwenden. Jeder 
Punkt 0 hat in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung eine 
gerade Polare oder Polarlinie und eine conische Polare oder 
einen Polarkegelschnitt; ihre Gleiehiingeu sind respective 


iW , ilir , dV . dU , . dU , ,dU „ 

dx + •" d,j + ^ -dz = di- + dy + “ dz = 0 

oder 

oder endlich 


Z Xi , , = 0 und Z Xi , 

' d X. ‘ dx,. 


Ix.W==o, ZXi'Ui = (l 


Wenn man die Gleichung des Polarkegelschnitts nach den 
Potenzen der Variabelu ordnet, so ist sie 


«'x’ + 6'//- -f ce'‘ 4* 2f'i)z -f ‘2g zx + 2h' xy == 0 

oder 

I U,t'Xi X* = ü 

wenn a, l>, . . . respective ?/,*' die zweiten Differentialquo- 
tienten in den gestrichenen Variabein bezeichnen. 

Der Polarkegelschnitt ist der Ort der Pole aller der 
geraden Linien, welche durch den Pol gehen, und es besitzt 
daher jede gerade Linie in Bezug auf eine Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt vier Polo, nämlich die Durch- 
schuittspunkte der Polarkegelschnitte von irgend zweien ihrer 
Punkte. 

Der Polarkegelschuitt geht durch die Berührungspunkte 
der sechs Tangenten, welche im Allgemeinen von O an die 
Curve gezogen werden können, liu Falle der Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt geht er durch den Doppelpunkt 
und schneidet die Curve nur in vier Punkten ausserdem und 
jede gerade Linie besitzt nur drei Pole, weil von den Grund- 
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punkten des Büschels der Polarkegelschnitte für die Punkte 
der Geraden nur drei verschieden sind vom Doppelpunkt der 
Curve. Im Falle der Curve mit IlUckkehrpunkt geht der Po- 
larkegelschnitt jedenfalls durch diesen stationären Punkt und 
berührt die IlUckkehrtangente; er schneidet also die Curve 
ausserdem nur noch in drei Punkten; es schneiden sich da- 
her auch zwei Polarkegelschnitte ausserdem nur noch in zwei 
Punkten , den beiden Polen der Verbindungslinie ihrer 
Pole O. 

Wenn die Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade zerfällt, so geht der Polarkegelschnitt jedes 
Punktes 0 durch ihre Schnittpunkte und eine beliebige Gerade 
besitzt zwei Pole; der Polarkegelschnitt geht auch durch die 
Üurchschnittspunkte des gegebenen Kegelschnitts mit der in 
Bezug auf ihn genommenen Polare von O. Denn man sieht 
leicht, dass der Vollzug der Operation A o<ler 
. <1 , . d , . d 

rfi. + <ix, 

au dem Producte LS einer linearen und einer <juadratischeu 
homogenen Function von 
drei Variabcln das Re- 
sultat 

L'S + LAS 

giebt. Wenn die Curve 
in drei gerade Linien zer- 
fällt, 

X, X.J *3 = 0 , 

so geht jeder Polarkegel- 
schnitt durch die Ecken des von denselben gebildeten Dreiecks 
und eine gerade Linie hat nur einen Pol. In diesem Falle 
sind die Gleichungen der Polargeraden und des Polarkegel- 
schnitts respective 

und 
oder 


a-jX/Xj' -f XjXj'x,' q- XjX/Xj' = 0 
X, Xj Xj *j~ Xj Xj X| -}- Xj X| Xj = ( • , 

l'- + = 0 und 4- = 0. 

X, ' X, ' Xj X, .T, ' Xj 


ir'ig- 31. 
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Die gegfibene Gleichung der l’olarlinic fQlirt sogleich zu einer 
geometrischen flonstruction derselben, denn aus Art. GO., 2. der 
„Anal. Geoni. d. Kegel.schn.“ folgt, dass für x! als den l’unkt 
E der Figur die Linie E,EjE^ die durch die besagte Glei- 
chung dargestellte Gerade ist. Die Tangente des l’olarkegel- 
schnitts im l’unkte x^ = Tj = 0 ist nach Art. 5G. a. a. ü. 

durch 4- = 0 ausgedrückt und wird daher als die Ver- 

a?i Xj 

bindungslinie des Punktes mit dem Üurchschnittspunkt 
E-, der l’olarlinie mit der Gegenseite A^ erlialten. 

107. Wenn eine durch den l’(d O gezogene Gerade die 
Gurve dritter Ordnung in l’unktcn A, li, V, schneidet, so wird 
ihr .Schnitt|)unkt V mit der Polarlinie von O nach Art. 134. 
durch die Gleichung 

-1 = • . » 

OJ’ ÜA ^ OJi ^ OC 

bestimmt. Wenn eine zweite gerade Linie aus O in der 
(!urve die Ihinktc A', IS', (f giebt, .so ist auch ihr l^unkt iS' 
in der Polarlinie damit gegeben und also diese selbst be- 
stimmt und muss die nämliche bleiben für alle durch die 
sechs Punkte 

A, B, C, A-, ir, V, 

gehenden Curven dritter Ordnung. Wir können daher die 
Polarlinie von O in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung 
linear construieren, wenn wir die Schnittpunkte 
A, B, V] A’, B-, V 

zweier von O ausgehenden Geraden mit der Curve als be- 
kannt voraussetzen; denn sie ist die Polare von ü in Bezug 
auf das durch die Geraden 

AA', BBS, VC 

gebildete Dreieck. Die ;ni Art. 13T). gegebenen metrischen 
Itelationen zeigen auch, dass mit den Punkten A, B, V die 
zwei Punkte des Polarkegehschnitts in ihrer Verbindungslinie 
bestimmt sind, und dass daher durch drei vom Pol O aus- 
gehende Gerade und die Grupjien ihrer Schnittpunkte 
A, B, C; A:, B', G'; A', B\ V" 
mit der Curve dieselbe bestimmt und somit für alle durcli 
diese neun Punkte gehenden ( hirven dritter Ordnung dieselbe 
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ist. Da die Punkte A, A', A" als Punkte einer Geraden ge- 
wählt werden können, so ist das Problem der Construction des 
Polarkegelschnitts in liezug auf eine Curve dritter Ordnung 
reduciert auf das seiner Construction für das aus einer Gera- 
den L und den durch die übrigen sechs Punkte gehenden 
Kegelschnitt «S'gebildeteSystem. Wegen derllelation von )i. 173 
geht dieser letztere l’olarkegelschnitt durch die Schnittpunkte 
von L und S sowie durch die Schnittpunkte von S mit der l’o- 
lare von O in Bezug auf S, und die Polare von ü in Bezug auf 
ihn ist bekannt. 

Wir behandeln speciell die Fälle 1) wo O ein l’unkt der 
Curve dritter Ordnung und 2) wo 0 ein Punkt ihrer Ilesse- 
schen Curve ist. 

1G8. Wenn wir aus zwei auf einander folgenden Punkten 
0, 0' der Curve dritter Ordnung die beiden Ueihen von Tangenten 

OA, ÜB, VC, OB] Ü'A, OB, O’C, O B 


ziehen, so schneidet jede. Tangente ÜA die nächstfolgende 
Tangente Ü'A in ihrem Berührungspunkt A. Nun liegen die 
vier Berührungspunkte A , B, (J, B im l’olarkegelschpitt des 
Punktes ü, welcher die Curve dritter Ordnung in diesem 
Punkte Ü berührt (Art. 64.), d. h. die sechs Punkte 


ü, a, A, B, C, B 

liegen in demselben Kegelschnitt und das Dop)>elverhältniss 

des Büschels .. . ..t. 

ü . AB CB 


ist somit das.selbe wie das des Büschels 
ü'. ABC B. 


Weil endlich diess Verhältniss dasselbe bleibt, wenn wir von 
einem Punkto der Curve zum nächstfolgenden Punkte der- 
selben gehen, so erkennen wir, dass das Doppel verhält- 
uiss des Büschels constant ist, welches die von 
irgend einem Punkte einer Curve dritter Ordnung 
an sie gehenden Tangenten mit einander bilden. 
Zu einem algebraischen Beweis dieses Satzes gelangen wir 
später dadurch, da.ss das Doppelverhilltniss des Büschels von vier 
durch eine homogene biquadratische Gleichung zwischen zwei 
Variabein ausgedrückten Geraden in Function des VerhiUt- 
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iiisses der Invarianten und ’P der biquadratischcn Form 
ansgcdriickt werden kann und dass diese absolute Invariante 
des Hüscliels in dem Falle, wo dasselbe von den vier Tan- 
genten einer Curve dritter Ordnung ans einem ihrer Punkte 
gebildet ist, als Function einer absoluten Invariante der cu- 
bisclien Form erscheint, die ihn ausdrilckt, also unveriinder- 
lich bleibt fiir alle Lagen des Punktes in der Curve. Diese 
absolute Invariante ist eine numerische Charakte- 
ristik der t'urve, welche durch Projection und 
durch lineare Transformation nicht verändert wird. 
Fis wird in der Algebra nachgewiesen *'■'), dass man durch den 
Werth dieser Invariaute diejenigen biquadratischenUlcichungen, 
welche zwei reelle und zwei imagiuäre Wurzeln haben, von denen 
unterscheiden kann, deren Wurzeln sämnitlich reell oder imagi- 
när sind; man sieht daraus, dass, wenn für irgend einenPunkt 
einer Curve dritter Ordnung von den vier von ihm ausgehen- 
den Tangenten derselben zwei reell und zwei imaginär sind, 
nothwendig fUr alle Punkte dersblben Curve das Gleiche 
•slattfindet ; und ebenso, dass jene vier Tangenten für alle 
Punkte der Curve entweder sämmtlich reell oder sämmt- 
lich imaginär sind, wenn sie in irgend einem ihrer Punkte 
.sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär sind. Darauf grün- 
det sich eine fundamentale Eintheilung der Curven dritter 
Ordnung ohne singulären Punkt in zwei Classen; die einen, 
in welchen von jedem Punkte der Curve aus zwei und nur 
zwei reelle Tangenten der Curve an dieselbe gehen, die an- 
dern, in welchen die vier Tangenten aus einem Punkte ent- 
weder .sämmtlich reell oder sämmtlich nicht reell *sind. Diese 
Demerkung wird in dem Abschnitt über die Classification der 
Curven dritter Ordnung ihre weitere Ausführung finden, und 
es wird sich dabei ergeben, dass im zweiten F’alle die Curve 
dritter Ordnung immer ans zwei getrennten Theilen besteht, in 
deren einem die Punkte mit vier reellen Tangenten und in deren 
anderem die Punkte mit vier nicht reellen Tangenten liegen. 

109. Aus dein Satze des Art. 108. folgt, dass für O, F 
als zwei beliebige Punkte der Curve dritter Ordnung stets 
ein Kegelschnitt existiert, der sie mit denjenigen vier Punk- 
ten verbindet, in denen die vier Tangenten aus dem ersten 
je ihre entsjirechendeii aus dem z.weiten durchschnciden. Da 


Digilizcd by Googlc 



das üoj)pelverhriltiiiss von vier Piinkton diircli die Vertau- 
scliungon von ABCl) in BADC, CD AB, DCBA nicht 
geändert wird, so können die Strälilen des zweiten Büschels 
nach einander in jeder von diesen vier Ordnungen mit denen 
des ersten Büschels in der Ordnung AB CD combiniert wer- 
den und die sechzehn üurchsch nittspnnkte der 
ersten Reihe von Tangenten mit der zweiten lie- 
gen somit in vier Kegelschnitten, welche sämmt- 
lich die Punkte 0 und P enthalten. Ist die Curve cir- 
cular, d. h. geht sie durch die nicht reellen Kreispunkte 
/, J im Unendlichen, so ergiebt sich, indem man diese für 
die Punkte 0 und P wählt, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer circularen Curve dritter Ordnung in 
vier Kreisen, zu je vier in einem derselben gelegen 
sind — ein von Hart^“) auf anderm Wege erhaltener Satz, 
der den Verfasser auf den Hauptsatz des vorigen Artikels 
führte. 

170. Wenn O ein Punkt der Curve ist, so wird 
jede durch ihn gehende Sehne in der Curve und im 
Polarkegelschnitt von 0 in Bezug auf dieselbe har- 
monisch getheilt. Denn wir sahen, dass die Durch- 
schnittspunkte der Curve dritter Ordnung mit der geraden 
Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten durch die 
Gleichung 

P U' A U' -t- Aji’A U + ft’ U = 0 

bestimmt werden ; für xi als einen Punkt der Curve ist aber 
U'= 0 und diese Gleichung durch ft theilbar, und wenn ferner 
die Punkte x, und x/ durch die Relation A U = 0 verbunden 
wären, d. h. wenn der eine auf dem Polarkegelschnitt des 
andern liegt, so würde die übrig bleibende quadratische Glei- 
chung die Form 

PA'C'+ ft^U=0 

und somit zwei gleiche und entgegengesetze Wurzeln haben, 
d. h. nach Art. 123. der „Anal. Geom. d. Kegelschn." die Ver- 
bindungslinie der beiden l’unkte wird durch die Curve har- 
monisch getrennt. Mau beweist das Nämliche auch, indem 
man den Punkt 0 zum Anfangspunkt der Coordinaten macht 
und den Ort der harmonischen Mittel auf allen von ihm aus- 

Satinon, Ilöhere CnrTco. 12 
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j'elieuden Radien vectoren liestiuiint. Indem man genau wie 
in Art. 133. verfährt und A = 0 setzt, findet man numittelbar 
2 {lix + Ci/) + + Ex;/ + Fif = 0, 

d. b. die Gleichung des Polarkegelschnitts für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten als Pol. 

Man beweist ferner wie in Art. 137., dass die Tan- 
gente des Polarkegelschnitts in seinem Durch- 
sclinittspunkt mit irgend einer Sehne aus dem in 
der Curve gelegenen Pol auch durch den Durcli- 
schnittspunkt der Tangenten der Curve dritter Ord- 
nung in den beiden Punkten dieser Sehne geht und 
zur Verbindungslinie ihres Schnittpunktes mit dem 
Punkte 0 harmonisch conjugiert ist. 

171. Wir untersuchen ferner insbesondere den Fall, in 
welchem der Punkt 0 ein Inflexionspmikt der Curve ist. In 
Art. 74. wurde gezeigt, dass der Polarkegelschuitt eines In- 
flexionspunktes in zwei gerade Linien zerfällt, von denen die 
eine die Tangente in diesem Punkte ist. 

Das Nämliche ergiebt sich auch aus der Gleichung für 
den Polarkegelschnitt des Anfangspunktes der Coordinaten, 
die wir so eben geschrieben haben ; denn damit der Anfangs- 
punkt ein Inflexionspunkt und die Axe y = 0 seine Tangente 
sei, muss (vergl. Art. 4G.) nicht nur A = 0, sondern auch 
B — 0 , D = 0 sein und die Gleichung des Polarkegelschnit- 
tes aus Art. 170. wird somit . 

ij (2C + Ex + Fy) = 0. 

Da der Factor y offenbar für das Problem des Ortes der 
harmonischen Mittel seine Bedeutung verliert, so ergiebt sich, 
dass für alle durch einen Inflexionspunkt der 
Curve dritter Ordnung gehenden Radien vectoren 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, ein Satz von Maelaurin *'). Und umgekehrt: Wenn 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, so ist der Punkt 0 ein Inflexionspunkt. Denn 
nach Art. 74. kann der Polarkegelschnitt nur in dem andern 
Falle in zwei gerade Linien degenerieren, wenn 0 ein Doppel- 
punkt ist, und dieser Fall hat auf das Problem der harmo- 
nischen Mittel keine Anwendung, weil die durch den Doppel- 


Digitized by Google 



170 

punkt gehenden Uadien vectoreii die Ciirve nur in einem 
weitern Punkte schneiden. 

Wir wollen die soeben gefundene Linie die harmonische 
Polare des Inflexionspunktes 0 nennen, um sie von 
der gewöhnlichen Polare zu unterscheiden, welche die ent- 
sprechende Inflexionstangente ist. 

172. Der Punkt O besitzt in Bezug auf die har- 
monische Polare Eigenschaften, welche analog 
sind den Eigenschaften vonPol und Polare bei den 
Kegelschnitten. Wenn wir durch 0 zwei gerade Linien 
ziehen, so schneiden sich die Paare der Verbindungslinien 
ihrer vier Schnittpunkte mit der Curve in der harmonischen 
Polare — unmittelbare Folge der harmonischen Eigenschaften 
des Vierecks. Wenn wir insbesondere in den Schnittpunkten 
eines durch 0 gehenden Strahls mit der Curve die Tangen- 
ten derselben ziehen , so liegt ihr Schnittpunkt in der har- 
monischen Polare. Die harmonische Polare geht auch durch 
die Berührungspunkte der von 0 aus an die Curve gehenden 
Tangenten, weil für Olillli" als eine harmonische Gruppe 
das Zusammenfallen von K mit Ji" auch das Zusammenfällen 
von m mit B, nach sich zieht. Somit liegen die Berührungs- 
punkte der drei von einem Inflexionspunkt aus an die Curve 
gehenden Tangenten in einer geraden Linie. Wenn die 
Curve einen Doppelpunkt hat, so folgt genau in derselben 
Weise, dass er in der harmonischen Polare liegen muss. 

Man ^ann den ersten Satz des Artikels auch so aussprechen : 
Wenn drei Punkte A’, If, (f der Curve in einer geraden 
Linie liegen und die sie mit 0 verbindenden Geraden die 
tlurve ferner in A", B”, C" schneiden, so liegen diese auch 
in einer Geraden, und diese beiden Gerailen schneiden die 
harmonische Polare in demselben Punkte. Denken wir ins- 
besondere A', B, C als zusammen fallend, so kommen wir 
zu dem Satze, dass die Verbindungslinie zweier Inflexions- 
punkte durch einen dritten Inflexionspunkt gehen muss und 
dass die Tangenten der Curve in zweien derselben sich in 
der harmonischen Polare des dritten schneiden. 

173. Wenn man durch einen Inflexionspunkt O 
drei gerade Linien zieht, die die Curve in yl,, A^-, 
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y<’,, J{j] (\ ferner schneiden, so hat jede durch 
die sieben Punkte 0^1, vl.,i>, Cj gehende Curve 
dritter Ordnung im Punkte O einen Inflexions- 
punkt. Denn die Schnitt]iunkte dieser drei Geraden mit 
der harmonischen Polare sind den üertem der harmonischen 
Mittel des I’unktes () für alle durch diese sieben Punkte 
gehenden Curven dritter Ordnung gemein und dieselben ent- 
halten also alle eine und die.selbe gerade Linie, während sie 
im Allgemeinen Kegelschnitte wären, nach Art. 171. mu.ss 
daher der Punkt O Tür alle die bezeichneten Curven ein In- 
flexiouspunkt sein. 

174. Wir haben im Art. 74. gesehen, dass die In- 
dex ion.spunkte einer Curve dritter Ordnung U—0 ihre üurch- 
schnittspunkte mit einer Curve i/ = 0 sind, die auch von 
der dritten Ordnung ist; eine Curve dritter Ordnung 
hat daher im Allgemeinen neun Inflexionspunkte, 
von welchen jedoch (vergl. Beisp. Jl. in Art. 120.) nur drei 
reell sind. Und da wir seitdem auch bewiesen haben, dass 
die gerade Verbindungslinie von zwei Inflexionspunkten 
durch einen dritten Inflcxionspunkt derselben Curve gehen 
muss, so ergiebt sich, dass man durch jeden Inilexionspunkt 
vier gerade Linien ziehen kann, welche die übrigen acht In- 
flexionspunkte enthalten. Als einen Specialfall zu dem Satze 
des letzten Artikels erhalten wir dann den Satz: Jede Curve 
dritter Ordnung, welchedurch die neun luflexions- 
puukte einer solchen Curve geht, hat diese Punkte 
selbst zu Inflexioiispunkten 

175. Die Zahl der geraden Linien von denen jede drei 
Inflexionspunktc enthält, ist 

= i (4 X 9) = 12, 

weil je vier von ihnen sämmtliche Inflexionspunkte enthalten ; 
wir können auch daraus schlies.sen (vergl. Art. 126.), dass 
die Inilexionspunkte nicht sämmtlich reell sein können, weil 
durch neun reelle Punkte nur zehn Gerade gehen können, 
welche sie zu je dreien enthalten, aber nicht eine grössere 
Anzahl von Geraden. 

Der Versuch, ein Schema dieser Linien zu bilden, führt 
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auf Folgeudes, von welchen jedes andere nur durch die Be- 
zeichnung abweichen kann: 


123, 

468, 

579. 

145, 

269, 

378. 

167, 

285, 

349. 

189, 

.365, 

247. 


Es folgt daraus, dass jede Curvc dritter Ordnung durch irgend 
sieben dieser Punkte einen derselben ihrerseits zum luflexions- 
puukt haben muss; denn irgend sieben der Punkte liegen 
nach der Tabelle in drei Geraden, z. B. die ersten sieben in 
123, 145, 167, welche sich in einem Punkte der Curve schnei- 
den, und cs ist somit nach dem letzten Artikel dieser ge- 
meinschaftliche Punkt (1) ein Inflexionspiiukt für alle diese 
Curven. Aus der Uebersicht dieser Geraden geht hervor, 
dass sie in vier lieiheu von drei Geraden geordnet werden 
können, von denen jede Reihe sämmtliche Punkte enthält; 
oder dass, wenn wir die Gleichung 

U-\- UI^O 

bilden, drei Werthe von A existieren, für welche die Glei- 
chung sich auf die Gleichung eines Systems von drei geraden 
Linien reduciert. Einen directen Beweis davon geben wir 
im letzten Abschnitt dieses Kapitels. 

176. Wir betrachten ferner den Full, wo der Punkt x/ 
in der II esse 'scheu Curve liegt und somit sein Polarkegel- 
schuitt in zwei gerade Linien zerfallt. Iiu Art. 70. wurde 
als allgemeines Gesetz bewiesen, dass immer wenn die erste 
Polare eines Punktes A einen Doppelpunkt B hat, der Polar- 
kegelschnitt von B einen Dop{)elpunkt in A besitzt. Im Falle 
der Curven dritter Ordnung ist die erste Polare eben der 
Polarkegclschnitt und der Satz lautet: Wenn der Polar- 
kegelschnitt von A in zwei gerade Linien zerfällt, 
die sich in B schneiden, so zerfällt auch der Polar- 
kegelschnitt von B in zwei Gerade, die sich in A 
schneiden. In der That, wenn der Polarkegekschnitt von 
xi in zwei gerade Linien zerfällt, so genügen die drei Co- 
ordinaten x/ des Durchschnittspuuktes der letzteren den drei 
Gleichungen, welche durch Diliereutiatiou der Gleichung des 
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Polarkcgelsclinitts eiitstelieu. Den iiqiiivalenlen Formeu der 
letztercu (Art. 1G5.) 

Zx/ U, — 0 oder Z t/a x.x* = 0 
(‘nUjiringi'ii die äquivalenten Formen der l'raglicheii Diffe- 
rentiale 

r,ix, -f t/|jXj'-i- t/,^x3' = o, 

-f t/ii'Xj == (», 

*1 ”1" “f" ^23 ^.3 

^13 “f" ^23 ^2 “h ^' 33 ^3 “ 

Dieselben /.eigen sich als symmetrisch in Ilezug auf die x* 
und die xi imd beweisen daher, diiss die Ueziehung zwischen 
diesen Punkten eine gegenseitige ist. Aber A und B sind 
oil'enhar Punkte der Ilesse'schen Curve, und zwar als 
entsprechende Punkte derselben zu bezeichnen; wir wer- 
den jetzt zeigen, da.ss sie dicss auch in dem in Art. 152. er- 
klärten Sinne sind, d. h. dass die Tangenten der 
Ilesse’schen Curve in A und B sich in einem an- 
dern Punkte dieser Curve begegnen. Wir werden 
später sehen, dass es drei Curven dritter Ordnung giebt, 
welche dieselbe Curve zu ihrer Ilesse’schen Curve haben 
und dass für jede dieser drei die Correspondenz der Punkte 
A und B in ihr eine andere von den drei Arten der Cor- 
respondenz ist, welche wir in Art. 152. f. kennen gelernt 
haben. Hier ergiebt sich zunächst, dass im Falle der Curven 
dritter Ordnung die Steiner’sche (Art. 70.) und die Ilesse’- 
sche Curve derselben in einer Curve vereinigt sind. 

177. Die Gleichung des Polarkegelschuitts eines durch 
die Coordinaten j/, bestimmten Punktes 

zeigt, dass das System der Polarkegelschnittc aller Punkte 
•der Ebene in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ein 
solches System (Netz) von Kegelschnitten bildet, wie es in 
Art. 360. f. der „Anal. Geom. d. Kegelschn.“ discutiert worden 
ist, nämlich ein System, dessen Gleichung zwei unbestimmte 
Parameter linear enthält. Die Gleichung der Polare des Punk- 
tes A in Bezug auf einen Kegelschnitt des Systems ist 
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D\ + ^J2^ä”+ 

+ !/:. (t^l3^l'+ Uj,,x,'-\- f-j^x^') = 0 

und wird also durch die t'oordinaten des Punktes Ji erfüllt; 
die Polare jedes der Punkte ^1, // geht somit durch den an- 
dern Punkt und die Hesse 'sehe Curve der Curve dritter 
Ordnung ist somit zugleich die Ja co bi 'sehe Curve (a. a. 0. 
Art. .360.) des Systems der Polarkegelschuitte. Weil A und B 
in Hezug auf jeden Kegelschnitt des Systems conjugierte 
Pole sind, so werden sie in ihrer Verbindungslinie von allen 
den besagten Kegelschnitten harmonisch getrennt, d. h. diese 
Punktepaare bilden eine Involution, deren Doppelpunkte in 
A und B liegen. Somit können auch die beiden Punkte, in 
welchen diese Gerade je einen Kegelschnitt des Systems 
schneidet, nur in A oder in B zusammenfalleii ; und somit 
kann, für das Zerfallen in zwei gerade Linien, die sich in 
AB durchschneiden, nur entweder A oder B der Schnitt- 
punkt derselben sein, wenn nicht A B .selbst eine dieser Linien 
i.st. Die Hesse’sche Curve einer Curve dritter Ordnung ist 
selbst eine Curve dritter Ordnung und wird also von der 
geraden Linie AB in drei Punkten, d. h. noch in einem 
dritten Punkte C ausser A und B geschnitten. Jeder Punkt 
der Hesse'schen Curve ist, wie wir gesehen, der Durch- 
schnitt von zwei Geraden, in welche ein gewisser Polarkegel- 
schnitt des Systems zerfällt, und es folgt somit aus dem so- 
eben bewiesenen, dass von den zwei Geraden dieser Art, 
welche sich in C durchschneiden, AB selbst die eine sein 
muss. Damit entspringt aus dem System der Punkte, deren 
Ort die Hesse’sche Curve ist, ein System von Geraden, 
nämlich der Paare von Linien , welche die Polarkegel- 
schnitte der Punkte der Hesse’schen Curve sind. Jede Linie 
des Systems schneidet die Hesse’sche Curve in drei Punk- 
ten, von denen zwei entsprechende Punkto der Hesse’schen 
Curve sind und deren dritter C, den Durchschnittsimnkt der 
Geraden mit ihrer conjugierten, wir als den ergänzenden 
Punkt bezeichnen können. 

178. Die von dem System der eben erwähnten Geraden 
umhüllte Curve ist von Cayley studiert worden und Cre- 
mona hat sie deshalb als die Cayley’sche Curve der Curve 
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dritter Ordnung liczeicLnet Sie ist von der dritten Classe, 
weil durch einen beliebigen Punkt 1‘ der Ebene nicht mehr 
ids drei von jenen Oeraden gehen können. Ein Punkt M 
nändich dessen Polarkegelschnitt durch 1’ geht, liegt nach 
Art. (>1. nothwendig in der Polarlinie von P und damit der 
Pülarkegelschiiitt in gerade Linien zerfalle, muss M in der 
Ilesse’schen Curve liegen; es giebt daher immer nur drei 
Punkte M, deren l’olarkegelschiiitt sich auf ein Paar von 
geraden Linien reduciert, von denen die eine durch P geht. 
Da die Curve keine üo|)peltangenU* und keine stationäre Tan- 
gente besitzen kann, so ist sie von der sechsten Ordnung. 
Jede Linie des Systems verbindet ein Paar entsprechende 
Punkte der llesse’scheu Curve (Art. 177.); die Cayley’sche 
Curve kann daher ebenso gut betrachtet werden als die En- 
veloppe der geraden Linien, in welche die Polarkegelschuitte 
der Punkte der Ilesse’schen Curve zerfallen, wie als die 
Envelojipe der (ieraden, welche die correspondierenden Punkte 
der Ilesse’schen Curve verbinden. Im Falle der Curven 
höherer Ordnimg jedoch ist die Enveloppe der Verbindungs- 
linien der entsprechenden l’unkte A, B (Art. 70.) von der 
Envelojipe der geraden Linien verschieden, in welche Polar- 
kegelschnitte zerfallen können. 

Die Cayley’sche Curve kann auch als die Envelopjie 
der Geraden betrachtet werden (Art. 177.), welche vom Sy- 
stem der Polarkegelschuitte in Involution geschnitten werden. 
Es ist aus Art. .‘137. der „ Kegelschnitte“ ersichtlich, wie 
die Gleichung dieser Envelojipe gebildet werden kann und 
dass sie von der dritten Clas.se ist. (Vergleiche a. a. O. 
Art. 3G1.) 

179. Wir suchen ferner die vier Pole einer Tangente der 
Ilesse’schen Curve mit Ilerührungsjiimkt A in Bezug auf 
die Curve dritter Ordnung; sie sind ofl'eubar die Durch- 
schnittsjmuktc des Polarkegelschuitts von A mit dem Polar- 
kegelschnitt des nächstfolgenden Punktes Ä der llesse’scheu 
Curve. Der Polarkegelschuitt von A ist das Paar der gera- 
den Linien BL, BN und der Polarkegelschnitt von A' ist 
ein demselben nächstbenachbartes Linienpaar; nun schneidet 
JiL die nächstfolgende Gerade zu BN im Punkte B und 
II N die nächstfolgende Gerade zu BL in demselben Punkte 
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und BL, BN sfhiieideii die ihnen respective zunächüi fol- 
genden Geraden in den Berührungspunkten derselben mit 
ihrer Enveloppe; d. h. die gesuchten vier Pole sind der zwei- 
fach zählende Punkt B und .die Berührungspunkte der Cay- 
ley sehen Curve mit den Geraden BL, BN. 

Insbesondere ist also die Polarlinie eines Punktes 
der Ilesse'schen Curve in Bezug auf die Curve drit- 
ter Ordnung dieTangeute der Ilesse’schen Curve im 
correspondierenden Punkt. Man kann aus dem eben 
Entwickelten direct zeigen, dass die Cayley’sche Curve 
von der sechsten Ordnung ist. (Art. 178.) Denn die Glei- 
chung des Ortes der Pole der Tangenten der Ilesse’schen 
Curve in Bezug auf die Curve dritter Ordnung wird gefunden, 
indem man die Bedingung ausdrückt, dass 

x^U^ x.^ Uj + ^37/3 = P 

die Hesse’sche Curve berührt. Diese Bedingung enthält die 
Grössen Ui im sechsten Grade und der fragliche Ort ist so- 
mit von der zwölften Ordnung; und weil nach dem Bewie- 
senen die Ile SS e 'sehe Curve zweifach zählend dem Orte au- 
gehört, also auch als zweifach auftretender Factor seiner 
Gleichung angehört, so ist der Best, den die Cayley’sche 
Curve repräsentiert, von der Ordnung sechs. 

180. Der Ort der Punkte, deren Polarlinien in Bezug 
auf eine Curve U =0 eine andere Curve V — 0 berührten, 
schneidet die erstere Curve nothwendig in ihren Berührungs- 
punkten mit denjejiigen ’rangeuten, die sie mit der zweiten 
gemeinschaftlich hat, weil die Polarlinie eines Punktes von 
U—0 die Tangente von U — 0 in diesem Punkte ist und 
nach der Voraussetzung für einen Punkt des Ortes die Polar- 
linie auch F=0 berührt. Wir salicn aber so eben, dass 
für 1/ = 0 als eine Curve dritter Ordnung imd V = () als 
ilu-e Hesse'sche Curve der Ort aus der Cayley’schen und 
der zweifach zählenden Ilesse’schen Curve zusammengesetzt 
ist. Die Curve dritter Ordnung und die Hesse’sche Curve 
haben als je von der sechsten Classe sechs und dreissig ge- 
meinschaftliche Tangenten und wir sehen nun , dass dieselben 
aus den achtzehn Tangenten von U =0 in den Schnitt- 
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punkten dieser t'urve mit der (!uyley sehen Curve und aus 
den Tangenten von i/ = 0 in ilireu fsehnittpuukten mit der 
Ilcsse'seheu Curve bestehen, wulx-i die Letztere d. i. die 
neun stationären Tangenten je fiir zwei zu zählen sind. Und 
Ln der Tliat haben wir .schon in Art. 46. bemerkt, dass jede 
stationäre Tangente einer Curve als eine Dojipeltaugente der- 
selben zu betrachten sei, weil sie sowohl den ersten mit dem 
zweiten als den zweiten mit dem ciritten Punkt verbindet; 
bei Zählung der gemeinschaftlichen Punkte oder Tangenten 
zweier Curven zählt ein Rückkehrpunkt wie ein Doiipelpunkt 
und resjtective eine stationäre wie eine Doppeltangeute für 
zwei. (Vergl. Art. 47.) Der Polarkegelschnitt eines In- 
flexionspunktes A besteht nach Art. 171. aus der Indexious- 
tangente selbst und der harmonischen J’olare von A, und der 
dem Punkto A correspondierende Punkt Ji ist daher der 
Durchschnittspunkt der luHexionslangente mit der harmoni- 
schen Polare. Und die Tangente der Hess e'schcn Curve in 
Ji ist die Polare von A in Bezug auf die Curve dritter Ord- 
nung, d. h. die Inflexionstangente selbst. Somit sind die 
neun I’imkte, wo die Inllexionstangenten die Hesse’sche 
Curve berühren, diejenigen Punkte, wo jede luflexionstau- 
gente die entsprechende harmonische Polare schneidet. 

Es kann aus dem Bewiesenen geschlossen wird aber 
später unabhängig gezeigt werden, dass das Problem, eine 
Curve dritter Ordnung zu finden, von welcher eine gegebene 
Curve dritter Ordnung die Hesse’sche Curve ist, drei Lö- 
sungen hat. Denn weil die Inflexionspuukte beiden Curven 
gemein sind (Art. 174.), so kennt man neun Punkte der frag- 
lichen Curve dritter Ordnung, welche für acht Bedingungen 
zählen, und dieselbe wäre somit durch die Kenntniss der 
Tangente in einem dieser Punkte A vollständig bestimmt. 
Was aber soeben bewiesen wurde, zeigt, dass diese Tangente 
jede von den drei Tangenten sein kann, welche von A 
an die Curve gelegt werden können (Art. 172.). 

181. Die Tangenten der Hesse’schen Curve in 
correspondierenden Punkten A, li schneiden sieb 
in einem Punkte derselben Curve. Wenn die Linien 
BL, BN den Polarkegelschnitt von A und die Linien Ali, 
AN den Polarkegelschnitt von Ji bilden, so sind die Punkte 
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L, M, N, R die vier Pole der Linie AR und die gemein- 
Bcliaftlichen f’unktc sänimtlicher den Punkten von AR ent- 
sj)reclienden Polarke- 
gelsehnitte. Wenn 
also dieser Polarkegel- 
si'Lnitt in zwei gerade 
Linien zerfallen soll, 
so können diese nur 
die Geraden LR, 3IN 
sein und der Durch- 
schnittspunkt D der- 
selhen ist also ein 
Punkt der Hess e’schen 
L'nrve und der corre- 
spoudierende zu dem 
dritten Scimittpuukt C 
der geraden Linie A R 
mit derselben. Aber die Tangente der llesse'schen Curvo 
in J{ ist die Polare von yl in Hezug auf die Curve dritter 
Ordnung, welche nach Art. 60. auch seine Polare in Hezug 
auf den Polarkegelsehnitt von A, d. h. das Linienpaar R L, 
RN ist, d. h. diese Tangente ist nach den harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen Vierecks die Linie RD\ und 
in gleicher Art ist die Tangente in A die Linie A D. 

Wenn die Hesse’sche Curve und ein Punkt A in ihr 
gegeben sind, so gestattet das Problem, den entsprechenden 
Punkt R zu finden, drei Tjösungen (vergl. Art. 152.); denn 
wenn wir die Tangente in A ziehen, welche die Curve über- 
dies.s in D sclmeidet, so kann Jf der Berührungspunkt einer 
der drei von A D verschiedenen Tangenten sein , welche von 
D aus an die Curve gehen. Diese drei Lösungen entsprochen 
den drei verschiedenen Curven dritter Ordnung, für welche 
die gegebene Curve die II esse 'sehe Curve sein kann. 

182. Die Berührungspunkte der Cayley’schen 
Curve mit den vier geraden Linien RL, RN, AR, AN 
liegen in einer Geraden. Die Pole von AD in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung sind die Durchschnittspunkte 
der Polarkegelschnitte von A und D, d. h. des Paares RL, 
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JIN mit dein aus Ali und einer durcli C gehenden coiiju- | 

gierten fieraden Ca liestelienden Paare; die vier Pole sind i 

daher der zweifach zälilende Punkt Ji und die beiden Punkte, 

in welchen Ca die (leraden JIL, UM schneidet. Da aber 

AD eine Tangente der llcsse’schen Curve ist, so folgt aus 

Art. 17[)., dass die letzteren beiden Pole die Berührungspunkte 

der Geraden HL, UM mit ihrer Enveloppe sind. Und in 

gleicher Weise liegen die Berührungspunkte von AB, AN 

in derselben geraden Linie. Da diese gerade Linie selbst 

eine Tangente der Cayley scheu Curve ist, so sind ihre 

sechs Schnittpunkte mit derselben damit vollständig nachge- 

wiesen. Mit andern Worten: Jede Tangente der Cayley’ | 

sehen Curve ist die eine von einem Paar von Geraden, das | 

einen Polarkegelschnitt repräsentiert, und dessen andere | 

Linie zwei entsprechende Punkte der II esse 'scheu Curve mit 

einander verbindet; die vier geraden Linien, welche die Po- , 

larkegelschnitte dieser zwei Punkte bilden, gehen respective 

durch die vier Punkte, in welchen die gegebene Tangente | 

die Cayley’sche Curve noch weiter schneidet. 1 

Um ferner den Berührungspunkt einer gegebenen Tan- 
gente mit der Cayley 'scheu Curve zu bestimmen, verbinden ' 

wir den ergänzenden Punkt in der gegebenen Tangente mit 
dem correspodiereudeu Punkte der Hesse’scheu Curve und 
bestimmen zu dieser Geraden die conjugierte; sie schneidet 
die gegebene Tangente in dem verlangten Punkte. Aber 
wir können sofort eine noch einfachere Kegel ableiten. Denn 
da die beiden letzterwähnten Linien einen Polarkegelschnitt 
bilden und jeder Polark egelschnitt die Verbindungslinie cor- 
respoudiereuder Punkte harinonisch theilt, so haben wir nur 
die drei Punkte zu nehmen, in welchen die gegebene Tan- 
gente die llesse’sche (,'urve schneidet, nämlich die beiden 
correspondiereudeu Punkte und den ergänzenden Punkt, und 
den dem letztem in Bezug auf die beiden erstem harmonisch 
conjugierten Punkt zu bestimmen. 

183. Wir wollen die vorstehend entwickelten Regeln auf 
den Fall anweuden, wo A ein Inflexionspuukt ist und B der 
correspondierendc Punkt, somit der Durchschnittspuuk't der 
Inflexioustangente mit der harmonischen Polare. Daun ist 
der Polarkegelschnitt von B ein durch A gehendes Linieu- 
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paar und der' von A besteht aus der In Hexionstangente und 
der harmonischen Polare. Um die Punkte zu finden, in 
welchen diese vier Linien die C’ayley’sche Curve berühren, 
nehmen wir den Punkt, in welchem die Linie A B die 
Hesse’sche Curve zum dritten mal schneidet, d. h. den Punkt 
B, weil AB die Ilesse’sche Curve berührt, und die durch 
B gehende zu AB conjugierte Linie, in welcher die vier 
Berührungspunkte liegen, ist die harmonische Polare. Somit 
ist der Berührungspunkt der Inflexionstangente mit derCay- 
ley 'sehen Curve ihr Durchschnittspunkt mit der harmonischen 
Polare oder (Art. 180.) die Cayley 'sehe und die Ilesse’sche 
Curve berühren einander, und haben die neun Inflexions- 
taugenten zu ihren gemeinschaftlichen Tangenten. Die Cay- 
ley 'sehe Curve als eine Curve dritter ('lasse ohne Singulari- 
täten hat neun Rückkehrpunkte und die eben entwickelte 
Construction zeigt, dass die harmonischen Polaren die neun 
entsprechenden Rückkehrtangenten sind. 

184. Es ist gezeigt worden, dass die Tangente der 
Hesse’schen Curve in irgend einem Punkte A diese Curve 
ferner in dem Punkte 1) schneidet, wo sie die Polare von A 
in Bezug auf die Curve dritter Ordnung trifft. Wir schlie.ssen 
daraus, dass die Tangente einer Curve dritter Ordnung in 
irgend einem Punkte A diese Curve flberdiess in dem Punkte 
schneidet, wo sie die Polare von A in Bezug auf eine Curve 
trifft, die die gegebene zu ihrer Hesse’schen Curve hat. 
Da eine solche Curve dritter Ordnung durch die Inflexions- 
punkte der gegebenen Curve geht, so ist ihre Gleichung von 
der Form 

aU+ ßU=^0 


und die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes x, in 
Bezug auf sie ist 


«(». 


dU' 

dxt 

dir , dir 
+ dxv 
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So ergiebt sich, dass der weitere Durchschnittspunkt einer 
Curve dritter Ordnung mit einer ihrer Tangenten durch Com- 
bination der Gleichungen — wir bezeichnen die Differentiale 
durch Indices — 
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^1 = 0 , 
x^ H; + arj //,' -f a,-3 i/,' = 0 

l)ostimmt ist; in amlern Worten, dass der Tangentialpunkt 
eines Punktes xi in der Curve dritter Ordnung der Durcli- 
selmitkspunkt der Tangente der Curve mit der Polare des- 
selben Punktes in Bezug auf die Ilesse’sche C'urve ist; wir 
können auch direct die Coordinaten Xi des Tangentialpunktes 
in Function der x! ausdrücken, denn sie sind offenbar den 
Deterniinanten 

l\ 11, - U, II, , ü, 11, - U, 11, , U, 11, - u, //, 

proportional, welche Functionen vierten tirades in den xi siml. 
18."). Die Polarlinien der l’uukte einer gegebenen Oeradeii 
i,x, -f l,x, -f i,x,^0 

uiuhiillen einen Kegelschnitt, den wir als den Polarkegel- 
Bchnitt der Geraden bezeichnen können. Die Gleichung 
der Polare eines Punktes x,‘ kann in der Form 

U„x,'^ + U„x.p + U„x,'^ + 2 U„x,'x, -f 2 U„x,'x,' 

-1- 2 U^Xf'x, = 0 

geschrieben werden, und das Problem, die Enveloppe dieser 
Linie unter der Bedingung 

133-3' = 0 

zu linden, i.st identisch (Art. 96.) mit dem der Aufstellung der 
Bedingung, unter welcher eine gerade Linie einen Kegelschnitt 
berührt. Die Gleichung der fraglichen Enveloppe ist daher 

+ U33g3^ + + 2U3, 

+ 2U„?,i, = 0, 

wenn wir den Uji dieselbe Bedeutung beilegen wie den vl,* 
in der Theorie der Kegelschnitte nämlich, dass 

XJi, = U,,U„ U.2J — U,,U,, etc. 

sind; also Functionen zweiten Grades in den (joordinaten 
Xj. Es ist offenbar, dass der Polarkegelschnitt einer Linie 
auch als der Ort derjenigen Punkte hätte definiert werden 
können , deren Polarkegelschnitte die gegebene Linie berühren. 

Wenn die Methode des Art. 88. zur Bestimmung dieser 
Enveloppe angewendet wird, so hängt die Lösung von den 
Gleichungen 
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“I" ^^12^2 “f" ^13^3 “ J 

-|- -{- Z/jjXj — A§2, 

^13^1 "l" “f" f^33*3 = 

ab, welche nach Art. 324. der „Anal. Geom. tl. Kcgelschn.“ 
die Gleichungen sind, durch welche der Pol der gegebenen 
Geraden in Bezug auf 

x{ Ul + + ^3" ^3 = *3 

V)estimmt wird. Der Polarkegelschnitt einer geraden Linie 
ist also auch der Ort der Pole dieser Geraden in Bezug auf 
die Polarkegelschnitte aller ihrer Punkte, wie auch aus geo- 
metrischen Betrachtungen geschlossen werden konnte. 

18(j. Weil die Polarlinie eines Punktes einer Geraden in 
Bezug auf eine Gurve dritter Ordnung dieselbe i.st, wie die in 
Bezug auf das Dreieck der Tangenten der Curve in ihren 
Schnittpunkten mit diesen geraden Linien, so ist auch der 
Polarkegelschnitt der Linie der nämliche in Bezug auf diess 
Dreieck, wie in Bezug auf die Curve. Wenn die fraglichen 
drei Tangenten durch 

x^XjX^ — 0 

dargestellt sind, so wird der Polarkegelschnitt einer Linie 
(Art. ICC.) als die Enveloppe von 

x^x^x^ -|- x^x^x{ -f- x^Xi'x^ = 0 
unter der Bedingung 

^1 “f" ^2^2 “H ^3^3 

gefunden; und diese ist (vergl. „Kegelschn.“ Art. 157.) 
(i,x,)4 + {1,X,)\ 

= 0. 

Man sicht daraus, dass 
für P, Q, R als die 
Schnittpunkte der 
( lurve dritter Ordnung 
mit der gegebenen 
Geraden und für yUiC 
als das von den ent- 
sprechenden Tangen- 
. ten der Curve gebildete Dreieck der Polarkegelschnitt der 
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j,'<!raJeii Liuie die Seiten dieses Dreiecks in den Punkten 
1), K, /•’ berührt, welche den Punkten 1\ Q, It in Bezug 
auf die Paare JiV, ('A, Ali resj)ective harmonisch conjugiert 
sind. Dass der l’olarkegelsclinitt durcli <lie Tangenten der 
Curve dritter Ordnung in P, if, 11 berührt wird, ist a priori 
offenbar, weil dieselben besondere Lagen der Linie sind, 
deren Enveloppc gesucht wird. 

187. Es folgt aus der Definition, dass die von einem 
Punkte aus an den Polarkegelschnitt einer Geraden gehenden 
Tangenten die Polaren der beiden Punkte sind, in denen der 
Polarkegelschnitt des Punktes die gerade Linie schneidet. 
Der Polarkegelschnitt eines Punktes schneidet somit eine ge- 
gebene gerade Linie in reellen oder nicht reellen Punkten, 
je nachdem der Punkt ausser- oder innerhalb des Polarkegel- 
schuitts der Geraden liegt, weil ein Punkt als ausserhalb 
eines Kegelschnitts gelegen bezeichnet wird, so lange von 
ihm zwei reelle Tangenten an denselben gehen. Wir haben 
schon früher bemerkt, dass für einen Punkt des Polarkegel- 
schnitts einer geraden Linie der Polarkegelsclmitt diese gerade 
Linie berührt. 

Da nun speciell der Polarkegelschnitt eines Doppel - 
l»uuktes das Taugentenpaar der Curve in demselben ist, so 
liegt für den Polarkegelschnitt jeder beliebigen Geraden in 
Bezug auf eine Curve dritter Ordnung mit Knotenpunkt der 
Knotenpunkt ausserhalb, für den in Bezug auf eine Curve 
dritter Ordnung mit conjugiertem oder isoliertem Punkt inner- 
halb; hat die Curve aber einen Uückkehrpunkt, so geht der 
Polarkegelsclmitt jeder Geraden durch denselben hindurch. 

188. Aus den vorhergehenden Definitionen und aus 
Art. 13C. folgt, dass für die gegebene Linie als die unend- 
lich entfernte Gerade der Ebene der Polarkegälschnitt zu er- 
klären ist als die Enveloppe der Durchmesser der Curve 
dritter Ordnung, als der Ort der Centra der Diametralkegel- 
schnitte derselben und als der Ort deijenigen Punkte, deren 
Polarkegelschnitt eine Parabel ist. Seine Gleichung wird ge- 
funden, in dem man in der Formel des Art. 185. und |j 
gleich Null setzt, und ist somit 
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L'ml man sieht, aus Art. 18G., dass diess die Gleichung der 
Ellipse ist, welche »lie drei Seiten des Dreiecks der A.synip- 
tuten in ihren Mittelpunkten l>erührt. 

189. Wenn die gegebene Gerade die Curve dritter Ord- 
nung berührt, so lallt sie, weil sie seihst die Polare des Be- 
rührungspunktes ist, mit einer der Lagen der umhüllenden 
Linie des Art. 185, zusammen und berührt also den Polar- 
kegelschnitt; und eine gerade Linie kann ihren Polarkegel- 
•schnitt in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt nur in dieser Voraussetzung berühreip Deshalb 
kann hiervon zur Bildung der Gleichung der Curve dritter 
Ordnung in Liniencoordiuaten Gebrauch gemacht werden. 
Weil U||, U.„, . . . Functionen zweiten Grades in den Coor- 
dinaten sind, so kann die Gleichung 

des Polarkegelschnitts in der Form 

+ Tj,.;v -I- u,,;v + 

+ = 0 

geschrieben werden, wo U,,', . . . Functionen vom zweiten 
Grade in den sind; und die Bedingung, unter welcher der- 
selbe die gerade Linie berührt, ist 

vom sechsten Grade in den die Bedingung der Be- 
rührung der Geraden mit der Curve dritter Ordnung. 

Wenn die gegebene Gerade die Cayley’sche Curve be- 
rührt, so geht, weil sie mit einer andern geraden Linie zusam- 
men den Polarkegelschnitt eines gewissen Punktes bildet, der 
IVdark ege 1 schnitt jedes ihrer Punkte durch diesen Punkt und 
die Enveloppe des Art. 185. reduciert sich folglich auf einen 
Punkt. 

190. Indem wir zur Betrachtung von zwei Curven drit- 
ter Ordnung f,r=0, l’’=0 Vorgehen, erörtern wir zuerst das 
Problem der Bestimmung eines Punktes, der in Bezug auf 
beide dieselbe Linie zur Polare hat, oder was dasselbe ist, 
de.ssen Polare in Bezug auf alle die Curven dritter Ordnung 

-f» A F = 0 dieselbe ist. Damit 

X, U^ + x.^ U.j -(■ . 

Suliiiüu, liulierc ('urrcii. 13 
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und 

X, V, + Xj Vj 4- a;, F3 = 0 
dieselbe gerade Linie darstellen, niilsseii wir haben 
. U,_l/,_U, 

y, ~ y, ~ y> 

oder 

U, V, -u,v,^ 0, - 17, F, - 0, r/,v,-u, F3 = 0 ; 

und wir ersehen aus der ersten Form dieser Gleichungen, dass 
die drei Gleichungen in der zweiten Form zwei Gleichungen 
äquivalent sind, und dass die Gurven vierter Ordnung, welche 
die Gleichungen der zweiten Form repräsentieren, gemeinsame 
Punkte besitzen müssen. Es sind aber nicht alle ihre Durch- 
schuittspuukte ihnen gemeinsam, weil alle die Werthe, welche 
Zähler und Neuner irgend eines der drei Brüche verschwin- 
den machen , zweien der resultierenden Gleichungen genügen, 
aber nicht der dritten Gleichung. Rechnen wir also von den 
sechszehn gemeinsamen Punkten zweier Curven dritter Ord- 
nung, z. B. den durch die ersten beiden Gleichungen darge- 
stellten, die der dritten nicht auch ungehörigen ab, nämlich die 
vier den Kegelschnitten i/, = 0, V, = 0 gemeinsamen, so 
bleiben die zwölf Punkte übrig, welche allen gemeinsam sind 
und das vorgelegte Problem lösen. Wir wollen bemerken, 
dass allgemein für die Ui als Functionen wd'" und die F,- als 
Functionen »»*'" Grades in den Coordinaten das System 

ff , ; F, = : Fj = U3 : V, 

drei Curven der Ordnung (»« «) darstellt, welche 

-j- «in -f- 

gemeinschaftliche Punkte haben. 

190. W'eil die Discriminante einer cubischen Form vom 
zwölften Grade in den Coefficienten derselben ist (Art. 69.), 
so giebt es im Allgemeinen zwölf Werthe von i, für welche 
die Discriminante von 

ff-j- AF=0 

verschwindet, weil die Bestimmungsgleichuug für X durch 
Substitution von a Xa' für jeden Coeflieieuten a als eine 
Gleichung zwölften Grades erhalten wird. (Vergl. „Anal. 


Digitized by Gi « 


195 


Geom. d. Kegelschn.“ Art. 270.) Die Coordiiiaten des Doppel- 
punktes in irgend einer durch die vorige Gleichung darge- 
stellten Curve dritter Ordnung genügen nach Art. ü9. den 
drei Gleichungen 

[7, + A F, = 0, Fj + ;i Fj = 0, f/j + A Fj = 0. 

Und das System von Gleichungen, welches durch die Elimi- 
nation von A zwischen je zweien derselben entsteht, ist genau 
das des vorigen Artikels, sodass mau den Satz erhält: Durch 
die Durchschnittspunkte zweier Curven dritter 
Ordnung U = 0, F = 0 gehen zwölf Curven dritter 
Ordnung mit singulärem Punkt und die Polare eines 
jeden der zwölf Punkte ist dieselbe für alle Curven 
des Büschels U i. V = 0. Diese Punkte sind die kri- 
tischen Ceutra des Büschels genannt worden, 

192. Wenn drei Curven dritter Ordnung 
U = 0, F=0, IF = 0 

gegeben sind, so genügen die Coordinaten des Doppelpunktes 
irgend einer Curve dritter Ordnung in dem System 

iU+(iV+vW=() 

— Netz oder Bündel, Gebilde zweiter Stufe — den Gleichungen 

XU, + fiV, + vW, =0, xUj + iiV^+v \V, = 0, 

^ + f* V, + V IF3 = Ü, 

und durch Elimination von X, v erhalten wir als den Ort 
dieser Doppelpunkte die Jacobi’sche Curve des Netzes 

U, (F, W, - F 3 TF,) W, - F, TF 3 ) 

-f U,{V,W,- V,W,) = 0. 

Wenn die drei Curven dritter Ordnung 

17=0, F = 0, TF=0 

einen gemeinsamen Punkt haben, so ist dieser ein Doppel- 
punkt in ihrer Jacobi’schen Curve; denn wenn die in x 
und y niedrigsten Glieder in U, V, W respective sind 

fix+by, a’x + h'y, a"x-\-b''y, 

so sind die in die Jacobi’sche Determinante eintretendeu 
Glieder unter dem zweiten Grade in x und y 

13 * 
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<1, h, HX-^-hy 
a, 1), n X -f- Vy 
a", h", a X -|- h” y 

und ihre Gesammtlieit versdiwindet identisch. Daher ist der 
Ort der Doppelpunkte aller (,'urveu dritter ürdnunj' mit Doppel- 
punkten, welche durch sieben feste Punkte möglich sind, eine 
('urve sechster Ordnung, die diese sieben Punkte zu Doppel- 
punkten hat, weil man 

tr = o, F = n, TP = 0 

als irgend drei der durch diese sieben Punkte gehenden 
(hirven <lritter Ordnung denken darf. Und die Doppelpunkte 
der (Jurven dritter Ordnung durch acht gegebene Punkte 
können als die gemeinsamen Punkte zweier Oerter sechster 
Ordnung be.stimmt werden , welche im eben bezeichneten 
Sinne den ersten sieben und den letzten sieben gegebenen 
Punkten entsprechen; da sie sechs gemeinschaftliche Doppel- , 
punkte besitzen, so ist die Anzahl ihrer übrigen gerneiusameu 
Punkte = 3G — 24, d. h. zwölf, in Uebereinstiinraung mit 
dem Resultat des letzten Artikels. 

193. ln manchen Füllen kann die Lage einiger unter 
den zwölf kritischen Centreu leicht uachgewiesen werden. 
iSo ist es für das System 

Xx^x.^x.^ uvw = 0, 

wo 

u = 0, t) = 0 , <e = 0 
gerade Linien darstellen; denn 

a’,a:ja ’3 = 0 und uvt(’ = 0 
sind Curven des Systems und ihre Dopj)eljiunkte 

x^ Xj^i), XjXj = 0 , XjX, = 0 ; 

11V — 0 , V w = 0 , ff « = 0 

sind Doppelpunkte desselben und somit sechs von seinen kri- 
tischen Centreu. Wir wollen etwas genauer das System 
IXf x^x^ -|- ii‘v = 0 

untersuchen, indem wir zeigen, dass es ausser den Funkten 

X^X^, XjX^, 

nur drei kritische ('entra hat; es ist diess dieselbe Gleichung, 
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aus welcher für den Fall, wo m = 0 die unendlich entfernte 
Gerade ist, und also r = 0 ihre beigeordnete Gerade, ferner 

jT, =0, Xj =0, Xj == 0 

die As^mptoUni der Curve- sind, von I’lücker eine Glassi- 
ticatioii der Gurven dritter Ordnung hergeleitet worden ist. 
Wir können für irgend eine Lage der Linien 
X, = 0, Xj = 0, Xj s== 0, f) = 0 
die Formen studieren, welche die Curve anniiunit für ver- 
schiedene Werlhe des Parameters A; und man übersieht leicht, 
dass jeder Curve mit Knotenpunkt in der Iteihe ein Formen- 
wechsel der Curven entspricht. »So sahen wir in Art. 39., 
dass eine Curve dritter Ordnung mit isoliertem Punkt der 
Grenzfall einer Curve ist, die ein Oval als Theil enthält; 
und wenn für einen gcwi.ssen Werth der Constanten die 
Curve zwei reelle Aeste hat, die sich in einem Knotenpunkt 
durchschneiden, so macht das Beispiel der Kegelschnitte 
leicht deutlich, dass für ein kleines Wachsthum im Werthe 
der 'Constanten die Curve getrennte Theile in zweien der 
durch die vorher sich schneidenden Aeste gebildeten Scheitel- 
winkel und für eine geringe Abnahme desselben Werthes ge- 
trennte Theile ira andern Paar dieser Scheitelwinkel zeigen 
kann. Daraus erhellt die Wichtigkeit der kritischen Centra 
liir diese Art der Untersuchung der Formen der Curven 
dritter Ordnung. 

194. Weil die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf 
m’v == 0 durch den Punkt 

u = 0 , V = 0 

geht, so muss jeder Punkt, der dieselbe Polare in Bezug auf 

X|X2X3=0 

hat, im Polarkegelschnitt von 

M = 0 , V = 0 

in Bezug auf 

X, Xj Xj — 0 

liegen und dieser letztere ist daher a priori ein Ort der kri- 
tischen Centra. Um dieselben vollständig zu bestimmen, 
setzen wir 

U X| -j- Xj -j- Xj , V rt| X| -{- Qj Xj “f“ ^^3^3; 


Digitized by Google 



luid bemerken überdiess, dass unser Hesultat in passendster 
Form ersebeint, wenn wir 

X X, r.^ Xj m’ r 

vor der Ditferentintion durch dividieren; denn wir erhalten 
dann durch die Ditlercntiation nach x^, x^, Xj respective 

(•'•i — -^1 — ^3’' _ „ >■ ~ _ - 

(X, + X, + Xj)> ' ’ IX, + X, + X,)’ ^ ’ 

l ,T,T, (x, — X| - X,) _ 

(X, + X, + x,)> — "3 . 

also 

0, X, ^ n,x, X, . 

X, — X, — Xj X, — X3 — X, Xj — X, — Xj ’ 

und die Form der Gleichungen zeigt, dass das Problem auf 
die Auffindung der kritischen Centra eines Systems von zwei 
Kegelschnitten zurückgefiihrt ist und dass die drei geforder- 
ten Punkte die Ecken des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugierten Dreiecks oder das gemeinsame Tripel harmonischer 
Pole der Kegelschnitte 

a^Xj^ = n, 

^1’ + ^1’ + ^3* — 2*2«., — 2«;iX, — 2x,Xj — 0 

sind; wo iiberdiess der letztere Kegelschnitt der Polarkegel- 
schnitt von u — 0 in Bezug auf 

x^ X, X, = 0 

ist, d. h. insbesondere für n als unendlich entfernt der das 
Asymptoten -Dreieck in den Mittelpunkten seiner Seiten be- 
rührende Kegelschnitt. Es können zwei kritische Centra zu- 
sammenfallen, wenn dieser Kegelschnitt von dem andern 
a^x^^‘ -t- -f (I3X/ = 0 

berührt wird , d. h. der Ort solcher kritischer Doppelceutra 
ist der Polarkegclschuitt von « = 0 für 

X, Xj X|, 0. 

Die Bedingung der Berührung dieser beiden Kegel.schuitte 
ist aber nach der gewöhnlichen Regel 
(«2«, -f- -f- a^a^y == 21 

oder unter Ersetzung der «, durch die 61 

= 0; 
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(liess ist die Tangentialgleichung der Enveloppe der beglei- 
tenden Geraden von « = 0 für das /usammenfallen von zwei 
kritischen (Untren ; sie entspricht (vergl. das Beispiel des 
Art. 90.) der Gleichung in Punktcoordinaten 

a:,l 4- x^l + Xjl = 0’*) 

195. Ein beliebiger Punkt der Curve 
^x^X2X3 -(- u’ü = 0 
kann als Durchschnitt von x^ = 9 v mit 
9 A 35, aTj -f- tt* = 0 

bestimmt werden. Für u = 0 als die unendlich entfernte 
Gerade bezeichnet die letztere Gleichung ein System von Hy- 
perbeln, welche 

.T, = 0 , Xj = 0 

zu Asymptoten haben, und nach einer bekannten Eigenschaft 
der Hyperbel haben somit die durch diese Hyperbeln in einer 
geraden Linie 3:3 = 60 bestimmten Segmente einen gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt, nämlich den Berührungspunkt dieser 
Linie mit einer der Hyperbeln des Systems. Wenn die gerade 
Linie 3:3 = 9 0 die Curve dritter Ordnung berührt oder durch 
einen ihr angehörigen Doppelpunkt geht, so muss sie die 
Hyperbel berühren und im letztem Falle .ist das kritische 
Centrum eben der Berührungspunkt. Wenn man also eines 
der kritischen Centra mit den im Endlichen liegenden Schnitt- 
punkten der Asymptoten mit der Curve durch gerade Linien 
verbindet , so sind die übrigen kritischen Centren die Mittel- 
punkte der Sehnen, welche die Curve dritter Ordnung in 
diesen Linien bestimmt. 


III. Abschnitt. 

Classiilcation der Curven dritter Ordnnng. 

196. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Gleichung jeder 
Curve dritter Ordnung in die Form 
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gebracht werdeu kauii. Jede reelle Ciirve dritter Ordnung 
hat einen reellen liiHexiunspunkt, weil die nicht reellen in 
Paaren aul'treten müssen und die (iesanimty.ahl der Inflexions- 
|iunktc in allen Fällen ungerade ist, nämlich nach Art. 14S. 
neun, drei oder eins. Denken wir nun die Oerade x^ == O 
als Tangente ini lnfle\iun.s])unkt, und j", = t> als eine andere 
durch diesen Punkt gehende (ierade, so nimmt die tileichung 
der (Tirve nach Art. f)l., Vll. die Form 

x^q> = nx,^ 

an, in welcher eine Function zweiten Grades ist, setzen 
wir 

Xj> -f aix.jX., -f- ‘JmXjX, + px,’ + + rx^l 

Indem wir dann die Fnndamentallinie .tj so verändern, da.s.s 
dfis neue die Gerade 

x.j -f- Ix^ -{- mx, — l> 

des ersten Systems ist, bewirken wir das Verschwinden der- 
jenigen' Glieder von die Xj nur im ersten Gerade enthal- 
ten, und die Gleichung nimmt die vorausgesetzte Form an. 
Die geometrische Hedeutuug der ausgefuhrten Transformation 
ist, dass wir für. x, = 0, wie gesagt, die Tangente in einem 
reellen Inilexionsiiuukt x, =0, x, = 0 und für x., = 0 die 
harmonische Polare (Art. 171.) dieses Inflexionspunktes wäh- 
len; denn wenn wir untersuchen, wo eine durch den In- 
tlexionspunkt gehende Gerade die durch die obige Gleichung 
dargestellte Curve schneidet, so erhalten wir durch die Sub- 
stitution Xj = Ax, für Xj Werthe, welche die Form -h ßx, 
haben, und damit zeigen, dass die Schnittpunkte dieser Gera- 
den mit der Curve in Bezug auf den Inllcxionspunkt und 
ihren .Schnittpunkt mit der Linie Xj = 0 harmoni.sch conju- 
giert sind. 

197. Bei der Classitication von Curveu können diejenigen 
Unterscheidungen als fundamental betrachtet werden, 
welche unzerstörbar sind durch Projection, oder nnit 
andern Worten, welche nicht nur Curven sondern Kegel der- 
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gelljeu Orduiiijg von einander unterscheiden. Unter den Curven 
zweiter Ordnung giebt es solche Unterschiede nicht, weil nur 
eine Art von Kegeln zweiten Grades existiert. Um zu er- 
kenuen , ob solche Unterschiede für die Curven dritter Ürd- 
miiig existieren, reicht es hin, die Form ihrer Gleichung, in 
welche nach dem Beweis des letzten Artikels die Gleichung 
jeder solchen Curve übergel'iihrt werden kann, darauf zu 
untersuchen, ob und welche durch Projection unzerstörbare 
Verschiedenheiten zwischen den durch sie dargestellteu Cur- 
ven existieren. Und da es sich nur um Verschiedenheiten 
handeln soll, welche durch Projection unzerstörbar sind, so 
können wir die Gerade x, = 0 im Unendlichen voraussetzeu 
und die Form 

-|- 3cx, -(- (t 

oder 

-f -f 3c + 

discutiereii , als eine solche, welche eine Projection jeder ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung darstellt. Wir bemerken, 
dass iür einen im Unendlichen gelegenen Inflexionspnukt ein 
System durch ihn gehender Sehnen zum System jiaralleler 
Ordinaten und seine hannoni.sche Polare zu einem dieselben 
halbierenden Durchiue.sscr wird, wie denn in der That die 
obige Gleichung für jeden Werth von x zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von »/ liefert. 

Die vorige Gleichung ist früher in Art. 39. zum Theil 
discutiert worden und aus dem dort Gesagten erhellt, dass 
die durch sie dargestellten Curven in folgende^fUnf Ilaujit- 
Cliussen getheilt werden können: Die rechte Seite der Glei- 
chung kann in drei ungleiche Factoren zerlegbar sein und 
diese Factoren können (I) alle reell sein. Die Curve besteht 
daun aus einem Oval und einem unendlichen Ast (Art. .39.). 
Oder (II) zwei Factoren sind nicht reell und der dritte Factor 
allein ist reell; das Oval verschwindet und der unendliche 
Ast bleibt allein übrig. 

Die rechte Seite der Gleichung ist zerlegbar in zwei 
gleiche Factoren und einen dritten davon verschiedenen Factor, 
also von der Form [x — a)- (x — ß). Dem entspringen die 
Fälle (III), « < /J, das Oval ist auf einen isolierten oder con- 
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jugiert«n runkt reducicrl; und (IV) rt > ^, die Curve hat 
einen Knotenpunkt, das Oval und der unendlieho Ast bilden 
eine continuierlicbe sieb selbst diircbsehueidendc Curve. 

Die Factoren der rechten Seite sind sänmitlich gleich 
(V) und die Curve bat einen stationären oder Riickkehrpunkt 
(Art. 3!».). 

Newton hat den in diesem Artikel betrachteten Curven 
den Namen divergierende Parabeln gegeben und sein soeben 
begründeter Satz über dieselben sprach aus, dass jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf divergie- 
renden Parabeln projiciert werden kann. 

198. Anstatt wie im letzten Artikel vorauszu.setzen , dass 
die stationäre Tangente in unendlicher Ferne projiciert sei, 
können wir auch die harmotiische Polare so projiciert voraus- 
setzen; der Intlexionspunkt wird dann ein Centrum und jede 
durch ihn gehende Sehne wird in ihm halbiert. Vertauschen 
wir in der Gleichung des Art. 19(3. die Variabein Xj und 
und setzen wir dann Xj = 1 und ebeinso wie dort 

X| = X , Xj = y 

so erhalten wir die Gleichung für die.sen Fall 

y = rtx'’ + -j- 3cxy’ -j- 

die Gleichung einer Centralcurve. (Art. 132.) Wie im vorigen 
Artikel erkennen wir daraus dje Existenz von fünf Arten der 
Centralcurveu nach der Natur der Factoren der rechten Seite 
dieser Gleichung und begründen .so die von C h a s I e s ’*) gegebene 
Ergänzung des New ton 'sehen Satzes, dass nämlich jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf Centralcur- 
ven dieser Ordnung projiciert werden kann. 

199. Entsprechend diesen fünf Arten der Curven dritter 
Ordnung giebt es fünf wesentlich verschiedene Arten von 
Kegeln dritter Ordnung. Ein Kegel von irgend einer Ord- “ 
nung kann zwei verschiedene Formen seines Mantels dar- 
bieten, nämlich 1) einen Mantel, welcher eine concentrische 
Kugel in zwei geschlossenen Curven so schneidet, dass jedem 
Punkte der einen Curve eju Punkt der andern Curve diame- 
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tral gegenüber liegt — wie eben der Kegel zweiter Ordnung 
es zeigt; und 2) einen Mantel, welcher eine conceutrische 
Kugel in einer geschlossenen Curve schneidet, so dass jedem 
Punkte der Curve ein anderer Punkt der Curve diametral 
gegenüber liegt — die Ebene bietet das Beispiel eines sol- 
chen Kegels. Der Parabel (1) des Art. 197. entspricht ein 
Kegel, welcher einen Mantel der ersten und einen Mantel 
der zweiten Art vereinigt, der der Parabel (II) entsprechende 
zeigt nur den Mantel der zweiten Art. Die Singularitäten 
des Knotenpunktes, des isolierten und des stationären Punk- 
tes übertragen sich natürlich auf die Kegel. 

Die eben besprochene Classification der Kegel dritter 
Ordnung kann leicht weiter fortgesetzt werden, wenn man will, 
Bei den Kegeln zweiter Ordnung giebt es nicht allein nur 
eine Art, sondern mit einigen Einschränkungen können auch 
je zwei gegebene t'urven zweiter Ordnung als Schnitte eines 
und desselben Kegels angesehen werden. Diess ist nicht der 
Fall bei Curven dritter Ordnung; wir haben in Art. 168. ge- 
sehen, dass jede Curve dritter Ordnung eine gewisse nume- 
rische Characteristik hat, das Doppelverhältniss der vier Tan- 
genten, welche von irgend einem Punkte der Curve an die- 
selbe gehen, und welches durch das Verhältniss der Inva- 
rianten S-’’ : der biquadratischen Form ausgedrückt wird, 

welche diese Tangenten Bestimmt. Weil diese Characteristik 
durch Projection unverändert bleibt, so können zwei Curven 
dritter Ordnung, für welche sie nicht denselben Werth hat, 
nicht aus demselben Kegel gechnitten werden; und der frag- 
liche Param'eter kann somit als eine Characteristik nicht nur 
der Curve, sondern auch des Kegels dritter Ordnung be- 
trachtet werden, aus welchem jene geschnittcu ist. Die fünf 
Arten von Kegeln dritter Ordnung, welche wir aufgezählt 
haben, können daher nach dem Werthe dieses Parameters 
beliebig weiter eingetheilt werden. Man hat solche Unterein- 
theilungen gemacht, aber es kann ihre weitere Besprechung 
hier erspart werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels 
werden jedoch die Fälle S = 0, T = 0 discutiert werden und 
es ist dafür hiermit festgestellt, dass dieselben Familien nicht 
nur von Curven, sondern von Kegelilächen dritter Ordnung 
repräsentieren. 
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2Ti0. Wir wollen nun etwas genauer als in Art. 39. die 
Figur der t'urve dritter Ordnung unter.suelien, welclie die in 
Art. 197. l)etruel)tele Gleichung ausdrückt; dazu erscheint es 
zweckniiLssig, den Ooordinatenanfang in die Mitte des Durch- 
messers des Ovals zu legen, so dass die Gleichung in der 
Form 

a iß = (.r- — w(’) {x — w) 

geschrieben werden kann, mit n > w. Durch DilTerentiation 
tinden wir, dass die den Ma.ximalwerthon von »/ entsprechen- 
den Werlhe von x — für Funkte, deren Tangente der Axe 
der X parallel ist — durch die Gleichung 

3jJ - 2nx — w* = 0 
bestimmt sind, also 

Wenn wir der \Vur7,el dius negative Zeichen geben, so 
erhalten wir den dem höchsten Funkte des Ovals entsprechen- 
den Werth der Abseisse und wir sehen aus dem negativen 
Zeichen desselben, diiss das Oval nicht wie die Ellipse in 
Bezug auf beide Axen symmetrisch ist; sein höchster Funkt 
liegt auf derjenigen Beite der A.xe, auf der sich der unend- 
liche A.st nicht befindet. Das Oval ist symmetrisch in Bezug 
auf die Axe der x, nicht in Bezßg auf die Axe der y, es 
steigt steiler auf an der einen und weniger steil an der andern 
Seite derselben. Je grösser n für einen gegebenen Werth 
von m ist, d. h. je grösser im Verhältniss die Distanz zwi- 
schen dem Oval und dem unendlichen Aste wird, desto mehr 
nähert sich das Oval der elliptischen zweifach .symmetrischen 
Form, während anderseits seine Abweichung von dieser am 
grössten ist, wenn es sich mit dem unbegrenzten Theil zu- 
sammenschliesst, d. h. wenn die Curve einen Knotenpunkt 
hat; dann hat die Ordinate des höchsten Punktes ihren Fus.s- 
punkt in einem Drittel der Axe. 

Wenn wir der Wurzel das positive Zeichen beilegen, so 
liegt der entsprechende Werth von x zwischen m und n und 
der zugehörige Werth von y ist nicht reell. Dazu zeigt die 
Form der Gleichung, dass der Berührung.spuukt der Curve 
mit der unendlich fernen Geraden in der Geraden .r = 0 — 
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in welcliein die 

Fi*. :il. 


nicht wie bei der Parabel y' = px in der Geraden // = 0 — 
gelegen ist; die unendlichen Aesh? der Ciirve dritter Ordnung 
nähern sich fortwälirend dem Parallelisnuis mit der Axe 1 / 
und es muss daher in endlicher Entfernung auf jeder Seite 
des Durchmessers ein Infiexionspunkt liegen, 

Gurve aus der (’oncavität gegen die 
Axe X in die Convexität übergeht. Da- 
her der Name „divergierende Parabel“. ^ 

Die Form der Curve ist dann durch das; 

Oval in Verbindung mit dem in der 
Figur rechts liegenden unendlichen Ast 
bezeichnet. 

Wenn aber in der Gleichung -j- 
statt — »j’ steht, so giebt es kein Oval 

und der unendliche A.st ist entweder von der reclits oder von 
der links in der Figur angezeigten Form, d. h. es giebt o<ler 
es giebt nicht Punkte, für welche y ein Maximum ist und 
in welchen die Tangente der Axe x parallel geht, natürlich 
je nachdem 3«*^ ^ w* ist. Und es existiert überdie.ss der 



Uebergangsiäll 3nP - m*, in welchem an jeder Seite der Axe 
X ein Inflexionspunkt mit zu ihr paralleler Tangente liegt. 

Die Figuren der mit singulärem Punkt begabten Formen 
dürften eine weitere als, die schon im Art. 39. gegebene Er- 
läuterung nicht nöthig machen. 


2()1. Wir kehren zu dem Falle zurück, in welchem die 
Curve ein Oval hat. Es ist otfenbar, dass im Allgemeinen 
eine gerade Linie eine geschlos.sene Figur in einer geraden 
Zahl reeller Punkte schneiden muss, und dass daher jede 
gerade Linie, die das Oval der Curve dritter Ordnung ein- 
mal trifft, es noch zum zweiten mal und nicht öfter schnei- 
den muss; denn eine Linie, die nach dem Innern des Ovals 
eintrat, muss dasselbe beim Austritt wieder durchsetzen und 
sie kann das Oval der Curve dritter Ordnung nicht viermal 
schneiden. Jede solche Gerade muss daher ilberdiess den un- 
begrenzten Theil der Curve einfach schneiden. Es folgt auch, 
dass keine Tangente der Curve das Oval ferner .schneiden 
kann und daher, da.ss keiner der luflexionspunkte im Oval 
liegen kann. Die Ansicht der Figur lehrt, dass von jedem 
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ausserhalb des Ovals gelegenen Punkt zwei Tangenten an 
dasselbe geben. 

Da.s Oval erscheint somit als eine stetige Reihe von Punk- 
bui, aus deren keinem, ausser der Tangente ira Punkte selbst, 
eine reelle Tangente an die Ciirve gezogen werden kann; es 
ist daher jede C'urve dritter Ordnung, die ein Oval enthält, 
von der ini Art. 108. bezeichneten Classe, wo die vier Tan- 
genten von jedem Punkte der Curve an dieselbe entweder 
sämmtlich reell oder siinimtlich nicht reell sind, üie Tan- 
genten aus den Punkten des Ovals sind sämmtlich nicht reell, 
die Tangenten aus jedem Punkte des unendlichen Astes sind 
sämmtlich reell, zwei gehören dem Oval und zwei andere 
dem unendlichen Aste selbst an. ln der That, jede Tangente 
in einem Punkto des unendlichen Astes muss denselben 
weiterhin schneiden , weil der dritte ihr und der Curve ge- 
meinsame Punkt nicht in dem Oval liegen kann. 

202. Das eben gesagte kann dazu dienen , die wesent- 
liche Eigenschaft der Unicursal-Curveii oder C'urven vom Ge- 
schlecht Null zu erläutern. (Art. 44.) Die Coordinateu eines 
Punktes in einer solchen Curve können rational als Functionen 
eines Parameters ausgedrückt werden, so dass wir alle Punkte 
der Curve in einer stetigen Folge mit stets reellen Coordi- 
nateu erhalten, indem wir diesen Parameter in stetiger Folge 
alle Werthe vom negativ Unendlichen bis zum positiv Un- 
endlichen durchlaufen lassen. Im gegenwärtigen Beispiel ist es 
im Gegentheil geometrisch evident, dass wir von irgend 
einem Punkte im Oval aus stetig fortschreitend zu ihm selbst 
zuriickkommen, ohne durch irgend einen Punkt des unend- 
lichen Astes zu gehen; und es ist algebraisch unmöglich, die 
Coordinaten irgend eines Punktes in Function eines Parame- 
ters anders als mit Hilfe einer Wurzelgrösse auszudrücken. 
Wir können z. B. setzen 

£ = 1, a: = 0 , »/ = F(rt0’ -f 360’ + 3c0 + </). 

Wir neunen darum die betrachtete Curve eine zweitheilige 
Curve, nämlich aus zwei getrennten stetigen Punktreiheu be- 
stehend. 

Eine tlurve der zweiten im Art. 197. betrachteten Art 
hat kein Oval und ist eintheilig, weil alle reellen Punkte 
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der Gurre in einer stetigen Reihe einander folgen; aber die 
Gurre ist nicht aus diesem Grunde unicursal oder rom Ge- 
schlecht Null, denn die Goordinaten eines Punktes können 
nicht rational in Function eines Parameters ausgedruckt wer- 
den; eine eintheilige Gurre ist etwa ebenso wenig nothwen- 
dig unicursal, w'ie eine Gleichung, die nur eine reelle Wurzel 
hat, nothwendig eine lineare Gleichung ist. Eine Gurre 
dritter Ordnung mit Knotenpunkt anderseits ist unicursal und 
eintheilig, alle Punkte der Gurre folgen einander in einer 
bestimmten Ordnung in einfacher Reihe. Die Gurre kann 
aber auch als aus einer Schleife und einem durch dieselbe in 
zwei Theile getrennten unendlichen Ast zusammengesetzt be- 
trachtet werden; dann zeigt die Begründung des Art. 201., 
dass in der Schleife kein InHexlouspunkt liegen und keine 
Tangente dieselbe iiberdiess schneiden kann. Die Schleife 
enthält daher eine Reihe rou Punkten, ron deren keinem 
eine reelle Tangente au die Gurre geht; während von jedem 
andern Punkte der Gurre aus zwei reelle Tangenten an die 
Gurre gehen, von denen die eine den Berührungspunkt in 
der Schleife, die andere im unendlichen Ast hat. So sind 
auch eine Gurre dritter Ordnung mit isoliertem Punkt und 
eine solche mit Rückkehrpunkt gleichzeitig eintheilig und 
vom Geschlecht oder Defect Null. 

20.3. Nachdem wir die Gurren dritter Ordnung in fünf 
Arten getheilt haben, gehen wir dazu weiter, diese Arten in 
Species zu theilen nach der Natur ihrer unendlichen Aeste. 
Es ist offenbar, dass wir in jeder Art wenigstens vier Species 
haben werden, je nachdem die unendlich ferne Gerade die 
Gurre schneidet a)^in drei reellen und verschiedenen Punk- 
ten, b) in einem reellen Punkte und zwei nicht reellen, c) in 
einem reellen und und zwei zusammeiifallendeu Punkten, 
d) in drei zusammenfallenden Punkten. Wir müssen aber 
überdiess für die Gurren dritter Ordnung mit einem singu- 
lären Bunkt bei c) unterscheiden, ob die unendlich ferne 
Gerade eine eigentliche Tangente der Gurre ist oder ob sie 
durch den Doppelpunkt derselben geht; und im Falle der 
Gurren mit Knoten oder Rückkehrpunkt bei d), ob die unend- 
lich ferne Gerade Tangente in einem Inflexiouspunkt oder ob 
sie Tangente im Rückkehrpunkt oder eine Tangente im Doppel- 
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Doppeljninkt ist. Weit<‘r ist cs ini Kalle der zweitlieiligeu 
Ciirve dritter Ordnung oder der mit einem isolierten l’iinkt 
versehenen von Wichtigkeit bei a) und c) zu »intcrseheiden, 
ob die drei Klinkte der Ciirve in der unendlich fernen Oera- 
den sämmtlich zum unendlichen Ast, oder ob zwei von ihnen 
zum Oval oder der Schleife gehören , und nur der dritb? zu 
dem unendlichen Aste. Die so in den Formen der (hirve auf- 
tretenden Unterschiede sind so gross, dass die beiden Fälle 
wohl als verschiedene Species zu fassen sind. Aber damit 
sind auch die Verschiedenheiten aufgezählt, welche im Fol- 
genden als Gründe für die Unterscheidung der Sjiecies be- 
nutzt worden sind. 

Die einzigen andern Verschiedenheiten, welche ähnliche 
Ansprüche zu einer solchen Geltung haben dürften, betreften 
die Frage, ob die unendlich fernen Punkte der f'urve sänimt- 
lich gewönliehe l’unkte oder ob einer ein JuHexionspunkt oder 
alle drei Inllexionsjmnkte sind. Da aber die Veränderungen 
geringer sind , welche durch sie in den Formen der Curve 
bedingt werden , und eine geringere Zahl der Sjtecies höch.st 
wünschenswerth i.st, so habe ich vorgezogeu, die Curven nur 
nach den vorerwähnten Gesichtspunkten zu classilicieren und 
die auf den letztgedachteu Umstand zu gründende Unter- 
scheidung als Varietät statt als Specics zu behandeln. 

Es erhellt übrigens, dass es in einigem Hetracht willkür- 
lich ist, wie viel Species von Curven dritter Ordnung unter- 
schieden werden sollen, und da.ss-Viel von dem Gesicht.sjiunkt 
abhängt, unter welchem sie studiert werden. 

20-1. Für den Fall, wo die unendlich ferne Gerade eine 
stationäre Tangente der Curve ist, haben wir die Formen der- 
.selben früher studiert und die Figuren für andere Fälle können 
als Projectionen von je einer der Figuren dieses Falles be- 
trachtet werden. Wir wollen mit zweitheiligen Curven be- 
ginnen und zuerst die Projection des Ovals betrachten. Wenn 
die in unendliche Ferne hinaus projicierte Linie das Oval 
nicht schneidet, so bleibt das Oval eine geschlossene Curve, 
während seine Projection, falls diese Linie es berührt oder in 
zwei reellen Punkten schneidet, dieselbe Art von roher Aehn- 
lichkeit zu einer Parabel oder Hyiierbel resjiective erhält, 
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welche das Oval selbst zur Ellipse hat, d. h. dass die Pro- 
jeetion im erstem Falle wie die Parabel eine einfache Curve 
ist, deren Zweige in einer gemeinschaftlichen Richtung ins 
Unendliche gehen, ohne der Berührung mit einer endlichen 
Geraden zuzustreben, und dass sie im letztem Falle ein 
Paar von Curven bildet, welche zwei gemeinsame Asymptoten 
haben und in zweien der durch dieselben gebildeten Scheitel- 
winkel liegen — während sie allerdings in diesem wie in 
jenem Falle die Symmetrie der Kegelschnitte nicht besitzen. 
Uie beiden so entstehenden unendlichen Aeste wollen wir 
kurz ein hyperbolisches Paar nennen, weil sie in der That 
nach wie vor als ein Ganzes von stetigem Zusammenhänge 
bildend anzusehen sind. Die gewöhnliche Asymptote einer 
Curve hat einen positiven und negativen Ast derselben auf 
entgegengesetzten Seiten von ihr. Die Theorie der Projection 
lehrt uns die Enden einer geraden Linie im positiv Unend- 
lichen und im negativ Unendlichen als Projection des näm- 
lichen Punktes betrachten und zeigt uns ebenso die Aeste 
einer Curve, welche dieselbe Asymptote im positiven und im 
negativen Unendlichen berühren, als mit einander zusammen- 
hängend. So wie das Oval eine geschlossene Curve ist, in 
der man von irgend einem ihrer Punkte aus in stetigem 
Laufe durch alle ihre Punkte zur Ausgangsstelle zurückkommt, 
so gilt diess auch für alle Projectionen des Ovals, und die 
hyperbolischen Aeste sind als eine eontinuierliche Curve zu 
betrachten, nämlich der Theil des einen Astes, welcher die 
Asymptote an ihrem positiven Ende berührt, als zusammen- 
hängend mit dem Theil des andern Astes, welcher dieselbe 
Asymptote an ihrem negativen Ende berührt. Die Asymp- 
toten selbst sind die Bilder derjenigen Tangenten des Ovals, 
deren Berührungspunkte mit demselben der in’s Unendliche 
proji eierten Geraden angehören. 

205. ^\ir betrachten ferner die Projection des unend- 
lichen Astes der Curve (Art. 197.), welcher von jeder Gera- 
den entweder in einem reellen Punkte oder in drei solchen 
Punkten geschnitten wird. Sei zuferst die in’s Unendliche pro- 
jicierte Gerade eine solche, die die Curve nur einfach schneidet; 
dann werden die Ae.ste der projicierten Curve anstatt unbe- 
grenzt auseinander zu gehen, der Berührung mit einer end- 

Salmoii, lioliere CiirTen. 


Digitized by Google 



210 


liehen Asynii<k(te in der \Veise zustreben, wie diess die links 
liegende C'nrve der Figur zeigt. Die.se t'urve, welche wir 
weiterhin kurz als Her pentine bezeichnen 
Wüllen, muss offenbar drei InHexionspunkte 
haben ; denn sie ist convex gegen die 
Asymptote im positiv Unendlichen an der 
N einen und ebenso convex gegen dieselbe 
) A.symjdote im negativ Unendlichen an 
ihrer andern Seite, weil jede Curvc zu 
ilirci' TangeiiU* an beiden Seiten des Be- 
rilhrungspuuktes convex ist; sie muss aus 
der er.steren t^nvexitiit in Uoncavitiit über- 
gehen, um sodann die Asymjitote zu durch- 
schneiden; sie muss sich neuerdings wenden, um sich nicht 
ohne Ende von der Asymptote zu entfernen und zum dritten 
male, um der andern Seite der Asymptote an deren negati- 
vem Ende ihre Convexität zuzuwenden. Die Punkte der 
durch diese Figur bezeichneten Uurve bilden eine stetige 
Reihe, denn es wird aus dem im letzten Art. 204. Entwickel- 
ten erhellen , dass die Aeste der Curve in ihrer Berührung 
mit der Asymptote im positiv und negativ Unendlichen als 
zusammen hängend zu betrachten snid. Der Punkt iin Unend- 
lichen der Serpentine ist als ein gewöhnlicher Punkt zu den- 
ken. Wenn derselbe aber ein Intlexionspunkt wäre, so 
würden die Aeste <ler Curve gegen das positiv und negativ 
Unendliche hin nicht wie in diesem Falle auf entgegenge- 
setzten Seiten der Asymptote liegen , sondern an der näm- 
lichen Seite derselben, wie es in der rechts verzeichneteii 
Form der Fall ist. Wir wollen dieselbe als die conchoidale 
Form bezeichnen. 

20G. Wir denken zweitens die ins Unendliche projiciert« 
Gerade als eine den unendlichen Ast in drei gewöhnlichen 
Punkten schneidende. Eine solche Gerade theilt die Curve 
in drei Theile, von denen der eine keinen Inllexionspunkt, 
der zweite einen und der dritte zwei luflexionsjjunkfe ent- 
hält. Die Projection der Curve zerfällt daher in drei unend- 
liche Aeste, von denen der eine, den wir eine einfache Hy- 
perbel nennen wollen, keinen Infiexionspunkt h.at und seine 
Asymptoten nicht durchschneidet; während der zweite, welchen 
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wir als einfach ia l'lecliftrte Hyperboi bezeichnen können, 
die eine Asynii)tote durchsetzt und somit einen InHexionspunkt 
hat, und der dritte,eine zweifach inflectiertellyporbel nach 


derselben Kedeweiso, bei- 
de Asymptoten durchsetzt 
und daher zwei Inflexio- 
nen hat ■'*’). Keine ^wei 
von diesen Theilen bilden 
ein hyperbolisches Paar, 
wohl aber bilden alle drei 
zusammen eine conti- 
nuierliche Reihe. So 
gehen wir in der Figur 
beginnend mit dem Nie- 
dersteigen im verticalen 
Aste der zweifach inflec- 
tierten Hyjterbel durch 


Flj). 3«. 



das negativ Unendliche nach dem positiv Unendlichen der- 
selben Asymptote, durch den einfach inflectierten Ast ins 
Unendliche der zweiten Asymptote, von da durch die ein- 
fache Hyperbel zum Unendlichen der dritten Asymptote und 
mit der zweifach inflectierten Hyperbel zum Ausgangspunkt 
zurück. 


Wenn einer der unendlich entfernten Funkte ein In- 
flexions[)unkt ist, so wird entweder die einfach inflectierte 
Hyperbel zur einfaehen oder die doppelt inflectierte zur ein- 
fach inflectierten; wenn alle drei Inflexionspunkte im Unend- 
lichen liegen, so besteht die t'urve aus drei einfachen Hy- 
perbeln. 

Curven dritter Ordnung mit drei hyperbolischen Zweigen 
nannte Newton überschüssig hyperbolisch, weil sie einen 
solchen Zweig mehr als die Kegelschnitte enthalten; die mit 
einem unendlichen Ast wie im letzten Artikel nannte er un- 
volLstiindig hyperbolisch und die durch die unendlich ferne 
Gerade berührten, welche ausserdem eine endlich angebbare 
A.symptote haben, parabolisch -hyperbolische Uurven dritter 
Ordnung. 

207. Wir können nun die folgenden Sjiecies der zwei- 
theiligen Uurven dritter Ordnung aufstellen. 

14 * 
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1. Die im Unendlichen projicierte Gerade schneidet das 
Oval zweifach und den anderen Theil der Curve einfach; wenn 

der letzte Punkt a) ein ge- 
wöhnlicher Punkt ist, so be- 
steht die Curve aus einer 
Serpentine und einem hyper- 
bolischen Paar, wie in der 
Figur. Wenn der letzte Punkt 
b) ein Inflezionspunkt wäre, 
so wird nur die Serpentine 
in die conchoidale Form flber- 
geführt. 

2. Die im Unendlichen 
projicierte Gerade schneidet 
die Curve in drei reellen Punkten, von denen keiner dem 
Oval angehört. Wenn die Punkte a) sämmtlich gewöhnliche 
Punkte sind, so ist die Gestalt der Curve die in der Figur 
des Art. 206. gegebene; wenn einer der Punkte ein Inflexions- 
punkt ist, so besteht die Curve entweder b) aus einem Oval 
mit zwei einfachen Hyperbeln und einer doppelt inflectierten 
Hyperbel oder c) aus einem Oval mit einer einfachen Hy- 
perbel und zwei einfach inflectierten Hyperbeln. In allen 
diesen Fällen liegt das Oval innerhalb des von den Asympto- 
ten gebildeten Dreiecks und die Curven können 
ferner unterschieden werden nach der Lage der 
Hyperbeln in den Winkeln , welche das Asympto-“ 
tendreieck enthalten oder wie in der Figur in 
den Scheitelwinkeln derselben. 

3. Die im Unendlichen projicierte Gerade 
schneidet die Curve in zwei nicht reellen Punkten, 
und wir erhalten a) ein Oval mit einer Serpentine 
oder b) mit einem conchoidalen Ast. (Art. 205.) 

4. Die unendlich ferne Gerade berührt das 
Oval, welches dann eine parabolische Form annimmt und 
a) von einer Serpentine oder b) von einem conchoidalen 
Zweige begleitet wird. 

5. Die unendlich ferne Gerade berührt den andern Theil 
der Curve und das Oval bleibt eine geschlossene Figur, wäh- 


Fiir. 3«. 
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rend der audere Tlieil der Curve in paralwlischer Form aus- 
einander geht. Wenn a) der dritte Punkt im Unendlichen 
ein gewöhnlicher ist, so durchsetzt der eine Zweig die 
Asymptote und hat zwei Inflexionen, 
während der andere Zweig nur eine lu- 
flexion “besitzt. Wenn derselbe b) ein 
Inftexinnspunkt wäre, so haben beide 
Aeste die Asymptote an derselben Seite 
und jeder derselben zeigt nur eine In- 
flexion. 

6. Die unendlich ferne Gerade schnei- 
det die Curve in drei zusammenfallenden 
Pimkten, der Fall, von welchem wir im 
Art. 200. nusgegangen sind. 

208. Wir kommen nun zur Classification der eiutlieiligen 
Curven dritter Ordnung ohne singuläre Punkte und erkennen 
zunächst, dass nichts den Species (1) und (4) des letzten 
Artikels hier Entsprechendes existieren kann. Wir haben so- 
mit nur vier Species solcher eintheiliger Curven, nämlich 
überschüssig und unvollständig hyperbolische, parabolisch - hy- 
perlmlische und die divergierende Parabel, jo nachdem die 
Punkte der (,!urve im Unendlichen sämmtlich reell und ver- 
schieden sind, oder zwei nicht reell, zwei zusammenfallend. 


yiif. 10. 



alle drei zusammenfallend. Bei jeder Species können die- 
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selben ViirieliUeii aufgeziiliH werden wie ini lel/.len» Artikel 
und die Figuren desselben künnen sie durstellen, wenn wir 
(Ins Oval in ihnen unterdrücken. Aber zur ferneren Erläu- 
terung geben wir eine Figur für einen Fall, wo die beglei- 
tende Oerade die .Seiten des Asynijitoten- Dreiecks schneidet 
und wo zwei kritische Cenira (Art. in.‘5.) iin Innern des Drei- 
ecks liegen. Wir haben dann einen Theil der doppelt iii- 
flectierten Hyperbel in sackähnlichcr Form iin Innern des 
Dreiecks und es ist leicht zu erkennen, dass durch eine Aen- 
derung im Werthe der Constanten die Oeffniing des Sacke.s 
geschlossen nnd ein Doppelpunkt in dem einen der kritischen 
Centra erzeugt werden kann, während durch eine weitere 
Aeuderiiug derselben ein getrenntes Oval entstehen luiig, 
welches zuletzt in den conjugierten Funkt iin andern kriti- 
schen Oentruin zusammenschruiniift. 

ln gleicher Art haben wir dieselben vier iSpecies von 
Curven dritter Ordnung mit einem isolierten Funkt und da- 
zu eine fünfte, für welche der isolierte Funkt im Unend- 
lichen ist. Die Figuren für zweitheilige Uurveii dritter Ord- 
nung reichen zur Illustralion dieser C’la.sse hin, wenn wir das 
Oval in einem conjugierten Funkt zusammen gezogen voraus- 
setzen. Die Formen, welche dem Fall des unendlich fernen 
isolierten Funktes entsprechen, weichen nicht bedeutend von 
denen ab, für welche die unendlich ferne Oerade die Cäirve in 
einem reellen Funkte und zwei nicht reellen Funkten schneidet. 

209. Von Curven dritter Ordnung mit Knotenpunkt haben 
wir die folgenden Species. 


rig. U. Fig. ij. 
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1. Die iiiieiKlIieli ferne fleriule sclineidet die Schleife in 
zwei reellen l’nnkten; dem entspricht die Verbindung von zwei 
einfachen Hyperbeln und einer inllectierten Hyperbel, wie in 
der links stehenden Figur. Die Verfolgung der Curve in 
ihrem Gange durch das Unendliche zeigt, dass sie aus einem 
continuierlichen Zuge besteht. Es entstehen zwei Varietäten, 
je nachdem der dritte Punkt der unendlich fernen Geraden 
ein gewöhnlicher oder ein Inticxiunspunkt ist; im letzteren 
Falle sind alle die Hyperbeln einfache. 

2. Von den drei reellen Punkten im Unendlichen liegt 
keiner in der Schleife; es entsteht eine eingeschriebene, eine 
gemischte und eine umgeschriebene Hy|ierbel, von denen die 
letztere im Innern des Asym[itotendreiecks eine Schleife bildet. 
Zwei V^arietäten, je nachdem im Unendlichen eine lutle.xion 
ist oder nicht. 

Die unendlich ferne Gerade schneidet die Cnrve in 
zwei nicht reellen Punkten; mit zwei Varietäten wie vorher. 
(Fig. 4:5.) 

4. Die unendlich ferne (Jerade berührt die Schleife und 

5. Sie berührt den sich ausbreitenden Theil der Curvc. 
Die Figuren erklären sich selbst und wir bemerken nur, dass 
im ersteren Falle zwei Varietäten enispringen, indem die 
Gurve ganz auf derselben Seite der Asymptote liegt, wenn 
sie im Unendlichen eine Inflexion hat. 


Kig. IX Kiff. II. KIk* 45. 



Ist ein Düpj)elpunkt im Unendlichen und giebt es folglich 
zwei parallele Asymptoten, so liegt der dritte unendlich ferne 
Punkt entweder 
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6. Auf dcra sich aushreitenden Tlieil oder 

7. In der Schleife. Ira erstem Falle ist der Inflexious- 


Fis. 46. 


Fiü. 47. 




puiikt ausserhall) der parallelen As 3 iiiptoleii, im letztem 
Falle zwischen denselben. Wenn auch dielnflexiou iin Un- 
endlichen wäre, so würden lieide Zweige im erstem Falle 
auf derselben Seite der Asymptote liegen. 


Fig. 48. 
/ 

{ 




8. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in einem Intlexionspunkt und 
wir erhalten die divergierende Parabel 
vom Art. 2fX). 

P. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in biuem Doppelpunkt und wir 
erhalten eine Uurve von beistehend ge- 
gebener Form, die man die Trident - 
Curve nennt. 


210. Von den Curven dritter Ordnung mit Itückkehrpunkt 
giebt es offenbar keine Species, welche denen unter (1), (4) 
und (7) des letzten Artikels entsprechen. Die Species dieser 
Curven sind daher: 

1. Drei reelle Punkte ini Unendlichen, zwei Varietäten. 

2. Ein reeller Punkt und zwei nicht reelle Punkte ini 
ünendlichen, zwei Varietäten. 

3. Die unendlich ferne Gerade als gewöhnliche Tangente, 
zwei Varietäten. 

4. Die Spitze im Unendlichen, zwei Varietäten. 

5. Die unendlich ferne Gerade als stationäre Tangente. 

G. Die unendlich ferne Gerade als Kflckkehrtangente. 

Die Figuren für die Fälle (1), (2), (3) können mit Hilfe der 
Figuren des letzten Artikels leicht vergegenwärtigt werden. 
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Kig. 43. 


indem mau die in diesen Figuren punktirte Schleife unter- 
drückt und den Knoten- in einen Riiekkehrpunkt überführt. 
Die Figur für den Fall (4) entsteht aus der links liegenden 
Figur des Art. 209. mit zwei parallelen Asymptoten, indem 
mau die letztem vereinigt und den zwischen ihnen gelegenen 
Zweig unterdrückt denkt. Wir haben dann eine einfache 
Asymptote mit zwei unendlichen Aesten auf entgegengesetzten 
Seiten aber an dem nämlichen Ende 
derselben. Die Figur des Falles (5), die 
semicubische Parabel m;/’ = 3?, ist in 
Art. 39. gegeben worden. Endlich ~ 

geben wir hier die Figur des Falles (f>), \ 

die cubische Parabel ni^y = x"*. 

211. Trotz der schon ziemlich grossen Zahl der Sjiecies 
wird es nicht schwierig erscheinen, die entwickelte Classi- 
fication zu übersehen und zu erinnern, wenn mau bemerkt, 
dass nichts Andres gethan worden ist, als die Fünf- Theilung 
des Art. 197. mit der Theilung des Art. 203. nach der Natur 
der unendlich fernen Punkte zu combinieren. Es bleibt übrig, 
einiges über frühere Classificationen der Curven dritter Ord- 
nung zu sagen. Die erste wurde von Newton in dem Werke 
„Enumeratio linearmu tertii ordinis“ ■''*) gemacht und ist ini 
Wesentlichen mit der hier gegebenen übereinstimmend, aus- 
genommen darin, dass er, was wir als Varietäten bezeichnet 
haben, zu eigenen »Specics macht, und darin, dass wir in dem 
Falle eines durch zwei Asymptoten berührten hyperbolischen 
Astes nicht beachtet haben, in welchem der durch dieselben 
gebildeten Scheitelwinkel der Ast liegt, während Newton 
die Fälle unterscheidet, wo er in dem durch die dritte Asymp- 
tote durchsetzten oder in dem Scheitelwinkel desselben liegt. 
Die Fälle, wo drei reelle Asymj)toteii sich in einem Punkte 
schneiden, sind als besondere Species betrachtet. Durch die 
Beachtung dieser Unterscheidungen ist die Zahl der Species 
auf acht und siebenzig erhöht. Newton geht den umge- 
kehrten Weg der Entwicklung insofern, als er nicht wie 
wir die Fünf-Theilung zur primären macht und die von den 
unendlichen Aesten abhängende zur secundären. 

Newton’s Methode der Keductiou der allgemeinen Glei- 
chung ist die folgende: Wenn eine der Axen parallel 
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zur reellen A8yni]itote ^eiiouiiiien wird, so ver- 
schwindet der (loef f'icieiit saf'eii wir von t/' und tlie 
(Jleiihunj' der (’urve hat die Form 

(ax + h) -j- */ (/x* -}- ;ix-\-h) -j- pjfi + 

Nun ist der Ort der Mittelpuiikte der der Asymptote paral- 
lelen Helmen oftcnbar 

2axij 4" 'J^ ^ > 

und wenn wir die Axon z.u den Asymptoten dieser Hyperbel 
transformiert voraussetzen , so verschwinden die Glieder 
und diess zeij't an, dass dieselbe Transrorniation die (Jlei- 
chung der Curve dritter Ordnung auf die Form 

•T //’ + liy = 4" "1“ "t" 

oder mit New ton ’s Huchstaben 

xt/'^ 4" <■;/ = ax^ -f- hx'‘ cx d 
zurückführt. Diess ist New ton ’s allgemeinste Form. Wenn 
jedoch in der Gleichung, w4e wir sie geschrieben haben, n 
und h verschwinden, so ist der Ort nicht eine Hyperbel, son- 
dern eine gerade Linie und je nachdem diese 1. die Linie 
x = () oder 2. eine willkürliche Gerade ist, welche man für 
(/ = 0 wählen kann, oder ;5. die unendlich ferne Gerade, wird 
die Gleichung der Curve auf die respecliveii Formen 
XI) — ax-' 4- l>x'‘ 4" + d, y- ■= ax' 4“ "f" 

y — ax' -f- Z/x* -}- cx -}- d 

gebracht. Der einzige scheinbar abweichende Fall ist iler, 
wo die Gleichung in der von uns gewählten Form « = 0 
hat und der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen eine 
l’arabel ist; aber in die.sem Fall giebt es eine andere 
reelle Asymptote, für welche der Ort der Mittelpunkte der 
zu ihr parallelen Sehnen eine Hyperbel ist, und die Itc- 
duction vollzieht sich wie im ersten Falle, nur dass der Coefti- 
cient von x-'* in der trausfonnierten Gleichung verschwindet. 
Newton’s Resultate sind aus der Discussiou dieser vier 
Formen erhalten. Wenn y = g)(x) die Gleichung irgend 
einer Curve ist, so nannte Newton die Curve xy = tp{x) 
einen Hy]ierl)olismus dieser Curve; so nannte er also Cur- 
ven dritter Ordnung, die einen Doppelpunkt im Unendlichen 
haben, und deren Gleichung daher in die Form 
xiß -j- cy = cx d 
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besetzt werileu kajiii, llyperbolisnifii der Ellipse, Hyperbel 
oder l’iirabel, weil die eben f'eseliriebene (lleiehuiig auf die 
eines Kegelsehnilts zurilckkoiuint, wenn inan darin .r// durch 
// ersetzt. 

212. Wir haben früher der in seinem „8y.<tein der ana- 
lytisehen (Jeoiuetrie “ enthaltenen Diseussion der Curven 
dritter Ordnung von PI Ücker Erwähnung getlran. In der- 
selben ist die Matur der unendlich fernen Punkte der pri- 
märe (irund der Classification. Indem er mit dem Falle von 
drei reellen Asyni|itolen beginnt, wo die (ileichung der 
Curve von der Form 

ar, 

ist, werden zuerst die 1^'älle unterschieden, wo die A.sympto- 
teii sich in einem Punkte schneiden und wo sie ein Dreieck 
bilden; dann werden alle möglichen Lagen der begleitenden 
Linie t; = 0 nntersucht, oh sie da.s Dreieck diirelusetzt, oder 
durch eine Ecke geht oder au.sserhalb desselben bleibt, ob 
zwei kritische Centra (Art. 19‘L) zusanimcnfallen , etc. Er 
bezeichnet alle die Curven, die durch die obige Oleichung 
für irgend eine gegebene Lage der Geraden a;, = 0, i; = 0, 
(largestcllt werden können, als eine Gruppe und indem dem 
I; alle möglichen Werthe erlheilt werden, treten die in der- 
selben Grupjie enthaltenen Epecies hervor. Man wird das 
an der Figur der ersten Plücker’schen Grujipe besser über- 
sehen, die wir hier reprodneieren und die dem Falle ent- 
spricht, wo die begleitende Linie alle drei Seiten des asymp- 
totischen Dreiecks in der Verlängerung schneidet, und wo 
drei reelle kritische Centren, das eine ini Innern und zwei 
ausserhalb des Dreiecks vorhanden sind. Fig. I. re[>räsentiert 
eine zweitheilige Curve von der oben mit I., 2 bezeichneteu 
Species. Durch einen Wechsel im Werthe von k zieht sich 
das Oval in einen Punkt zusammen , und wir erhalten 2. die 
Curve mit isoliertem Punkt III. , 1. Mit weiterer .\endernng 
von k wird die Curve 3. eintheilig, nämlich IL, 1. und die 
Aeste entfernen sich weiter von ihren Asymptoten, ln 4. 
durchsetzen die Aestt; die andern Asyni[)toten und die Curve 
erhält einen Knotenpunkt, I\L, 2. 

Fig. 5. ist zweitheilig I., l. Fig. 0. ist in unserer Auf- 
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osculierenden Parabel in Bezug auf die lineare Asymptote 
x^‘=0 und die begleitende Linie 

aXj "t" hx^ = 0 


gebildet. 


IV. Abschnitt. 

Cnrren dritter Ordnnng vom Qeschlecht Nnll. 

213. Wir haben in „Anal.Geom. d. Kegelschn.“ Art. 237 f. 
gesehen, wie sehr die Rechnung dadurch erleichtert wird, 
dass die Coordinaten eines Pmiktes der Curve als Functionen 
eines Parameters ausgedrilckt werden können und es ist in 
Art. 44. bewiesen worden, dass diese im Falle einer Curve 
vom Geschlecht oder Defect Null oder einer Unicursal- Curve 
stets möglich ist. Von der Anwendung dieses Princips auf 
Curven dritter Ordnung geben wir hier Beispiele. Die Glei- 
chung einer Curve dritter Ordnung mit Röckkehrpunkt kann 
stets auf die Form 

/)• 2 /)• yv* S 

•*»1 **^3 

reduciert werden, wo x^=0, x\ = 0 der Rückkehrpunkt, 
Xf — 0 die Rückkehrtangente und x^ = 0 die stationäre Tan- 
gente ist. Ein beliebiger Punkt der Curve kann daher als 
der Durchschnittspuukt der Strahlen 

9x, = Xj , 0’Xj = Xj *) ; 

oder mit andern Worten, die Coordinaten eines Punktes der 
Curve können durch 1,6,0^ repräsentiert werden, wenn 0 
ein veränderlicher Parameter ist. Die gerade Verbindungs- 
linie zweier Punkte 0, 0' der Curve hat dann die Gleichung 
00' (0 -f- 0') X, - (0* + 00' -f 0'ä) Xj -f- Xj = 0 


*) Diese Gleichungen als auf Tangential- oder Liniencoordinaten 
bezogen, geben den Satz: Wenn J der Infiexionspunkt, C der Rück- 
kehrpunkt und T der Durchschnitt ihrer Tangenten ist, so schneidet 
eine beliebige Tangente AB die Seiten des Dreiecks JCT so, dass 

73* : 2J» = k (TB : BC) 

ist. Für die unendlich ferne Gerade als eine Tangente ist k = 1. (Vergl, 
„Anal. Gcom. d. Kegelschn.“ Art. 2ü5.) 
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1111(1 für (liis ZiisaininenriilU'ii von 0 und ü’ tTffiidit sich die 
(ilcicliung der Tangente 

20^a:, — 30’a-j + = 0. 

Wenn wir die Diirdisclinittsjiiinkte einer geraden Linie 
n,a:, -f- «..Tj -j- = 0 

mit der (Jiirve suchen, so erhalten wir durch die SiihstitiiUon 
1, 0, 0^ für a'i , .Cj, Xj die Gleichung 

«I + f»2 0 + 

und da in dieser cubischeii Gleichung das zweite Glied fehlt, 
so lernen wir, dass die l’araiueter von drei 1‘iinkten der 
Curve in einer Geraden durch die Kelation 

0 + 0 ' + 0 " = 0 

verbunden sind. Insbesondere ist der Tangenlialpiinkt von 
0 durch — 20 und der |{eniiirnng.s{iunkt der von 0 aus- 
gehenden Tangente durch — i 0 gegeben. 

Wenn wir ebenso die Substitution 1,0,0^ für x^x^yX^ 
in die Gleichung einer Curve p''"' Ordnung inachen , so wird 
das Glied 0^e— ■ in der Gleichung fehlen und die Uelation, 
welche die Parameter der iip Diirchschnitt.sjmnkte dieser 
Curve mit der (,'iirve dritter Ordnung verbindet, besteht in 
dem Verschwinden ihrer Summe. Daher ist der Parameter 
des Ilestininktes zu einem Pniiktesystem die negative Summe 
und der des beigeordneteu Restes die fc>nmme der Parameter 
der verschiedenen Punkte desselben; und die die Theorie der 
Reste Isdreffenden Sätze der Art. lf)9. f. erhellen so als iiii- 
niittclbar evident für Curven dritter Ordnung mit Rückkehr- 
puiikt. Wenn man die Parameter der Punkte A, Jl, . . , durch 
n,h, . . . bezeichnet, so ist z. R. diu Bedingung dafür, divss 
sechs Punkte der Curve in einem Kegelschnitt liegen, 

n h c (J e f = 0 , 

welches sogleich den Satz des Art. 155. giebt, dass für vier 
feste Punkte einer Curve dritter Ordnung die 

Verbindungslinie der Punkte E, E, in welchen ein durch 
jene Punkte gehender Kegelschnitt die Curve ferner schnei- 
det, durch den festen Punkt 

a h r il 
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geht, und dass di<‘s<>r Punkt oonstruiort werden kann, indem 
man die l’unkt(> dureli eine Gerade verbindet, in welchen die 
geraden Linien 

yUJ, CJ) 

die Curve ferner schneiden, weil 

- (a + i) - (c + d) + (« + /, + e + ,/) = 0 

ist. So werden ferner verschiedene Constructioucn für den 
neunten üurcli.sclinittspiinkt der Gurvo mit einer durcii acht 
ilirer Punkte gellenden fhirve dritter Ordnung aus der l?c- 
trachtung der Gleichung 

(a + i + c + ,0 + (c + /■+</ + /<) + i = 0 

erhalten. 

214. Oie l'arameter der l’unkte, deren Tangenten durch 
einen gegebenen Punkt Xi gehen, werden durch Substitutron 
seiner t’oordinaten in 

2&'x^ — Se’aij -f a;, = 0 

gefunden; und da in der erhaltenen cubischen Gleichung der 
Goefficieut von 6 verschwindet, so ist die Summe der reci- 
proken Werthe ihrer Wurzeln Null, d. h. die Parameter 
0, 0', 0" von drei Punkten der Gurve, deren Tangenten ein 
Uüschel bilden, genügen der Relation 

0-1 ^ 0'-i -j_ o"-> = 0. 

Und da in derselben Art die Bedingung, unter welcher 
20 '*a?, — -f- X 3 = 0 

eine Curve Classe berührt, eine Relation p''" Grades uiiUt 
den Coefficienten 20^, 30’, 1 ist, und also das Glied 0 nicht 
enthalten kann, so ergiebt sich allgemein, dass die 3p Punkte, 
deren Tangenten eine feste Curve p'" Cla.s.se berühren, durch 
die Relation Z (0“‘) = 0 verbunden sind. Wir geben einige 
Anwendungen dieser Methode. 

lieispicl 1. Man soll «Ion Ort der UurcliBchnitUpunkte der- 
jenigen Tangentenpaare einer Curve dritter Ordnung mit RClckkehr- 
punkt finden, deren BcrüliningRsebnen durcli einen festen Punkt y der 
Curve gehen. Man hat zwisclien den drei Gleichungen 

— 3«’.r, -f T, = 0, 2ß'x, — -f Xj = 0, 

« + (t 4 ^ 
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mit bekanntem y die Grössen a, ß zu eliminieren und findet 
y (2ya;, + 3a:,)' + 2a:, a:, = (t, 
die Gleichung eines Kegelschnitts. 

Beispiel 2. Wenn ein Polygon von gerader Seitenzahl in eine 
Curve dritter Urdnung mit Kiickkehrpiinkt eingeschrieben ist, und alle 
seine Seiten bis auf eine durch feste Punkte der Curve gehen, so geht 
auch die letzte Seite durch einen festen Punkt der Curve. Bezeichnen 
wir die Parameter der Ecken durch und die der festen 

Punkte durch .. und wühlen wir der Einfachheit wegen den 

Fall eines Vierecks, weil der allgemeine Beweis daraus erhellt, so 
haben wir die Gleichungen 

0| + 6i + n, = ü. «t + ^ + »j = 0, a, + h, + 04 = 0, 

“r + + “1 = 

Durch Addition und Subtraction erhalten wir 


— 6, + 64 , 


d. h. die Verbindungslinien der Punkte B, , und ü, , S^ schneiden 
sich in der Curve, oder wenn drei der Punkte bekannt sind, so ist es 
auch der vierte. Der Satz ist für alle Curven dritter Ordnung wahr, 
weil der gegebene Beweis sich sofort in die Sprache der Theorie der 
Beste übertragen lässt; die Punktepaare B,, B, ; B,, B^ sind beigeord- 
nete Beste, für welche das System der Ecken A,, A,, A, ein ge- 

meinschaftlicher Best ist 

Es ergiebt sich als ein specieller Fall dieses Satzes, dass für ein 
Polygon von ungerader Seitenzahl, dessen Seiten durch feste Punkte 
der Curven gehen, auch die Tangente in jeder Ecke durch einen festen 
Punkt der Curve geht, und dass somit das Problem, ein solches Po- 
lygon zu construieren , dessen Seiten durch feste Punkte einer Curve 
dritter Ordnung ohne singulären Punkt gehen, vier Lösungen ge- 
stattet. 

Beispiel 3. Man soll die Quasi-Evolute bestimmen unter der 
Voraussetzung, dass die beiden festen Punkte in der Curve liegen. 
(Vcrgl. Beisp. 5., Art. 99.). Die Gleichung der Quasi-Normale ist 
nach Art. 107. 


(P> -f pe - 26*) {e« (6 4- a) a:, - (0« + 0« -f ««) x, + a-,} 

+ (er* + o0 - 20«) {0? (0 + ß)X,~ (0' -f ep 4 - .T, 4 - a:,} = 0. 


Wenn wir sie durch die Substitution 0 


umformen, so erhal- 


ten wir in Uebereinstimmung mit Art 108. eine biquadratische Glei- 
chung in t, in welcher die beiden äussersten Glieder an jedem Ende 
nur respective durch einen constonten Factor sich unterscheiden und 
deren Discriminante daher neben den die Tangenten in a und ß reprä- 
sentierenden Factoren eine Curve von der vierten Ordnung darstclit 
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215. Es erübrigt, einige bemerkenswertlie Beispiele von 
Curveii dritter Ordnung und dritter Classe zu erwähnen. Wir 
haben früher die senii - cubische Parabel erwähnt , welche die 
Evolute der Parabel zweiten Grades ist. Ihre Gleichung 

pj/’ - - a;^ 

zeigt, dass der Rückkehrpunkt iin Anfangspunkt der t'oordi- 
naten und der Inflexionspunkt im Unendlichen liegt. In der 
cubischen Parabel anderseits 


p*y = 


liegt der Inflexionspunkt im Anfangspunkt und der Ilückkehr- 
punkt im Unendlichen, ln der cubischen Parabel ist der 
Anfangsjninkt ein (Jeutrum und alle Durchmesser der Curve 
fallen mit der Axe der y zusammen; denn wenn wir eine 
Gerade y = mx n ziehen, so ist die Summe der Werthe 
der X gleich Null. 

Zu den Curven dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt ge- 
hört auch die Cissoide des Diocles, welche dieser Geometer 
zur Bestimmung der zwei mittleren Proportionalen erdacht 
hatte. Sie kann als der Ort eines Punktes M' definiert wer- 
den, wo der Radius vector des Kreises AM durch eine Or- 
dinate P M' geschnitten wird, für die AP' = Ji P ist. Wir 
mü.ssen haben 

Fig. fil. 

AM' = RM 


und daher 

Q = AR — AM 

oder 

g = 2r seco — 2r cos« = 2r tan« sin« 
oder in rechtwinkligen Coordinaten 
,x {x^ -|- ip) — 2ry'^ 

oder 

(2 r — x) y'^ = x\ 

Daher ist der Anfangspunkt der Coordinaten 
ein Rückkehrpuukt und x =r eine Asymp- 
tote, welche die Curve in einem unendlich fernen Inflexions- 
punkt trifft. Newton hat für die Erzeugung der Curve durch 
eine stetige Bewegung folgende elegante Construction gegeben. 
Für einen rechten Winkel FGH habe der Schenkel FG eine 



8aluioi], ll»li«re Curvt<u. 
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festfi Liinge, der Punkt F [bewegt sich liliigs einer festen 
ücraden CJ, während der Schenkel G II tlurch einen festen 
Punkt K geht. Ein im iMittcI|>unkt von FG .Tiigcbrachter 
Stift beschreibt die (’issoide. Der IJeweis bleibt dem Leser 
überlassen Die Cissoide ist auch der 
Ort, den man erhält, wenn man in 
jedem vom Scheitel ausgehenden Ra- 
dius vector der Parabel den reciproken 
Werth seiner Länge abtrügt; sie ist 
g \ g j r also auch der Ort des Fusspunktes 
“ einer Normalen vom Scheitel der Pa- 
ff rabel auf die Tangente derselben; oder 

mit andern Worten: Wenn eine Parabel auf einer ihr glei- 
chen Parabel rollt, so ist der Ort ihres Scheitels die Cissoide. 

2IG. Wir können in wesentlich analoger Art auch die 
Coordinaten eines Punktes in einer Curve dritter Ordnung 
mit Knoten- oder isoliertem Punkt mittelst eines einzigen 
Parameters ausdrücken. Für den Dojipelpunkt als Anfangs- 
punkt ist die Gleichung von der Form 

'Mtx‘y -)- ’Arxy'- -f- (/i/’ -f- -f- (i;/a:i/ iJ/zv* = 0 

und wir erhalten also für y — %x rationale Ausdrücke für 
X und y in Functimi von 0. 

Die Discussion gestaltet sieh aber einfacher, wenn wir 
die Gleichung, wie stets möglich ist, in die Form transfor- 
miert denken 

(a:/ + x^) Xj == x^^ 

Dann ist x-j — 0 die Tangente in dem einen reellen Inflexions- 
punkt, den die Curve haben muss, x, == 0 ist die Vb>rbin- 
dungslinic des Inflexionsizunkfes mit dom Doppelpunkte und 

± == 0 

sind die Tangenten der Curve im Doppeljiunkt, so dass da.s 
obere Zeichen dem Falle der Curve mit isoliertem Punkt, da.s 
untere dem Falle der Curve mit Knofenjiunkt entspricht. Die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve sind ju'o- 
portional zu 

(1+eO, 0(1+0'^), 1. 


Fi«. M. 


Jl 
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Die Substitution dieser Grössen in die Gleicliuug einer will- 
kiirliclicn Geraden 

?,a;, + -f l,x,, = 0 

giebt zur Bestimmung der Parameter ihrer Schnitt])unkte mit 
der Gurve 

(S, + S3) + £.0+J.0- + Sje^ = o. 

und diese Parameter ö', 0", 6 " sind somit durch die Relation 
verhunden 

0'0"+ e"e'"+ e"'e' = + i. 

Wenn die Gerade in einem Intiexionspunkt berührt, so ist 
6' = 6" = 0"' und daher 6’ = +i» d. h. eine Gurve dritter 
Ordnung mit isoliertem Punkt hat drei reelle Inflexionspunkte 
und eine solche mit Doppelpunkt einen reellen und zwei 
nicht reelle. 

Die Gleichung der Verbindungslinie von zwei Punkten 
0, 0’ ist 

(0'+00'+0'*+ l)x, - (0+0')a-j = ±(l+0’Hl±0'’j*j 
und daher die Gleichung einer Tangente 

(30^ + 1) ar, — 20a:.^ = ± (1 ± 0')’ arj. 

Wir erkennen daraus, dass für vier Punkte, deren Tangenten 
ein Büschel bilden, die Summe der entsprechenden Parameter 
verschwindet und dass für zwei derselhen als gegeben die 
quadratische Bestimmungsgleichung der Parameter der beiden 
andern sofort gebildet werden kann. Die Anwendung dieser 
Methode auf Beispiele bietet keine Schwierigkeit. Wir haben 
in Art. 123., 1. die Gurve dritter Ordnung mit Knotenpunkt 
von der Polargleichung 

cos ^ w = 

bemerkt, deren Gleichung in rechtwinkligen (.'oordinaten 
27 4“ y^) w* = (4 — 3 :)® 

ist, eine Gurve mit drei Intlexionspuukten im Unendlichen, 
einem reellen und den beiden andern in den nicht reellen 
Kreispunkten der Ebene; der Knotenpunkt liegt in der Axe 
der X bei a: = — 8»i. 

15» 
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217. Wenn eine Curve dritter Ordnung mit Dojipelpuiikt 
drei reelle Inflexionspiinkte hat, so ist der isolierte l’nnkt 
der Pol ihrer V^erbindungslinie in Bezug auf das Dreieck 
ihrer Tangenten. Sei 

(x, + + X3)’ = nla:^x^r.J 

die Gleichung der Ourve, so müssen die Coordinaten des 
l)op]>elpiinktes, falls ein solcher existiert, den durch DiH'e- 
rentiation daraus ent.stehenden Gleichungen 

.8 (a;, -\- Xj + = mx-^x^ — mx^x^ = mx,x^ 

genügen ; wir erhalten aus ihnen 
;r, = = 

welches nach Art. lOt!. den angezeigten Satz ansspricht und 
wir haben somit für die Curve mit l)oppel|iunkt ni = 27. Die 
Gleichung der Curve kann daher auch in der Form 

= 0 

geschrieben werden. Dann werden die Coordinaten eines 
Punktes zu 

0 ^., (1 - 0 )», -1 

proportional und die Gleichung der entsjirechenden Tangente 
ist 

(1 - 0)’a , + e’.r.^ + 0' (I — 6)’ = *'• 


V. Abschnitt. 

InTnrtaiiteii iind Cnvarlaiiten der Ciirven dritter Urduniig. 

218. Die Gleichung einer Curve dritter Ordnuug ohne 
singulären Punkt kann immer auf die kanonische Form 

^i'* + * 2 '* + -*^.3^ + (imXfXjX^ = 0 

reduciert werden, in welcher (Art. 2.3.) jedes der Xi drei Coii- 
stanten implicite enthält, so da.ss in ihr mit Einschluss der 
Constanteu iii die zehn Constanten vorhanden sind, die nach 
dem Kennzeichen des Art. 24. eine cubische Form entlialteu 
muss, um jede beliebige Curve dritter Ordnung darstellen zu 
können. Wir wollen jetzt zeigen , wie die Gleichung einer 
beliebigen Curve dritter Ordnung auf die bezeichnete Form 
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reduciert werden kann. Wenn ta eine imaginäre dritte Wur- 
zel der Einheit bezeichnet, so kann die reducierte Gleichung 
in der Form geschrieben werden 

(,c, -f* -^2 — {ax, -j-cj''*X 2 — 2mx.j) (a-x, -\-ax., — 2mx^) 

+ (1 -f 8m»)u;,> = 0. 

aus welcher ersichtlich ist, dass die Linie 

0:3 = 0 

drei Iiiflexiouspunktc verbindet und zugleich, dass das näm- 
liche Tür Xf =0 und x.^ = 0 ebenso nachgewiesen werden 
kann. Somit bilden diese drei Geraden eins der vier Systeme 
von drei Linien, welche wie wir in Art. 175. sahen durch die 
neun Inflexionspunkte gezogen werden können, und wir 
sehen so voraus, dass das Problem der Kcduction der allge- 
meinen Gleichung der Curve dritter Ordnung auf die cano- 
nische Form vier Lösungen hat. (Art. 228.) Diese Form ist 
die, welche wir in unsern Untersuchungen tlber Curven drit- 
ter Ordnung immer gebrauchen wollen; zuvor mtlsseu wir 
aber mindestens für den Nachweis der Reducierbarkeit die 
Invarianten der Gleichung in der allgemeinen Form bilden 
und wollen diese Letztere schreiben wie folgt 

nx,* -|- hx./ -f- -f- 3a.^x/x.^ '6a.^x/x.j^ -j- 3h,x/x, 

3hjx/x^ -f- 3c,a:j^a:, -j- SCjXj’a:., -|- = 0 , 

indem wir die Coefficienten als a, b oder c schreiben, je nach- 
dem die höchst potenzierte Variable des Gliedes die erste, 
zweite oder dritte ist und den Index der andern Variabein 
beifügen, die das Glied noch enthält, bei dem Product aller 
drei Variabel u aber, welches sich dieser Regel entzieht, einfach 
m setzen "). 

21!). Wir bilden zuerst die Gleichung der Hesse’schen 
L'urve. Die zweiten Differentialquotienten der cubischcn Form 
sind mit Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors sechs 

U^l = ax, -(- a-iX., -f 033 : 3 , I 7 j 3 = mx, -f- b^x.^ -f- , 

= 6, a:, -f baJj -f- ^ 33:3 , 17,3 = -f c, x^ , 

^^3 = C| + « 2^2 + cx^ , J7,2 = « 2^1 + + '« ^3 ; 

für die Discriminante 
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7/= tr„r,,+2r,J/,./r„- ?/„ 

erliält man diiraus eine cutiische Forin mit den Coeftieienten 
E; b, c, E., , E. , b| , b.j , C( , c.j f na 
von folgenden Wertlieii 

a = n f , -f- - “a ~ 'h‘ — <*a’ i 

b = ha^Cj + 2mh.J)f — Ijm- — CjA,* — «aVi 

o — - cbx<l’i + — cm‘ — «jej* — > 

^a,.,—ahr,—2al).jm-}-ah^Cj — — «j’f, , 
3E,=flc/<, — 2ac.^w-\-ab./\ —<tj\-\-a.^m'‘—a^b,t\-{-2aja.,c .^ — 
3b|=fli6cj — 2aJ)m-{-h(l.^c^ — «/(/-j-fc, ni'^ — b^a^c.^-\- 2bJ>.,a ^ — , 
3b,==a._,fcc — 2fcC| m -\-ha.fC., — cb^'‘ -\-bjii‘ — 2bfb^r, — 

3o, ^ab-jC — 2«,/w-ffn3?i, — atj’ -\-c^m '^ — <’i'*3^.i+ 2f|CjOj — /<|C,* , 
3oj =n,/ir — 2 b^cm -f-cttj^'a —bc,'‘ -\-ri»f‘‘—t‘iOn,bj-]- 2c,c.^bf — , 
(im=n bc — (nb.fC2-\-b(\a.,-\-ca.,b,)-\-2m^—2m{bfCf -t-c.,rtj + ^3^'3) 

+ 3(«,V, -f rt/,Cj). 

Insbesondere wird die Hesse'scbe Curve von 
+ ^2* + •'^3’ + G w( j:, a;j a:, = 0 

diircli 

— (a:,’ + x/ + 0:3’) + (1 + 2/«^) a;,a:ja:3 = 0 

dargestellt. 

220. Wir können ebenso die Gleichung der Cayley 'sehen 
Curve bilden. Diese Contravariante drückt die Bedingung 
aus, unter welcher die gerade Linie 

g,.r, + gj.rj + = 0 

von den Kegelschnitten 

(f, =0, fl3 = 0, u, = o 

und von dem ganzen durch sie bestimmten Netze von Kegel- 
schnitten in Involution geschnitten wird. Man hat 

ff, = ax^‘ -{- e,X3* -f- 2mx.pr.^ -f- 2a^x^X3 -f 20.3a-, *j , 

Uj «= a.jXf^ bx.^ -l" c.^x^ -f" ‘^bjX^Xj -f- 2mx^XJ -f- 2b,a:,a;j , 

U3 = 033;,= -f 63a;,’ + CX3’ -t- 2c^jXj -f 2eiX,Xj + 2/«.r,.r.3 , 

und die fragliche Bedingung ist nach „Kegelschnitte“ Art. 
337., 356. 
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c{,> — 2f,|3||+«3|j’, c|f* — 2c,M,+/f35,*, cJiJj --«»iäSl— C.I jJi+wIj’ 1 

oder in cntwitkulter Form 

1> .1 + H/ + C’lv’ + 3yl,g,’|, + 3/1, g,% + 371,g;^g, 

+ 3 77,g,-^|;, + 3C,g,’g, + 3C,%;% + (iM|,|,g.3 

mit lolgcudeu ^V^ertl^e^ der Coel'ficieutcii 
A = hi'nt — hCfCi — rf'iT»:! — -j- 

J{ = Crt/M — — «<^1^-.. — rt;,C,W< + «2^,’ -j- Cjrti'-*, 

C = ahm — — ha.^a.^—- /),«._,»»»-[- b-^a^ -j- 

'.\Aj = — /icrtj — cb^ m + bcf^ + 2cajhj -j- 2c,m‘‘ — ‘,ih^c,M 

+ + ^|C|e2 — 2 «2^2’ 3 

3.-I3 = — hcn., — hCf m -f- c7'i’ + ^ba-^r^ -|- 27>,»/(^ — 3c2&,w 

+ h<h<'i + — 2«:,V. 

3/)’, s= — i'^lh^ — ca.^m + <ir,’ + 2ca|l<, -|- 2c, //r — 'i^a^c^m 

+ ‘-V'A. + «2'V'2 — 

3L3 = — c<il<, -* «Cj»( -f- ca,^ -|- 2«t3c, -j- 2«.,»«' — 3c|«jm 

+ 4- «jfj«:. -M;i% 

36', = — rt/u-j — ha^m -|- ab^ 2 ba.^c^ 2i»,Hi’ — ^a.Jh.^m 

-f *'i«2«'2 + — 2c, l»,'', 

362 — — nhc^ — ab-im 4 - bu^^_-\- 2ab^C2 + 2(/jW'^ — 'daj>iin 

+ "2^I<’| 4" — 2Cj«2^, 

f) J/= «/)c — {ab.^Cj -|- tic,«, -f- ca^h^) — 4m’ 

+ 4m (fc,c, -f- Cjrtj -[- «363) — 3 (a■^b^c^ -f- 
Für 

X,’ + 4- X3’ 4* ^)>»x^x^2 ” 

ist die Gleichung der Cayley 'sehen Curve speciell 

m (g,’ 4- g,2’ 4- 53^) 4- (I - 4m’) g, g2g3 = ü. 

221. Wenn wir in der eben entwickelten Contravariante 
für die g,, g^, «Symbole der Differentiation nach r^fX^tX^ 
respective ein.selzen und mit dem so gebildeten Symbol an 
der gegebenen cubischen Form U operieren, so ist nach 
Art. 94. der „Vorlesungen“ das Resultat eine Invariante. 
Sie ist vom vierten Grade in den Coefticienten und wird 
durch S bezeichnet; ihre entwickelte Form ist 
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S — abcm — — w (a/>jC.j-|- 6 ('|a 3 +f'a;,fc,) 

-j- («t| + hc.,a/ -f- cfc/fj* -j- 

+ 2wi* (i,C, -|- CjOj + « 3 ^> 3 ) — 3w» 

- + <’2’«2’ + «3’V) + + o■Ah^r^ + ^(CjCjaj). 


Wir drücken dieselbe Sache nur anders aus, wenn wir sagen, 
dass die Gleichung der Cayley 'scheu Gurve in der Form 


/c3'^ _Lt3'* J-tJ): ’L _ 

VS' ,/n I -+- 53 ,/j i- 5i 6 . -f- 61 53 -f- 62 5i 

+ ys. 1; + s.’s. *- + e.'f. 'k + 8.S.S. D»- " 


geschrieben werden kann. Wir haben in Art. 150. der „Vor- 
lesungen“ die symbolische Methode erwähnt '^) , durch welche 
Aronhold diese Invariante S zuerst erhalten hat; brauchen 
wir für dieselbe das dort entwickelte Symbol 

(123) (234) (.341) (412), 

so ist das entsprechende Symbol ihrer Evectante die linke 
Seite der Gleichung der Cayley'schen Curve 

(123) (S23) (131) (112). 

Für die kanonische Form ist 

S = m — m * 

und weil in Folge dessen S mit w = 0 verschwindet, oder 
wenn diese Gleichung die Form 

+ *2* + = 0 

hat, so entspricht das Verschwinden von S der Reducierbar- 
keit der Gleichung auf die Summe von drei Guben. 

222. Wenn eine Form 

U = ax^’' -f- hx.^’ -f- cx^' 

und eine Govariante V derselben von gleichem Grade 
aa:," -|- ba:.^" -f- oa: 3 " -)-••• 

bekannt sind, so kann man aus jeder Invariante von U die 
entsprechende Invariante von U IV bilden und erhält in 
den Coeflicienteii der verschiedenen Potenzen von A in ihrer 
Entwickelung neue Invarianten; man kann also in dem vor- 
ausgesetzten Falle aus jeder Invariante von U eine neue bil- 
den, indem man an ihr die Operation 
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d I ^ I ^ I 

® ,/«+** rf/, + ° rfc “I 

vollziflit. VVemi wir diess Princip auf die cubiselie Form und 
ihre Hesse’sche Covariaiite anwendeii , so köiitieii wir aus 
der Invariante S eine neue Invariante T vom sechsten («rade 
in den Coefficienten ableiten; oder was dasselbe sagt, wir 
können die neue Invariante T bilden, indem wir in die Glei- 
chung der Cayley 'sehen Uurve an Stelle der 5, Differential- 
symbole substituieren und mit dem entstandenen Symbol an 
der II esse 'sehen Covariaiite operieren. So erhalten wir für 
T den Werth 


aVi'^c‘ — &ahc -f- hciOj -|- ea^h,) — ‘JOahem^ 

-f- \2ahcm + Cj«j -f « 5 ^ 5 ) + Gahc -[- a^h^c.^) 

-f- 4 (a‘‘bc/ -|- ah'b^^ -|- -j- + c’nh,* eVta^^) 

-1- 36 wP {hca.^a^ + rabji., -j- abc^c^ 

— 24 m {jbeb^a-^ -(- hcc^a.^^ -|- cac-,b{‘ -f- c(m^b.j^ -{■ aba^c^ -p abbjC,'^) 

— 3 {aW^ + b-c,W + 

18 {bcbiCfO^aj cac^a^b^b^ + abaji-^cfy) 

— l2^b(:c.Ja^a2‘‘-\-bcb^a.^a^‘‘-\-^■<tc^b■Jb^'‘-\-caa■J)^b3‘-{■aba./;|CJ‘-\-abb^c.^c^'^) 

— 12m’ (aijCj + bc^a^ -j- cajh,) 

-|- 12m’ -f- ac,h,’ -f- hajC,’ -f bc^a-^'^ -f- cb.^ -j- ca.^b^'‘) 

— 60m {ab^bjCfCj + hcjC-.a^aj + <^<>i(^ 3 b[bj,) 

+ 12 m {aa.,bfi^‘‘-{-aa/-2b^^-{-bb-jCfa-^-{-bb,ajCf'‘-{-cc,aJ)f‘^-\-rcJtfa^‘‘) 

+ 6 (ahjCj + bc^a.^ -|- («.,&,) (a^bjC, + a^hiC,) 

24 (ahihj’Ci’-f-aCjCj’hi’-j-iiCjCi’nj’+iaja/Cj’+cajaj’Ii^’-f ch,h,’a 3 ’) 

— 12 (aa3h,e,’-|-na3e,h3-''-|-W)3Cja3’-|-hh,ajC,’+cc,a;|h,’-f-ce,h3rtj’) 

— Sm" -f- 24m’ (h|C, + c^a., -|- a^b.^ — 36 m’ (a./vjC, -|- n.\b^c.^) 

— 12 w’ (h|C,Cja 2 -f- -(- a.^bjb^c^) 

- 24m’ (h,’c,’ + Cj’aj’ + a^’ft,,’) 

-|- 36 m (a.J)^c, -f- aJifC.^) {b,c, -j- e,a, + a^h.,) — Gb,c,v/i^i,b^ 

+ 8 -f r^’a/ + - 27 (a,’h.;’c,’ -f a^’h.’c^’) ' 

- 12 ( 6 ,’c,’cja,+h,’c,’a 3 h,-ffj’aj’a 3 h 3 -fcj’aj’h,c,+a 3 ’/vh,c|-fa 3 ’h 3 ’fja,). 


Für die kanonische Form rcduciert sich diese Invariante auf 
(1 — 20 m’ - 8 m’); 
ihre symbolische Form ist 

, (123) (124) (235) (316) (456)’. 
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Wir köniHMi aus ihr ciuf Evectaiile 

c s 4- £ 3 4 - . . . = 0 

liihk'u , deren Citei'Kcicnten in entwickelter Korni zn gehen 
unnötliig ist. Für die kanonische Form wird diese Coiitra- 
variaiite, die wir Q iiennon wollen 

(1 - lOm^) (g,» + g/ + g/) - (dOm’ + 24/«^) g, g, g, = 0. 

.fede andere Invariante der enbi.schen Form kann als eine 
rationale Function von tS ui.d T ausgedrückt werden. Man 
kann diess in derselhen Art heweisen, wie der entsprechende 
Satz, für die hiniire hiquadratische Form hewiesen worden 
ist wie detin üherhaiipt zwischen den Theorien der hi- 
nären hkpiadratischen und der ternären cuhischeu Formen 
viele Analogien bestehen. 

22 .‘ 5 . Die Methode zur liildung der_^(ileichung der Heci- 
proken einer Curve dritter Ordnung ist im Art. 91 . erläutert 
worden. Wir geben hier das Resultat ihrer Anwendung auf 
die allgemeine Gleichung, jedoch nur die entwickelte Form 
derjenigen Glieder, welche von einander wesentlicli verschie- 
den sind und aus denen die fehlenden durcli symmetrische 
Jluchstabenverbiuschuiig abgeleitet werden können. 

g,“ {fcV - GW>.,Cj + -f 4tV — + ■ ■ 

-f- 1» g, 'gj I hcrnc.^ + hch^c^ — 4 cCjhJt, —2 

+ 2>«Vj'-f Vc.Cj— 2?qc./} + ■ • -f .3g, 'g/ {2icki,— 

-f- 3c'‘b^'‘ — '2bcCja^ -f- 16 w'k'tj — 12«/<,7qcj-j- 46c,’c.^-|-4trt3ft3* 

— Gca^bjC; — 6 cb^b■^C| — Am'‘c^ — ^mb-ji\c^~ b^^c^'‘ — 

-f + 126 , + • • 

+ 6g,‘g,gj {6c (— 4 m* + bb,c, — 2 aß, - 2 c,a,) 

-f- 6 (2mc,C2-|-4a3C,* — 36 jC,*) + c (2 »(6,63 4 «263* — 3C26,*) 

— Sm'-b,Cj -f - 1 Om (63V, -t-C2*6 , ) — 2 a,rjtß — 2 a. — 116 , 63c, c, J. 

-| 1- 2 g,’g2* { — a6c* — dc''n.Jtf -\-Zbcc^a,-\- 3 adl,c.,— 2 ar,^ — 26 c, 

— ll)cm*-f-cm (18 6, c, -f- IScjrt.^ — 24<i363)-f-9c(rt,6.,c, -|-rt36,Cj) 
-f- 12m*c,Cj4-6m(a3C2*-j-6jC,*)-{-6o363C,Cj — 186,c,*c.2 — 18a,c,c2*| 

H f- {a6ccj -j- Ghana, — 46 ca. 2 c, — 2 acbß ab-^ 

-|- 2 m 6 c,* — 56 r,c 2 ff 3 -|- 4 cm* 6 , — 10fmo26j+ — Cc6,V, 
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4- 9cf/._.c.^6i -f- Sm^Cj — -}- — Smu.jCy — '2mh^c,fiJ 

— 4 «., 63 V, + 10 /(,Vi’ + — n« 3 ^,r/} + 

-f- 6 { — Aahcm -|- (hcn.^a.^ -}- cnb^h., -|- abt\c^) 

— 8/« (nJ>^c.f -(- 

+ 5 {(ib^r^ -f" aC{^>i + + /'«/i* + cbß.^‘ + aijb{‘) 

— 8»«< 4" 4w’ (/;,c, + 4" (“A'-'i 4" 

4- 4 {b,W + + » 3 :^) 

— l!» (/>,(;, fjff3 + CjU/t-Ji.,, 4- = 0. 

Diese Contravariiiiite ist die zweite Evectaiile von T, d. h. 
die Gleiclum*' der Kecijirokaleurve kann in iler Form ge- 
Hchriel)en werden : 


( f 3 z |_ fc 3 ^ 4 . t 3 “ i_ e 4 . J 3g " 4- £ 3£ ' 

da ^ db + rfc + ,ia, + da, + «•’ ^ ‘ db. 


+ -(1^^ 4 - ,/c, de, ^ — 


0 . 


ln Art. 01. ward schon die Gleiclning für die kanonische 
Form gegeben 

i.“ + W" + 63 “ - 4 - :42m^) (141:,^ + 4 - 

- 24m» g, g,g;, (!,» + g,»4-l;.*) - (24m + 48m‘)g,»g.,»g3» = 0. 


224. Die Invarianten der cubischen Form können auch 
mit Hilfe der Differentialgleiclinngen berechnet werden, wel- 
chen Invarianten genügen müssen. (Vergl. ,, Vorlesungen“ 
Art. 102.) Es ist dazu zweckmässig, die Gleichung nach 
einer der Variabein zu ordnen und sie also etwa zu schreiben 
rjjj» -f 3 (a„a;, -f a,x^) 43 » 4- 3 {h„x^^ 4- 2/^,ar,Xj + b,x,‘‘)x3 
4" (vr’ 4" 3c,x,»Xj -4 3e,x,x.^» 4- V2’) — 

Wenn wir dann eine Invariiiiite bilden wollen, deren Ord- 
nung und Gewicht vorge.schriebeu sind, so können wir ihren 
litteralen Theil ohne Rechnung schreiben; so muss z. B. S 
von der Form 


r (cn>) 4- (c»a») 4 (cb»o) 4 (6') 
sein, wenn wir durch (c»/>) eine Function bezeichnen, die 
vom zweiten Grade in den Goefficienteu c und vom ersten 
Grade in den Coefticienten b ist; wir wissen auch, dass sie 
eine Invariante dieser Ordnung von 

-I und -I 
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oder vuu einer biuüreu quadratischen und cubischeu Form 
sein muss. Die 'J'heoric der l)inären Formen erlaubt uns also 
die Form dieses Gliedes zu bestimmen und das Gleiche gilt 
für die übrigen Glieder. Die Invariante muss aber auch 
der Differentialgleichung 


’k + (2». 4, .. + <•• k) + o»'- 'k + %. + i) - " 


genügen, die ihre Coeflicienten bestimmt, 
also 


S = — r {c^b) + + (cb'^a) 


So Kndet 
- 


man 


mit folgenden Werthen: 


{c^b) (c'uCj C|*) &2 (^‘«^3 ^1 “I” (^1^3 ^'<i5 

(r^a-) = (Vj — c,*) — (e„c., — r,Cj) a,ao + (c,Cj — r,*) 

(rb-a) = — (''o«i + 3c,o„) b.jb, + («„c, + a,c,) (2b, ’ + bj^^) 

— («0C3 + 3a,Cj) hj), + o,faV; = V2 — 

In analoger Art findet man 

r = r’ (c<) - 6 r (c''6o) + 4 (c^a^) + 4r (c’//) - 3 (c’t^a*) 
— 12 (h») (cb'^a) + 8 (I<2)3 
mit 


(r‘) - «„Vj’ + 4coCj^ + 4 C 3 C,* — 3 c,’c 2* — 6e„c,C2Cj, 

(C'%ü) = (Ifpy) (Cyfi^ -f- 2C>^ 3C1C2C3) 

“t" (ßi6o "i" 

+ («O^J + 2a,?<i) (2c„Cj* — CjC,’ — c„c,Cj) 

+ »\h (C3C0’ + 2c, ä— 3coC,Cj), (c’'a*) = 0 «^ (cqCs* + — 3c, 0.30,) 

+ 3«o^a, (2C3C,*— c,Cj’— CoCjCj) +3n„«i’(2c„Cj^ — c.,c,’ — c„c,c.,) 
+ + 2c,» - 3c„c,c,), (c‘P) - 3 (FO (vn,) = c^’h^» 

— 6c„c,ii,i»2’ + 6c„Cj6j (21),» — + CijCj (6b^b,h.j — St»,») 

+ 9c,\bj‘ — \Sc,c.,b„b,b., 4 - 6 c,C 3 ?/„ (2b, ^ - b„bj) + 9cjVj„'^bj 
—6c.,c,,b,b„'>+c^\,\ (cWa'‘)=^„‘b.j-a,^—2c„c,{h.t‘‘a,a„+2b,bja/) 

— 2CuCj (b„bja^‘^ + 2b,-a,'^ — I0b,b./iu(i, + 46j»a„’) 

+ 2C0C3 (ib„b,a,^ 4- 4i,F,a„» — 66, »Oo«, — 36„6., «,,«,) 

4- c,» (86,’a,» 4- 962V — 126,6j«„a, 4- 46„6ja,») 

4- 2 c,c ,2 (b„b.^a„a, + 2b,\,n, — Gb,b.ß„'‘ — 06„6,rt,») 

— 2 c,C 3 (b„b.fi„'^ 4 - 26,»ff„» — 106„6,«„rt, 4 - ib„'‘a,^) 

4- Cj’ (86,»<io» 4- 96o»«,» — 126,6„rt„a, 4- 46„6.,V) 

— 2cjCj (6„=«„a, 4- 2b„b,a„'‘) 4- Cj’6„Fi„'; 
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wo das Letztere geschrieben werden kann 

= (rhay + 4 (r’rt*) (?d) — S {rV,) {aV,) 

mit 

(cha) = r.^aj>„ — Cj («,/<„ + ) + r, + 2«,/;,) — e„ «, //,, , 

{„%) = — 2 h,a^ii, b„n,'‘. 

225. Wenn die (hirve einen l)o]>))elpnnkt enthält, so 
kann man denselben znm Anfängspnnkt der Coordinaten 
wählen und crliält damit 

III — «I, = rt, = 0, 

so dass sich die Invariante S auf — mul die Invariante 
T auf 8 (//-’)’ redneiert; in der Ilczeiehnung des Art. 218. 
gieht diess die analoge Itediietion für S auf — — wi’)' 

und für T auf 8 so dass für beiderlei Aus- 

drucksformen sieh ergiebt, dass die Existenz eines Doppel- 
jmnktes J"‘ -|- Ö4S^ verschwinden macht. Diese Function 
ist somit die Discriminante der cubischen Form , wie sich 
später noch in anderen Arten ergeben wird. Wenn die Cnrve 
eine Spitze hat, so verschwindet (i’) und daher sowohl S als 
T. Daher gehen durch sieben Punkte (Art. 1G3.) viermal 
sechs Curven dritter Ordnung mit Spitze. Für die kanonisch« 
Form wird die Discriminante 

r’ + ()4S’a = (l +8mY. 

22ü. In den folgenden Artikeln setzen wir die kanonische 
Form voraus. Aus Art. 2U). sehen wir, da.ss die Oleichung 
der Hesse’schen Ourve von 

+ jTj’ 4- a:;,® -f- G mx, x^x^ = 0 

dieselbe Form hat unil nur durch den Werth von m davon 
unterschieden wird, und dass somit das System der drei 
Fundamentallinien 

a;|=0, a:, == 0, a", = 0 

durch die Schnittpunkte der Ourve "dritter Ordnung mit ihrer 
Hesse’schen Curve hindurehgeht, wie diess auch in anderer 
Weise in Art. 219. gezeigt wurde. Es ergiebt sich auch, dass 
die Gleichung der llesse’schen Curve für die Hesse’sche 
Curve abermals von der nändichen Form ist, dass also, wie 
ebenfalls schon im Art. 174. bewiesen worden ist, die In- 
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fli'xionspiinkto einer Cnrve dritter ()rdnmif( aiieh die Inflexions- 
jninkto ilirer Hesse 'sehen {Jnrve sind. 

Jede Gleichung ton der Form 

« + x^^ + j-/) + /t.r, 3-, 3:3 = 0 

kann auf die Form 

• XV + HH = ^) 

redneiert worden. Denn es ist 

x,^ -t- 3Tj’ -j- «3^ GniXfXjX^ = U , 

— (3:,» -I- + 3-3’) + (1 + 2»«3) 3-, 3:33:3 = i7; 

also auch 

(1 -f- SiH-') -f" + ^:i^) =” (1 + ^w’) U — Gmll , 

(1 + 8wi’) 3:, 3:33-3 = w* U -f- II 
und somit m 

(1 + 8«F) A = a (1 + 2«i’) + ßm \ 

(1 -}- 8>«^) fl = — ÜMce -V ß. 

liildeu H'ir aber die Gleichung der llesse’schen Curve von 
A^/ + (3fi// = 0, 

d. h. von 


(A-Gfi»(’)(3-,='+3:.3’+3-3’) + G { Aw + /i(l +2m^)}x,x.,X3 = 0, 
so erhalten wir 

— (A — /A»i -j- fl (1 ( 3 :,’ 4- 

+ [(A — Ofi my + 2 {Am + fl (1 + 2 hi'')} *] x^ x,x^ = 0 , 
welches nach dem eben Bewiesenen von der Form 
X'U+ fi'i/ = 0 

ist mit 

(1 +8m’) A' = — (l+2m'')_(A — Gfirn’) <Aw + fi(l + 2«D)}'* 
-j- m‘‘ [(A — üfim’)’ -j- 2 /Am -(■ t* + 2 ;m’)|^] , 

(1 8m“) fl' = ()«» (A — tifim'-’) jAm -j- 1* (1 + 2m“)|''* 

+ 1(A — Gfirn“)“ + 2 {Am -f p (1 + 2m“)}“]. 

Mit den Werthen der Invarianten 

S = wi (1 — m“), T — \ — 20m“ — 8m® 
ergiebt sich, dass man hat 

A' = - 2SA“fi — 7'Afi“ -f 8SV“, 
p' = A“+ 12SAfi“ + 27’fi“ 
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und da hiennit die X’, fi' iu Fiinetion der Invarianten aus- 
gedrückt sind , so gelten diese Relationen für alle <lurch 
Transfoniialion entstellenden Formen der Gleichung der 
Curve, etc., und es ist somit die Hesse’sche Curve von 

X U Gfi H = 0 

für U und H als die allgemeinen Werthe der Art. 218., 219. 
durch die Gleichung 

X-U + ti'H=U 

•dargestellt, wo X’ und g' die eben gegebenen Werthe 
haben “). 

Das Verhältniss A : g bestimmt sich aus dem Verhältniss 
X' •. g', falls dasselbe gegeben ist, durch die Auflösung einer cubi- 
schen Gleichung, d. h. es giebt drei Gurven dritter Ordnung, 
für welche eine gegebene Curve dritter Ordnung Hesse’sche 
Curve ist — wie schon im Art. 182. bemerkt wurde. 

Weil sich als ein Specialfall des Vorigen die Gleichung 
der llesse'schen Curve von der Hesse’schen Curve einer 
Curve dritter Ordnung 

H (HU) = 8S‘>U +2TH = 0 

ergiebt, so folgt, dass T = 0 die Bedingung ausdrilckt, unter 
welcher die zweite II esse sehe Curve mit der Origiualcurve 
selbst zusammenfällt. Für S' = 0, d. h. nach Art. 221. wenn 
die Gleichung auf die Summe von drei Cuben reducierbar 
ist, fällt die Hesse’sche Curve der llesse’schen Curve mit 
dieser selbst zusammen und die Letztere besteht somit aus 
drei geraden Linien , wie wir sogleich zeigen werden. 

227. Die Hesse’sche Curve schneidet die Origiualcurve 
immer iu den Intlexionspuukten , d. h. überall dort, wo drei 
aufeinanderfolgende Funkte derselben in einer geraden Linie 
liegen. Wenn die Curve keine eigentliclie Curve ihrer Ord- 
nung ist und eine gerade Linie als Theil enthält, so ist jeder 
Funkt der Letztem auch ein Funkt der Hesse’schen Curve; 
wenn insbesondere eine Curve dritter Ordnung aus drei gera- 
ilen Linien besteht, so bilden diese Linien auch ilire Hesse’ 
sehe Curve. .Man bestätigt diess, indem man die Hesse’sche 
Determinante von 

=0 
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bildet. In Folge dessen kann inan daa System von Bedin- 
gungen, unter welchem die allgemeine Gleichung dritten 
Grades drei Gerade darstellt, sofort aufstellen, indem man 
ausdrilckt, dass die Ckiefficienten in der Gleichung der 
Hesse'schen Gnrve (Art. 219.) den entsprechenden Coeffi- 
cienten der Originalgleichung jiroportional sind; also 



fünf und vierzig Gleichungen, die mit neun Gleichungen äqui- 
valent scheinen und doch in Wirklichkeit nur drei iinab-' 
hängige Gleichungen vertreten. Denn nach Art. 91. der 
„Kegelschnitte“ genügen drei Bedingungen, damit eine Glei- 
chung dritten Grades mit nenn unabhängigen Constauten 
ein System von drei geraden Linien mit nur sechs unabhän- 
gigen Constauten repräsentiert. Mittelst der im Art. 219. 
gegebenen Werthe von a, b, . . . kann man leicht bestätigen, 
dass diese fünf und vierzig Gleichungen auf drei unabhängige 
Gleichungen sich reducieren lassen. 

22S. Da die llesse’sche Curve von 


durch 


Gg/y = 0 

H'U+ n’H=0 

dargestellt wird, so repräsentiert die erstere Gleichung drei 
gerade Linien, wenn 


Gg : X = g’ : ä' 

ist, d. h. nach Art. 22G., wenn die Gleichung 

k* + 24«AV’ -f 8 27g’ — 488- V* = 0 
erfüllt wird. Damit ist bewiesen, was gleichfalls früher schon 
ausgesprochen wurde, dass durch die Schnittpunkte der Cur- 
ven U — 0 und H — 0 vier Systeme von drei geraden Linien 
gezogen werden können. VV'enn man diese biquadratische 
Gleichung n.aeh dem gewöhnlichen V^erfahren auflöst so 
erhält man 


y — y t, y ]/t.^ , 


wo die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 

/•' -f 12ST 4- A^SH — 2” = 0 

oder 


(/ -I- 4S)’ = T‘ -I- G4S’’ 
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sind. Damit lässt sich die Reductiou auf die kanonische Form 
durchfuhren. Ist die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
gegeben, so bilden wir nach Art. 219. die Gleichung ihrer 
Hesse'schen Curve und berechnen nach Art. 221., 222. die 
Werthe ihrer Invarianten S und T. Dann lehrt uns das 
Vorige eine Gleichung 

XU +C, ^11=0 

bilden, welche in drei lineare Factoren zerlegbar ist. Durch 
Auflösung einer cubischen Gleichung bestimmen wir diese 
Factoren X,, X,, Xj und erhalten endlich durch Verglei- 
chung der gegebenen Gleichung mit 

«X,3 -j- h Xj5 + cXj» + Gm X, X.,X, = 0 

zur Berechnung von a, h, c, m die hinreichende Anzahl von 
linearen Gleichungen, Das ist die Reduction der Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung ohne singulären Funkt auf die 
kanonische Form. 

229. Von den vier Tangenten, welche von einem Funkte 
der Curve dritter Ordnung au diesellm gezogen werden kön- 
nen, fallen nur dann zwei zusammen, wenn die Curve einen 
Doppelpunkt hat, weil eine Curve dritter Ordnung Doppel- 
tangenten nicht haben kann. Die Gleichung der vier Tangen- 
ten ist aber nach Art. 78. 

und für 

U a:, ’ -j- -f- + G mx^ 

sind 

A = 3 !^x^ (a:,’ -f 2nix.^x^) -f- x^ {x^'‘ -f- 2mx■^x^) 

+ a:,,' + 2mXfX^)} , 

A' = 3 {a:, (a-,'’ + 2mx^x.i) + + 2«(a:.,'x,') 

+ a;:, {x.P + 2mx^x./)} . 
Indem wir in A’ = iA'U die Variable a;., gleich Null setzen, 
erhalten wir eine biquadratische Gleichung, welche die vier 
Schnittpunkte der Tangentwi in der Fundanieritallinie x-, = 0 
darstellt, und zwar 

3 (aTi'a",- -|- XjXj^ -j- 2war/a;| . t.,)’ 

= 4 (a-,3 -f a;/) ^x^ {xp -f 2mx^x.p -f a;,^ (x./’-l- 2wa-;a-,')} 

Sftlmon, Höhere Cnirea. 16 
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oder 


(j:,'* + Smx^'Xj) -|- 4 (x./^ — HiXj'x,') x,^Xj 
— G (x,'x./ + 2»i’x.,'’) x,’x./ + 4 (x,'^ — »HXj'Xj') x, x._,’ 

4- (Xj'* -f" S /HXj'x,') X./ = 0. 

Aus dem Gesagten erhellt, dass die Discriminaiite dieser l)i- 
quadratischcn Form die Discriminaiite der cubischen Glei- 
chung als einen Factor enthalten muss. In Erinnerung daran, 
dass 

X,'’ -j- Xj'* -|- x/^ -f- Gwxi'xj'xj' = 0 

ist, finden wir die Invarianten s und t der biquadratischen 
Gleichung 

s = 12 {m* — m) X.J* = — 12x^'*S , 

t — — (1 — 20 «I* — 8»»'’’) x/® = — Xj'^T. 

Die Discriininaute 27 — s’ der biquadratischcn Gleichung 

ist also 

27 x;^ (T^ + 64&'ä) 

und in der That ist die Discriminante der cubischcn Gleichung 
T» -f 04,83. 

2H0. Das Doppelverhältniss der vier durch die biquadra- 
tische Gleichung des letzten Artikels bestimmten Punkte 
stimmt mit dem Doppelverhältniss des Büschels der vier Tan- 
genten überein. Bezeichnen wir aber durch a, ß,y,d die 
vier Wurzeln dieser Gleichung, so ist bis auf das Vorzeichen 
(„Kegelschnitte“ Art. 008.) das Doppelverhältniss der durch 
sie bestimmten Elemente eines der Verhältnisse der Grössen 

{a-ß){y-ö), {a-y)(ß-ö), {a-S){ß-y). 

Wir können aber nach der Methode der symmetrischen 
Functionen die Gleichung bilden, welche diese Grössen be- 
stimmt, und erhalten dieselbe für 

fiß, 4a,, Gflj, 4 «t und n, 

als die Coefficienten der biquadratischcn Gleichung in der 
Form 

— 12rt,|Si/ -(- IG Y{s^ — 27/3) = 0. 

Da die gegenseitigen Verhältnisse der Wurzeln sich nicht 
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ändern, wenn wir sie mit einem Factor multiplicieren, so 
können wir setzen 

«u2/ = 

und erkennen, dass die Doppelverliältnisse die gegenseitigen 
VerhültnisRo-der Wurzeln der Gleichung 

^3 _ 3^ + 2 y(i - ‘ID = 0 

oder 

.3-3. + 2/(i + J’,) = 0 

sind. Dieselben hängen somit nur von dem Verhältniss 
ab und sind unabhängig von der Lage des Punktes 
in der Curve , von welchem aus die Tangenten gezogen sind. 
(Art. 1G8.) Für T = 0 wird die eben gefundene Gleichung 
— Se 2 = 0, 

und hat somit zwei gleiche Wurzeln, so dass eines der Ver- 
hältnisse derselben gleich der Einheit und das bezilgliche 
Doppelverhältniss gleich — 1 oder ein harmonisches Verhält- 
niss wird. 

Beispiel. Die durch die Ecken, die Gegenseitenachnittpunkte 
und Diagonalpiinkte eines Vierecks gehenden Curven dritter Ordnung 
werden für das Dreieck der Gegcuseitenschnittpimkte als Fundamental- 
dreieck und eine der Ecken als Einheitpunkt der projectivischen Co- 
ordinaten durch die Gleichung 

a,x, [X,* — Xj») -P a.x, (x,’ - x,‘) -f n,x, (x,* — x,*) = 0 
durgestellt. Man hat für sic 

— («I* -f -f — «.'««’ — , 

r (2a,* - o,» - a*) (2 — n,* - n,‘) (2a,* - a,* - a,*) 

und somit für co als eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit 
S = — (a,* -|- <oo,* -P w*n,*) (n,* -f- lu'n,* -j- oia,*) , 

T {(o,* -p oa.» -p ü.'a,«;’ -p (n,* -p a,*a,* -p o>a,*,> } 

und bildet daraus die Discriminante 

Ji.= {3ei (I — m) (a,‘ - «,») (a,* - a,«) («,» - a,«)}’ , 

so dass die Curve einen Doppelpunkt hat, wenn zwei, und eine Spitze, 
wenn alle drei Cocfficieutcn gleich gross aiudt und dass sie harmonisch 
ist, wenn die halbe Summe der Quadrate von zweien gleich dem Qua- 
drat des dritten ist. 

16 * 
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231. Mit Hilfe der kanonischen Form können wie in 
Art. 22G. die Invarianten S und T von 
HU+ 6fi//=0 

oder von 

( A — G (a;, STj’) + G I )H A 4- /< ( 1 + 2/»’) J x, .r^ X 3 = 0 

gebildet werden und wir finden ohne Schwierigkeit 
S {lU+Gfill) = SU* + TPn — 24S^AV» — iSTXiJ.^ 

— (T* + 48 Ä'») ii* 

und 

T{XU+6tiH) = TA« — QGä’UV — GOSTAV’ 

- 20TU’|n» + 240■S■’^AV^ 

— 48 (ST’ + 9GS') Xu'- - 8 (72 S’T + T>) fi\ 

Es giebt also in dem Büschel der durch die Gruppe der In- 
flexionspunkte gehenden Curven dritter Ordnung vier, deren 
Hesse 'sehe Curve aus drei Geraden besteht, und sechs har- 
monische Curven dritter Ordnung, wenn wir so die Curven 
von der Charakteristik — 1 bezeichnen. Diese bilden drei 
Paare so, dass in jedem derselben die eine Curve die Hesse’- 
schc der andern ist. Wenn wir mit Hilfe der erhaltenen 
Werthe von S und T die Discriminautc R oder T’ -|~ G4S^ 
bilden, so erhalten wir 

R (A IJ H- GpH-) = R (A> -p 24SAV" + STAp’ - 48S><)3; 
der die ursprüngliche Discriininnnte multiplieierende Factor 
ist der Cubus der in A, ft biquadratischen Function des 
Art. 228., wie zu erwarten und vorauszusehen war, weil so 
lange nicht die Originalcurve dritter Ordnung einen Doppel- 
punkt hat, die einzigen Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten in dem durch die Inflexionspunkte gehenden Büschel 
die vier Systeme der sie verbindenden Geraden sind. 

Die .soeben für die Invarianten 6’ und 2’ von Af/-|-Gft2/ 
gegebenen Werthe sind Covarianten dieser biquadratischen 
Form in A, p, nur durch die Factoren 4 und 2 respective 
von der Hesse’schcn Covariante und von der Co Variante J 
des Art. 141. der „Vorlesungen“ abweichend; und die Coef- 
licienten von U und H im Werthe von H (AfT-f-Gpi/) 
(Art. 22G.) differieren nur durch numerische Factoren von den 
Differentialen derselben biquadratischen Form nach A und 
nach p resjiective. 
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Alle covarianteii Curveii dritter Ordnung küiineii in der 
Form 

dargestellt werden, wie die folgenden Beispiele erläutern 
mögen. 

Ueispiel 1. Wenn {/„, U„, . . . die zweiten Differentiale und 
U„,TT„, ... die Minoren lf„U„ — t/,,*, etc. ihrer Determinante be- 
zeichnen, wie in Art. ISS. und wenn wir durch //„, . . ., H,,, . , ., die 
enteprechenden Grössen für die Ucssc'schu Covariante aiisdn'icken, 
so ist 

+ U„//„ -f 2U„//,3 + -iU.if/,, + 2U„//„ = 0 
eine covariante cubische Form. Wir haben die Werthe 

Uff — Xf , tf, 4 = V>Xj\ Uj, = XjX^ — m'xf , U,.j = m*x^.c^ — m.Cj* ; 

//,, = _ 6i«»a;,, = (I 4-2)»') Xj\ 

H„ = 36wi‘ “ ( * + 2)/i‘)a;,*, H, j = (1 4- 2m")*a:, 6«i’( 1 4- -')»>)a|,», 

und erhalten die fragliche Covariante = — 'iSU. ln der That konnte 
Toransgesehen werden, dass sie von SU nur durch einen numerischen 
Factor verschieden sei; denn sie ist eine Covariante vom fünften Grade 
in den CoefGcieuten und es muss also, damit sie von der Form 

<tI'4- 6// 

sei, a vom vierten und b vom zweiten Grade in den Coefficienten sein ; 
aber es giebt keine Invariante vom zweiten Grade und S ist die einzige 
Invariante vom vierten Grade, 

Beispiel 2. Berechne in derselben Weise die Covariante 
H„ r/„ 4- H,) f V„ + iH,,U„+ •! H,, U„ 4- 2 H„ U„. 

Sie ist 

rt/.4- i 'Sii. 

232. Der Grad jeder Covariante einer cubisehen Form 
in den Variabeln ist ein Vielfaches von drei und allgemeiner, 
wenn der Grad einer ternären Form ein Vielfache.s von drei 
ist, so gilt diess auch für alle ihre Covarianteii. Diess er- 
giebt sich unmittelbar aus der im XI. Kap. der „Vorlesungen“ 
entwickelten symbolisclien Methode; denn jedes Symbol (123) 
vermindert den Grad der Function, an welcher man damit 
operiert, um drei und der Grad dieser Letztem ist bei An- 
wendung dieser JJethode ein Vielfaches vom Grade der Ori- 
ginalfunction. 

Man erkennt leicht, dass die Gleichung jeder cubisehen 
Covariante von 

X,® 4- X./ + Xj® 4- ()wx,x.,X3 = 0 
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von der Form 

“ (x,» 4- a:,ä 4 X,*) 4 /Jx, XjX, = 0 
ist, die wie wir sahen auf die F'cirni 
XU+tiH=0 

reducibel ist. Um aber t'ovarianten von höheren Graden aus- 
driicken zu können, ist es nöthig, eine dritte fundamentale 
Covariante zu bilden. Die, welclie wir wählen wollen, kann 
in folgender Art definiert werden : Betrachten wir den Polar- 
kegelschnitt eines Punktes 



und den Polarkegelschuitt 

if„x/4--=o 

desselben Punktes in Bezug auf die Hesse’sche Curve, so 
giebt es einen zu diesen beiden Kegelschnitten covariantcn 
Kegelschnitt von der Gleichung 

4 - 2U„H.,3) X,’ 4 • • • = 0 

(„Kegelschnitte“ Art. 354.); und die Bedingung, unter wel- 
cher derselbe durch den Pol geht, ist eine üovariante der 
cubischen Form. Weil U.,.,, Uj,, etc. die Variabein im zwei- 
ten Grade enthalten, so ist diese- Covariante vom sechsten 
Grade in den Veränderlichen und weil Uj,, U33, . . . vom 
zweiten und H.,j, . . . vom sechsten Grade in den Coef- 

ficienten sind, so ist sie vom achten Grade in den Coeffi- 
cienten. Der Werth dieser Covariante für die allgemeine 
Gleichung der Curve dritter Ordnung ist noch nicht ermittelt 
worden; wenn wir aber die für U,|, Uj,, ... im letzten Ar- 
tikel gegebenen Werthe benutzen, so erhalten wir als ihren 
der kanonischen Form entsjircchenden Werth 4 0 mit 

0 = 3)h’ (1 4 2 m'') (x,’ 4 4'* + ^3^)^ 

— w (1 — 20»('’ — (x,^ 4 ^2'’ 4 *3’’) 

— 3m’ (1 — 20m? — 8m“) 

— (l 4 8m“)’ (Xj’Xj“ 4 Xj’x,’ 4 X|“Xj“) 

oder 

m“ (2 4 m“) i/’ — m (1 4 2 m“) UU 4 3m’i/ 

- (1 4 (V^-3’ + ^3''^,’ + 

Es giebt noch zwei andere Covariantcn, die von den 
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näinlicLeii Graden in Variabein' und Coefficienten sind, wie 
0, und welche gleichen Werth für die Wahl als fundamentale 
Cüvariante sechster Ordnung haben. Die erste von ihnen 
repräsentiert den Ort eines I’unktes, dessen Polarlinie in Be- 
zug auf die Hesse 'sehe (’urve den Polarkegelschnitt des- 
selben Punktes in Bezug auf die üriginalcurvo dritter Ord- 
nung berührt; ihre Gleichung i.st also für 

II,, i/3 

als die Differentiahjuotienteu der Hesse 'sehen Curve 

u„i/,^ + v,,ii;- -f U 33 /// + 2v,,n,H, -f 203 , 7 / 3 //, 

+ 2U„i/,ü, = 0. 

Man kann diese Covariante mit Hilfe der Forniel QS' — F 
im Art. 3.5(1. Beisp. 1. der ,, Kegelsclinitte“ als Function von 
0 ausdrücken; denn mau hat für 0, S' und F respective zu 
setzen 

— 2SU, GH, 40 
und erhält so ihren Werth 

= _ 4 (0 + :iS UH). 

Endlich ist eine dritte Covariante derselben Art der Ausdruck 
für den Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf die 
Curve dritter Ordnung seinen Polarkegelschuitt in Bezug auf 
die Ilesse'sche Curve derselben berührt; von der Gleichung 

H„ -f H,„ U,^ + H;,3 -f 2 h,3 U, + 2H3, U, 

+ 2H„f/, U, = 0, 

welche nach der Formel 0'<S — F a. a. 0. berechnet wird, 
indem man 0', S, F durch 

— TU + \2SJI, U,4Q 

ersetzt, so dass sie also wird 

\2SUU + AQ). 

2.33. .Jede Covariante von 

+ ßmXiXjX, 

ist ofl'enbar eine symmetrische Function von x, , x,, x, und 
kann daher in Function von 

^1’ + a:./x3* + X;,^x,’ -f x,’x./ 

also auch in Function von ü , H , 0 in Verbindung mit den 
Invarianten au.sgcdrückt werden. Allein nicht jede Covariante 
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ist eine rntioiiale Function von U, U, 0; in der That können 
wir wie in Art. 143. der „Vorlesungen“ eine Covariantc bil- 
den, von der das Quadrat, jedoch nicht sie selbst, eine ra- 
tionale Function dieser Grössen ist. Sind die Coefficienten 
der cubischen Gleichung 

p5 _ (1 ^ 8,«») (j:,’ + a-,’ + e’ 

-(- (1 -j- 8 «»■')’ (.r./x,’ -f- -f- Q 

— (1 + 8;«^)’ = 0 

durch ]), q, r respective bezeichnet, so ist nach der Theorie 
der cubischen Gleichungen für 

J = (1 -|- 8w^ {x.^ — X,’) (ar,^ — .r,’) — x^®) 

J! = p-^q-i -f- 18pryr — 27 r® - Arf — Arp^. 

Mittelst der .Ausdrücke von j», q, r in Function von U, II, © 
finden wir durch Substitution 

JJ = 40® -f- Ti/®0® 

^ e (_4Ä® f/'-f 2STIPII- 27 SW ®// 1 8 TUH ®-f 1 08 SH*) 
- lOS'UWJ- nS^TU'lH— ATW^IP + bASTU‘11' 
- 432 A’® um - 27 TH". 

Man kann diese Identität in der Form schreiben 
40 (0 -f A 77») (0 ft W) __ .7» + 1I<P, 
aus welcher man erkennt, dass das System 

0 (0 t- 7 U-) (Q + (i L'») = 0 

von H — 0 berührt wird, so da.ss die Curve H = 0 jede 
der durch die drei Factoren dargestellten Curven berührt oder 
durch die je zweien von ihnen gemeinschaftlichen Punkte hin- 
durchgeht. Da aber 0=0, U—0 und 77=0 keinen zu allen 
dreien gemeinsamen Punkt haben, so muss 0 = 0 von 77=0 be- 
rührt werden. Das System <7 = 0, welches durch die Berüh- 
rungspunkte geht, besteht aus den harmonischen Polaren der 
neun Inflexionspunkte. 

Wir geben zur Erläuterung der Art, wie alle andern 
Covariaiiten in Function von 77, 77, 0 ausgedrückt werden 
Jcönnen, zwei Beispiele. 

Beispiel 1. Mau soll die Gleichung der neun Inflexionstangen- 
ten bilden. Wir sahen im Art. 218., dass die Inflexionstangenten durch 
1/ — (I -f 8m') a;,' = 0 , t/ - (1 8m') .r,' = 0 , 

P — ( 1 -|- 8 m’) I,’ = 0 



249 


dargeetellt werden. Die Multiplication dieser drei Factoren giebt 
— »m') (a:,» + .-c,' + a:,') V 

-(- (1 + 8m’)’ (Xi’a’s" + Xj’a"|" + a;,'a,’) U — (l + 8w’)’ aii’a;,’?,’ = 0 
und wenn wir fflr 

(1 4- 8m’) (a;,» + x,’ + Xj’) , (1 + 8m’)’ (x.’x^’ + Xj’x,’ + x,’a^’) 
und (1+8 m") x, x,Xj 

die verlier angozogenen Wertlie eiiiBetzon, so finden wir als die ver- 
langte Gleichung der neun Tangenten 

6SU’II- //’ - i70 = O; 

wir ersehen aus derselben, dass die Ciirven H—0 und 0 = 0, von 
denen wir vorher bewiesen, dass sic sich berühren, die neun Infiexions- 
tangenten zu ihren gemeinsamen Tangenten haben. 

Beispiel 2. Man soll die Gleichung der Cayley’schen Curvc 
in Punktcoordinaten entwickeln. Wir haben die Reciproke von 
+ «»’) + (1 - 4 .»’) 5 , {,«3 = 0 

zu bilden, welche nach Art. 220. ihre Gleichung in Linicncoordinatcn 
ist, und bilden dieselbe nach Art 223. j die Grössen 
X,’ + X,’ + X,’, etc. 

können dann in Function von U, II, 0 ausgedrückt werden und man 
erhält das Resultat in der Form 

4.S0 - ri{> — U.S'Ulf = 0 . 

234. In analoger Art kann jede Contravariante der cu- 
bischen Form in Function von drei fundamentalen Contra- 
variantcu ausgedrückt werden und wir können als solche drei 
die drei früher entwickelten wählen, nämlich die Evectanten 
von S und T aus den Art. 220. , 222., die wir i’ und Q nann- 
ten und durch welche jede contravariante cubische Form aus- 
gedrückt werden kann; und die Reciproke F aus Art 223. 
Wir können wie in Art. 231. die Invarianten von 
AP-f pl? = () 

bilden, d. h. in der kanonischen Form für 

(1_ 10m’) p} (1,^+5/ + g,’) 

+ .{(1 _ 4m’) A - 6mV (5 + 4m’)| = 0; 

und wir finden 

S(i.P+ fiQ) =. (192 S’ — r-’) V + 

4- 216 (3SP’ — 64S4) + 216 (T’ — 64 P,S'’) Afz’ 

— 1296 (hS^r^ + 64, S’) ji’; 

T{kF+ A' + 288 (5S^P-’— 192S») A’p 

+ 540 (3,S’P» — 32ü,b’’r) AV" + &40 (P' — 448 P’S’) A V* 
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— in-440 {Ts^r^ — n4,s'‘7’) Vfi* 

— 11(5()4 - 32S'7’’ + 2(48 ,S’) 

— 5832 {T- + 40S’ T-* + 2ÖC0S« T) ii''; 

11 {kP+iiQ) {SA*+ TP(i+ 72.S”AV’ -f 
+ 27 (T*— 16.83) fity Jl\ 

Wieder sind dabei, wie in Art. 231., die Functionen vom 
vierten und sechsten Grade in A, fi, welclie in den Wertheu 
von S und T auftreten, die Covarianteu der biquadratischen 
Form, deren Cubus in dem Werthe von 

7i(Ai'+^V) 

erscheint. Ferner ist 

7/ ( A P + ,1 V) - ( TP V 1 44 ,8» A V + 324 S T A ft’ 

-I- 108 i'r — U;^»'3) ft’l P — (4SA3 + 3PAV + 144S’Aft’ 

+ lOS.SPft»} Q 

und die Factoren von V und Q in diesem Ausdruck sind die 
Dift'erentiale derselben biquadratischen Form nach ft und A. 

23Ö. In derselben Art können wir die Contravarianteii 
J* und Q von kU Oft 77 bilden und finden 

7’ac; + 6ft77) - A’7'+ A’ft^ - 12SPAft’ 

+ 4 (.S’V _ PP) ft’, 

Q (A 77 -f Oft 77) A’V - (yOSPPfi — ZQTPPfP 

— 10 7’(,tAV’ — 120 (2.S*’ V — STP) kfi* 

+ 24 [STg — (P’ + 24.8’) 7’} ft’. 

Wenn wir nun die Werthe der Invarianten S und T 
von kU -{- diiH in .^rl. 231.. durch s und f bezeichnen, so 
ergiebt sich, dass die vorigen Werthe nur durch die Factoren 

3 (P’ + 64,8’) und (P’ + 64S’) 
respective von 

(48,8’’ 7' -f T(/) + (SPP - 4,8^0 

und 

(48 ,8” P + TQ) + (3 PP -4SQ) J 
verschieden sind. 

Indem wir ferner ebenso die Contravariaiiten von P und 
von A7’-(- fiQ bilden, erhalten wir die Resultate 
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P(AP+^(?) — P{SS^U~ TH) + lSP(t(STU+ SS^Il) 
+ {(r^ — 32S3) u+ ]2STH} 

— 54fi^(4S^TLr— (P- + :^2.S--') i/j ; 

Q (JLH+fi Q) — A' { IG.S-^r f/ + (T- + 192.^^) H } 

+ SOA'ji — Ü4.S’) P+ UjS^TH} 

+ 15A>= {r(T2 — 320S'') U-j-48Sr^Hj 

— 270AV’ {lÜ.S’P'P— T(T^ — 64S^) H) 

— 1()20A^< |STU/’4- 4S^ (P^ — C4S^) //} 

- 324/t^{(P<+24P3S^+5126’")P— (!.SP(P=+ l‘2HS')H} . 

Wenn wir dnnn die Invarianten S und P von (A P -j- f» <?) 
in Art. 234. durch s und t respedive bezeichnen , so difle- 
riereu diese letzterhaltenen Werthe nur durch Factoreii von 

• (486’’ U + 18TH) ^ + {TU — 24SH) 

und 

(4SS^U+ 18 P7/) + (TU— 246//) 

respedive. Zu diesen Formeln fiijfen wir endlich die Aus- 
drücke der Reciprokeu von (f.U-{-(>^H) und (A/'-f-pV) 
hinzu, welche rcsj)cctive sind 

( A< -f 24 S A>’ -f 8 PA p» - 48 6’’ p «) P — 24 p ( A’ -f 2 7> ’) PJ 
— 24p’ (A’ - 46p’) PQ — 8Ap’V^ 

und 

4 { 6 A<+ P A’ p+ 72 6’’ A’ p’+ 1 08 6 PA p’-f 27 ( — 1 (5 6^’) p ' } 0 

- {7’A‘4-2ir>67’A’p’4-108(P=-(>4,8:') ;p’ - .388spS’p'; //’ 

- { 1 (i SU* + .32 6 rA’p + 1 8 PA’p’ -f 2 1 Ü 6( 7’’ -f .32 6’) p ' [ UH 
-f { (346’AV-f 1446’PA’p’+ 10867’’Ap’+ 27 T(l '-'+ 1 (;.S’’)p< } //’. 

23G. Wir entwickeln ferner eine nützliche idetitische 
Gleichung. Wenn man in die cubische Form an Stelle der 
Variabein x,,x.j,x^ die Xj Ixl ein.setzt, so kann das Re- 
sultat der Substitution in der Form 

P+ 3A6x 4- 3A’P^ + A’P' 

geschrieben werden, nach welcher 6^ == ü den I'olarkegel- 
schnitt und P, = 0 die Polargerado des Punktes xi in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung U — 0 darstellen. Für die 
kanonische Form ist also 
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Sj (r,’ + + (V + x/ 

und 4" (■*■/ “I” 2«i.r, Xj) x, 

= (X,'* + 2 mx.;xj') X, + (V + Xj 

— |— (x>j ^ “I” 2 X[ x.^ ) x^f 

Wenn wir daim das Resultat einer gleichen Substitution in 
die Gleichung der Hesse’schon Ciirve 11=0 in der ana- 
logen Form 

//-f 3AZ, + :um, + 

schreiben, d. h. wenn wir durch Z,. = 0 und 0^ = 0 den 
Folarkegelschnitt uml die l’olarlinie von x,' in Bezug auf die 
llessc’sche Curve durstellen, so bestätigt die Benutzung der 
kanonischen Form ohne Schwierigkeit die identische Gleichung 

3 (.S’,n. - Z, Jy — H'U - H U'. 

Daraus folgt, dass für x/ als einen Funkt der Curve, d. h. 
U' = ü die Gleichung der Curve U =0 in der Form 

s, n, - z. p, = 0 

geschrieben werden kann. 

Aus dieser Form ziehen wir unmittelbar die folgenden 
Ergebnisse : 

a) Die geraden Linien 7 ^ = 0 und TTx = 0 schneiden 
sich in der Curve dritter Ordnung, d. h. der Tangentialpuukt 
von xi oder der dritte Schnittpunkt der ihm entsprechenden 
Tangente mit der Curve ist der Durchschuittspunkt von 
7x = 0 mit der Folare TTx = F von x/ in Bezug auf die 
Hesse’sthe Curve. (V'ergl. Art. 184.) 

b) Die Berührungspunkte der vier vom Funkte x/ noch 
an die Curve dritter Ordnung gehenden Tangenten, d. h. die 
Durchschnittspunkte der Curven S’x = 0 und IJ = 0 sind auch 
die Durchschuittspunkte von = 0 mit Zx = 0, d. h. die 
Schnittpunkte der beiden Folarkegelschnitte von x/ in Be- 
zug auf die Curve selbst und ihre Hesse'sche Curve. 

c) Die Gleichung 

^’x Dx - Ix Px = 0 

entspringt durch Elimination des Farameters 0 zwischen den 
Gleichungen 

/S'x -}- 0 Zx = 0 und 7 X + 0TTi = 0 , 
von denen die erste einen Kegelschnitt in dem durch die 
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Schnittpunkte von = 0 und Tr = 0 gehenden nUschel und 
die zweite die Polare des Punktes .r/ in Bezug auf ihn be- 
zeichnet. Somit kann die gegebene Curve dritter Ordnung 
als der Ort der Berührungspunkte der Tangenten betrachtet 
und hervorgebracht werden, welche von einem Punkte ar,' an 
die Kegelschnitte eines Büschels gezogen werden können. 

d) Wenn die Gleichung Sr -(- GZx = 0 zwei gerade Li- 
nien repräsentiert, so geht die durch P, -f" = 0 darge- 

stellte Gerade durch den Durchschnittspunkt derselben ; dieser 
Durchschnittspunkt ist daher ein Punkt der Curve dritter 
Ordnung und P, -|- ÖTT, = 0 bezeichnet die Tangente der- 
selben in ihm. Die vier Berührungspunkte der von Xt aus 
an die Curve gehenden Tangenten bilden somit ein Viereck, 
dessen drei Diagonalpunktc in der Curve dritter Ordnung 
liegen und die mit x/ cotangentialen Punkte sind (vergl. 
Art. 151.), d. die Punkte, deren Tangenten sich mit der 
seinigen an demselben Punkte der Curve durchschneiden. 

237. Diese identische Gleichung kann ^') dazu dienen, 
die Gleichung des Kegelschnitts zu bilden, der durch fünf 
auf einander folgende Punkte der Curve dritter Ordnung hin- 
durchgeht. Weil Sr = 0 die Curve berührt und P, = 0 die 
gemeinschaftliche Tangente beider Curven bezeichnet, so ist 
die allgemeine Gleichung eines die Curve dritter Ordnung 
f/ = 0 in X,' berührenden Kegelschnitts 

Sx -LP.==0 

für ^r als das Polynom 

«1 a;, -f OjX.^ -f- a,^Xj , 

welches durch Vergleichung mit Null eine beliebige Gerade 
ausdrüekt. Unter Benutzmig der entwickelten Identität kann 
aber die Gleichung der Curve dritter Ordnung in der Form 
geschrieben werden 

Tlr (Sr - irP.) = Pr (Ix ~ LUx) , 

aus welcher wir erkennen, dass die vier Punkte, in welcher 
der berührende Kegelschnitt 

Sr-LP. = 0 

die Curve ferner schneidet, seine Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitt 

Ix - IxDx = 0 
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sind; so dass, wenn dieser letztere Kegelschnitt durch den 
Punkt X,' geht, der erstere drei aufeinnnder folgende Punkte 
der Curve dritter Ordnung enthiilt. Durch Substitution der 
.e,' für die Xj erhalten wir aber Z/ = = //' und die Be- 

dingung, unter welcher Z, — Sxnx==0 durch den Punkt a;/ 
geht, ist somit Jx' = •• Damit daun 

*Sx - LP. = 0 

durch vier aufeinander folgende Punkte der Curve geht, muss 

Ix - gxDx = 0 

die Gerade P, = <• zur Tangente iin Punkte ar,' haben; die 
Tangente von 

Ix - gxDx = 0 

oder die Polare von xl in Bezug auf diese Curve ist aber 
durch 

2nx-ix'nx-«xnx' = o • 

oder wegen = 1 und T[J = H' durch TTx — U’L — ^ 
dargestellt und damit die linke Seite dieses Ausdrucks zu 
P;x proportional sei, muss mau haben 

5x = 0Px+ li- Dx. 

Die allgemeine Gleichung eines durch vier auf einander 
folgende Punkte der Curve gehenden Kegelschnitts ist somit 

— -jj. P.T]. = o 

und 

z.-e^'xDx- nx^ = o 

geht durch die beiden Punkte, in denen der erste Kegelschnitt 
die Curve dritter Ordnung ferner sclineidet; die Gleichung 
derselben ist damit als reducibel auf die Form 

Dx (s. - 0Px’ - j). PxlTx) = Px (ix - ePxDx - -jp DxÖ 

erkannt. 

238. VV'eil diese beiden Kegelschnitte die Gerade P, = 0 
zur gemeinschaftlichen Tangente im nämlichen Punkte haben, 
so kann durch Addition ihrer mit pa.ssendcn Constantcn mul- 
tiplicierten Gleichungen ein durch P, theilbares Resultat 
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erhulleu werden und der andere Factor desselben repräsen- 
tiert dann die gerade Linie, welche die beiden letzten Schnitt- 
punkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter Ordnung ver- 
bindet. Es ist dazu iiöthig, (i so zu bestimmen , dass 

fts, -f- 1. - Ij. n.» 

durch Fi theilbar wird und wir thun diess, indem wir die 
Discriminante dieser Grösse gleich Null setzen. Die Berech- 
nung dieser Discriminante giebt aber 

p’i/' -f 4g’ ®', 

und unsere Grösse zerfällt also in Factoren, wenn 



ist. Da einer der Factoren ist, so gilt für als den an 
dem die Identität 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann die am Ende des letzten 
Artikels gegebene Gleichung der Curve dritter Ordnung in 
die Form 

(n, + g Pi) (Si - e Pi^ - Ij. PiUi) 

= P,’ n, - e (H.. + gP,)} 

transformiert werden, deren Form aussagt, dass 

n.4-gP, = o 

die Tangente im Tangentialjuiukt des gegebenen Punktes der 
Curve dritter Ordnung ist, und da.ss TT^ ■= 0 durch 

den zweiten Tangentialpunkt des gegebenen Punktes hindurch- 
geht. (V'ergl. Art. 156.) 

239. Damit der Kegelschnitt durch fünf aufeinander fol- 
gende Punkte der Curve geht, müssen die Coordiuaten ar,’ 
der Gleichung 

Mi - n, - 0 (n, -f g Pi) = 0 
genügen. Die einzige «Schwierigkeit liegt darin, dos Resultat 
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der Substitution von x! in die Function Jlf, zu bestimmen. 
^\’enn wir aber die Gleichung 

nach x^,x.j oder differentiieren, und in das Ergebniss die 
Xi für die ar, einsetzen, indem wir bemerken, dass 

_ O _ 9 

dX|' “ <lx,' ’ dx,’ dx,' 

ist, erhalten wir 3 /,' = 2 fi und es ist also das Resultat der 
Substitution der x! für die x,- in 

. n, - e (n, + ^ p,) = o 

durch fl — 0//’ = O ausgedrückt, so dass weil fi gleich 
— bestimmt wurde, 0 = — sich ergiebt. Damit ist 
das Problem vollständig gelöst. 

240 . Wir erwähnen eine andere allgemeine Form , auf 
welche die Gleichung einer Curve dritter Ordnung gebracht 
werden kann, nämlich der Form 

fl, x,ä + rtjX/ + (I3X/ + a^x^^ = 0 
für 

X, + X., + X3 4- Xj = 0 

(Art. 10 .). Der Polarkegelschnitt eines beliebigen Punktes x/ 
ist nun durch 

n,X|'x,’ + n,x,'x./ + + a^x^x^‘ = 0 

gegeben und wird für den Punkt 

x,' = 0, x./ = 0 

ein liinienpaar durch den Schnittpunkt von 

.T, — 0, x^ = 0, etc., , 

man erkennt also, dass die Punkte 

X| Xj , Xj x^ ; X| X., , x.j Xj ; ^3 

entsprechende Punktepaare in der Hesse’schen Curve sind. 

Diese Form der Gleichung enthält elf Constanten impli- 
cite und ist daher eine, auf welche die allgemeine Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung in unendlich vielen Arten re- 
duciert werden kann. 
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Die VVerthe der luvariaiiten für diese Form sind 
S — — a, 

T = 

— 2 a^a.^a^a^ (a,a.j + + «,«4 + + a.^a, -f «:i«i) i 

mau bildet die Uiscriminautc durch Elimiiiatiou der X/ zwi- 
schen den nach x, , X.^, x^, x^ genommenen Differentialen 

fifX/ = «4X4% a.,Xj* = n-jXj^ = a^x,^, 

und erhält die x,- proportional den Iteciprokcn von 

f j 4 j 

«1% «i » "3 . «1 ; 
damit aber durch Substitution in 

+ 2^3 + ^ 

die Discrimiuaute 

(a,rt:,a4)^ + («:.«4«t)^ + K«i« 3)^ + («i«3«4)^ = 
welche von den Wurzeln befreit wie vorher giebt 
2 i= -i- (>46’’ = 0 «). 

Die Hesse’sche Covariaute ist in diesem Falle 

ZrtjrtjOjXjXjXj = 0, 

die Evectante von 6' oder die Cayley’sche Curve ist 
In, «3«, (g, - 5 ,) ( 5 , - I3) (g, - I4) = 0, 
die erste Evectante von T ebenso 

löj’n^’ (a, — n,) (|, — g,)’ 

- I «, a, «3 U4’ (2 g, - g, - g,) (2 g, - g, - g, )<2 g, - g, - g,) = 0 
und die zweite Evectante von T oder die Reciprokalcurve 

I «3V,,’ (g, - g,)« - 2in,n3«3’ a, - ijr (§, - 13)^ 

+ 2n,n,a3 /(g, - g,) (g, - g^) - (g, - gj (g, - g,)} 

X {(I, - 64) («3 - I..) - ( 5 , - S3) (§3 - §4)} 

X {(£, - I,) (I. - i,) - (g, - g,) (I4 - I3)} • 

241. Endlich wollen wir mit einigen Bemerkungen über 
den Fall scliliessen, wo die Curve dritter Ordnung in einen 
Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt. Wenn eine Curve 
entweder zwei Doppelpunkte oder eine Spitze besitzt, so ver- 
schwindet nicht nur ihre Discrimiuaute, sondern es ver- 
schwinden auch die Functionen, welche man aus ihrem all- 
gemeinen Ausdruck in den Coefficienten der Originalgleichung 

SalmoD, Huhi’ru Cnnren. 17 
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durch Differentiation nach jedem dieser Coefficienten erhält 
(Vergl. „Vorlesungen“ Art. 43.,f!9.) In der That folgt aus dem 
Ausdruck der Discriminante 

T2 -f- (14S’ = 0 

der cubischen Form, dass ihre Differentiale durch 

2 r + 192 , 2T + 1 92 «2 , etc. 

da ' da’ db ' db’ 

dargestellt werden und also bei der Existenz einer Spitze, 
d. h. mit S—0, T = 0 (Art. 225.) sämmtlich verschwinden. 
Wenn die Curve zwei Doppelpunkte hat, d. h. wenn die 
Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt und eine Gerade 
zerfällt, so besteht die Gleichheit der Verhältnisse 
<iT dS _ dT dS _ dT dS . 
da ■ da ~ db ■ db ~ d c ' de’ 

diese Gleichungen, jede vom Grade acht in den Coefficienten, 
bilden das System der Bedingungen, unter welchen die all- 
gemeine Gleichung dritten Grades in zwei Factoren zerlegbar ist. 

242. Die vorigen Bedingungen können in einer andern 
bemerkenswerthen Form gesclirieben werden. Sie entspringt 
aus der Bemerkung, dass jeder Doppelpunkt einer Curve auch 
ein Doppelpunkt ihrer Hesse’schen Curve ist, so dass seine 
Coordinaten den durch Differentiation der Gleichungen der 
Curve und ihrer Hesse’schen Curve nach den a",- ent- 
stehenden Gleichungen genügen müssen. Im Falle der Curve 
dritter Ordnung sind aber diese Diff’erentiale sämmtlich vom 
zweiten Grade in den Variabein und man kann zwischen 
ihnen die Grossen 

'F i fF 'F *F ~F “F 'F 

linear eliminieren und erhält die Discriminante in Form einer 
Determinante 


a , 



m, 


rt. 

«v; 

h . 

Cj , 

h. 

/)(, 

b] 


} 

c , 

Cj , 

c, , 

c 



C|, 

m. 

a«. 



b , 


b;,, 

m, 

b^ 


b3, 

C , 
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Wir haben auch in Art. 227. gesehen, dass die Bedin- 
gungen für die Existenz von drei Doppelpunkten in der 
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Curve ausgedrückt werden, indem man eine der drei ersten 
Reihen und die entsprechende unter den letzten drei hori- 
zontalen Rüilieu dieser Determinante nimmt und jede Deter- 
minante gleich Null setzt, welche aus zwei Verticalreihen 
dieses Systems gebildet ist. In derselben Art werden die Be- 
dingungen , unter denen die L’urve zw'ei Doppeljmukte hat, da- 
durch ausgedrückt, dass man irgend zwei unter den ersten 
drei Horizontalreihen mit den entsprechenden zweien der 
letzten drei verbindet und die aus irgend vier Verticalreihen 
dieses Systems gebildete Determinante gleich Null setzt. 
Zum Beweise bemerken wir, dass für U Ix V' mit 
L _ |,x, + i.x.^ + |,,a:3 

und F=() als Gleichung eines Kegelschnittes die Ilesse’sche 
Curve von = 0 in der Form 

erscheint — wie wir im nächsten Artikel beweisen wollen. 
Dann haben wir aber 


(l ll ^ (I U , Q t tl ’J 


und somit 


ä/I 


dH 


_ y ..XX _ t 1 

dx, dx, « ■ 






d. h. die Difl'erentiale von If und U nach x, und x., respective 
sind durch eine lineare identische Relation verbunden und 
daher verschwindet die Determinante, welche mau aus den 
Coefficienten von vier entsprechenden Gliedern in diesen 
Gleichungen bildet. 

243. Die Hesse'sche Covariaute von |x U= 0, für = 0 
als eine Gerade und U = 0 als eine Curve beliebiger Ord- 
nung kann in verschiedenen Wegen gebildet werden. Die 
zweiten Ditlerentiäle von U sind 

-f 21, t/,, + 2|., U,, LU,, -f 2i,U„ 

iJJn + S. U, -f I, U,, LU„ -f I, U, + I. ü„ 

LUf2 + || f/;, + I 2 Ul ; 

bildet man mit denselben die Hesse’sche Determinante und 
benutzt mau zur Reduction die Gleichungen für homogene 
Functionen 


(»i 1) L'i = + Uy, 


etc. 


17 * 
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so erhält man für die Ilesse’sche Covariaiite von =0 
den Ausdruck 


U^U- 


(»I — 1) 




in welchem F die Function 


(Art. 185.) bezeichnet, welche geometrisch dargestellt wird 
durch den Ort der Punkte, deren Polarkegelschnitte die ge- 
gebene Gerade berühren. 

Allgemeiner findet man für die Hesse 'sehe Covariante 
von U V nach demselben Verfahren den Ausdruck 

— 1^* TT3 11’ t t* i + *1 — U* yifj 

\n - Ij» T („ — !,» 

- ((' r-e + U’ W) 

(« , + ü VW, 

in welchem wie in Art. 346. der „Kegelschnitte“ 0, 6' re- 
spective 

( U,3 Ü33 - U„^) ( ü.,,' Ü33 - i7„ + • • • 

repräsentieren und W die Covariante 

( U„ U 33 + ü„' U,, - 2 U 3 , U,-) U, U ’ .+ ■ • • 
bezeichnet. Diese Form zeigt, dass die Durchschuittspuukte 
von U—0 mit F= 0 Doppelpunkte der H es se’schen Curve 
sind und dass die Tangenten der letztem in ihnen die be- 
züglichen Tangenten von Z7 = 0 und F = 0 sind 
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Sechstes Kapitel. 

Curven vierter Ordnung. 

244. Wir haben die Eintheilung der Ourven dritter Ord- 
nung durch die Couibination der Unterscheidung nach pro- 
jectivischen Uharacteren mit der Unterscheidung nach der 
Natur ilirer unendlichen Aeste begründet und können die- 
•selbeu Clussificationspriucipien auf die Curven vierter Ord- 
nung anweudeii. Aber die Zahl der Arten ist so gross und 
die Arbeit der Discussiou ihrer Formen so bedeutend, dass 
es nutzlos erscheint, den Versuch einer Aufzählung zu unter- 
nehmen. Es wird hinreichend sein, die Aufmerksamkeit auf 
diejenigen Punkte zu lenken, welche bei einer vollständigen 
Aufzählung hauptsächlich in Betracht kommen. Eine Curve 
vierter Ordnung ist entweder ohne vielfache Punkte, oder 
sie hat einen Doppelpunkt, oder zwei oder drei Doppelpunkte, 
die einzeln oder alle zu Spitzen werden können. Danach 
entstehen zehn Arten, deren Plücker’sche Charactere und 
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Jede Curve vierter Onlniiiig kiuin als einer dieser Arten 
angeliörig lietraclitet werden, al>er es ist nöthig, einige be- 
sondere Formen zu beaehten, welche aus der Vereinigung von 
Knotenpunkten und Spitzen hervorgeheu. 

1. Zw'ei zusainmenfallende Knotenpunkte bringen eine 
Fi(t w Singularität hervor, die wir als üeriihrnngskno- 

ten bezeichnen wollen, in der 'J'hat eine gewöhn- 
liche zweipunktige Berührung von zwei Aesten 
jler Curve, (Vergl, Fig. des Art. .‘18.) Wir be- 
V ^ merken, dass die genieinschaltliche Tangente der- 
selben in diesem Punkt unter den Doppeltangen- 
ten der Curve zweifach zu zälilen ist. Die Curve gehört 
somit, wenn ausser dem Berührungsknoten keine ' andern 
singulären Punkte vorhanden sind, zur vierten unter den 
obigen Arten; aber d = 2 bedeutet eben den Berühnings- 
knoten und t = 8 bezeichnet als Doppeltangenten die zwei- 
fach zu zählende Tangente im letztem und sechs andere 
Doppeltangenten. 

2. Ein Knotenpunkt und eine Spitze erzeugen durch 
ihre Vereinigung die Singularität, welche als Kuotenspitze 
bezeichnet werden kann und in Art. .08. als Schnabelspitze 
bezeichnet worden ist. Die betreffende Tangente zählt als 



Doppeltangente und als stationäre Tangente je einmal. Wenn 
also andre singuläre Punkte fehlen, so gehört eine Curve 
vierter Ordnung mit Knoten- oder Schnabelspitze zur V. Art 
mit den obigeu Charakteristiken; d — 1, x = 1 bezeichnen 
aber beide eben die Knotenspitze und r = 4 die betreffende 
Tangente und drei andere Dojipeltangenten , t = 10 dieselbe 
Tangente in der Spitze und neun andere stationäre Tan- 
genten. 

;1. Drei Knotenpunkte können als auf einander folgende 
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Puukte einer Ciirve von eiuiliclier Krümmung zusammenfallen 
und erzeugen einen Osculations-Knoten, einen Punkt, in 
welchem dreipunktige Berührung oder üsculation zwischen 
zwei Aesten der Curve stattfiiidet. Die Tangente im Oscu- 
lationsknuten zählt als Doppeltangente der Curve dreifach ; 
die Curve ist von der VII. Art mit den angegebenen Cha- 
racteren, so jetloch, dass d = 3 den üsculationsknoten be- 
zeichnet und T = 4 ausser der ihm entsprechenden Tangente 
nur eine andere Düppeltangente anzeigt. 

4. Zwei Knotenpunkte und eine Spitze oder ein Berüh- 
rungsknoten und eine Spitze als aufeinander folgende Punkte 
einer Curve von endlicher Krümmung erzeugen gleichfalls 
nicht einen dreifachen Punkt sondern die Singularität, die 
wir eben Berührungsknotenspitze nennen wollen, eine Oscu- 
lation oder ein vierpunktiger Schnitt der beiden Aeste der 
Curve, die in einer Spitze sich verbinden. Die Curve ist 
von der VHI. Art; d = 2, x = 1 bezeichnen den singulären 
Punkt, t = 2 die entsprechende Tangente, die als Doppel- 
tangente zweifach zählt, und t = 4 dieselbe Tangente als 
stationäre und ausser ihr drei andre stationäre Tangenten. 

5. Drei Knotenpunkte können als Ecken eines unendlich 
kleinen Dreiecks zusammenfallen und erzeugen dann einen 
dreifachen Punkt mit drei verschiedenen Tangenten. Die 
Curve gehört zur VII. Art und von den obigen Characteren 
bezeichnet d == 3 eben den dreifachen Punkt. 

G. Zwei Knotenpunkte und eine Spitze geben in Ver- 
einigung einen dreifachen Punkt besonderer Art, in welchem 
ein gewöhnlicher Zweig der Curve durch eine Spitze hin- 
durch geht. Die Curve gehört zur VHl. Art und unter ihren 
Characteren bezeichnen 8 = 2, x = 1 eben den dreifachen 
Punkt. 

7. Wenn endlich ein Knotenpunkt und zwei Spitzen ver- 
einigt sind, so entsteht ein dreifacher Punkt, der' sich nicht 
sichtbar von einem gewöhnlichen Punkt der Curve unter- 
scheidet; die Curve ist von IX. Art und von ihren Characte- 
ren bezeichnen d = 1 , x = 2 eben den besonderen drei- 
fachen Punkt. 
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245. Uni die Untersclieidungen zwiscLen den verschie- 
denen hier aufgeziihlten Arten von Doppelpunkten zu erläu- 
tern, Wüllen wir voraussetzeii , dass der Anfangspunkt der 
Coordinalen ein Doppelpunkt sei, dessen beide Tangenten 
mit der Geraden y = 0 zusainmeufallen ; dann ist die Glei- 
chung der Curve vierter Ordnung von der Form 

-I- „1^1 -f. „(1) = 0 

mit 

H<*> — (ix^ -(- hx^ii -f- cxy^ -|- <iy^, 

«in = ex* -|- fx^ij + • • ■ 

Wir gehen nun wie in Art. H(i. vor: Um die Form der Curve 
in der Nähe des Anfangspunktes zu heslimmen, substituieren 
wir y — mx^ und bestimmen ß so, dass zwei oder mehrere 
von den Exponenten des x gleich und kleiner als der Expo- 
nent irgend eines andern Gliedes sind und beachten nur die 
Glieder vom niedrigsten Grade in x. 

Bei dann zuerst a nicht gleich Null; so finden wir 



die Form der Curve in der Nähe des Anfangspunktes ist die- 
selbe wie die der Curve 

i/ -f- ax^ = 0 

und der Anfangspunkt ist eine gewöhnliche Spitze. 

1. Sei a == 0. Es wird ß = 2 und »i wird durch die 
quadratische Gleiiluing 

w- + -f- c = 0 

bestimmt; die Curve hat zwei Aeste, deren Formen in der 
Nähe des Anfangspunktes mit denen der Curvcn 
y = m^x"*, y = m.^x'* 

ilbereinstimmen , für m^, m,^ als die Wurzeln der obigen Glei- 
chung. Diese Aeste berühren einander und der Anfangspunkt 
ist ein BerUh ru ngskuotcn. 

2. Wenn die erhaltene quadratische Gleichung gleiche 
W'urzeln hat, so ist die Form der Gleichung der Curve 

(y — mx^y + cxy- + H ^ 

und für den bisher benutzten Grad der Annäherung fallen 
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(He l>ci(leu Aeste in der Nachbarschaft des Aiifaiigspimktes 
zusammen. Um sie zu unterscheiden setzen wir 

y = 

und bestimmen M und y wie vorher m und ß. Wir Finden 
dann 

y = y, = — (cwj’ + /■»»). 

In der Nähe des Anfangspunktes ist daher die Form der Uurve 
die von der t'urve 

y = tnx^ nx^, 

welche in Art. 58. erörtert wurde. Der Anfangspuukt ist 
also eine ijehuabelspitze oder Knotenspitze. 

3. W'eun jedoch in Iliuzufüguug zu den vorigen Bedin- 
gungen 

f = — cm 

ist, so erhält die Gleichung der Curve die Form 
(y — mx'^^ -f cxy (y mx-) + dtf -|- yx’y’ 4 - • • • = 0 
imd wir erhalten durch die iSubstitution 
y = mx'‘ + nx'/ 

den Werth y = 3 und zur Bestimmung von n die quadra- 
tische Gleichung 

n’ cmn -f- m‘‘ {dm -|- y) = 0. 

Wenn n,, », die Wurzeln derselben sind, so besteht die 
Curve in der Nähe des Anfangspunktes aus zwei sich oscu- 
lierendcn Aesteu , deren Formen durch die Gleichungen 
y = mx'* n, x“ , y = ni* -)- rtjX“ 
dargestellt werden; (H’culierend, weil die Differenz dieser 
Werthe von y mit einer ungeraden Potenz von x beginnt 
und somit die Aeste sich im Anfangspunkt sowohl berühren 
als durchsetzen. Der Anfangspunkt ist ein Osculatious- 
knoten. 

4. Wenn aber wieder in Hinzufugung zu den früheren 
Bedingungen die letzterwähnte quadratische Gleichung gleiche 
Wurzeln hat, oder wenn Qberdiess 

rfm -f y = i c’ 
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ist, so ist die (Jleicliuug der Ciirve von der Form 
(y — — c.cy — (/i/’)- = Axy ' -f- 

und wir finden auf dem vorher verfolgten Wege, dass ihre 
Form in iler Nähe des Anfangspunktes durch die Gleichung 
y = mx- -(- CH/.C'' + 

hestininit wird. Der Anfangspunkt ist dann eine Herüh rungs- 
knotensjiitze. Eine höhere Singularität kann in einer eigent- 
lichen Curve vierter Ordnung der Knotenimnkt nicht haben, 
weil der näcluste weitere Schritt A verschwinden machen und 
die Gleichung in zwei (Jleichungeu vom zweiten Grade zer- 
fallen lie.sse. 

Der Full, in welchem der Anfangsj)unkt ein dreifacher 
l’unkt ist, scheint der Erläuterung nicht weiter zu bedürfen. 

2f<i. Wir haben bisher die Unterscheidung zwischen reell 
und nicht reell ausser Betracht gelassen und wollen das Er- 
forderliche uachtragen. Unter der Voraussetzung, dass die 
Uurve vierter Ordnung sell)st reell ist, können nicht reelle 
Doppelpunkte oder Spitzen nur in Paaren auftreten, d. h. 
man kann die Fälle unterscheiden von einem reellen Doppel- 
punkt, von zwei reellen oder zwei nicht reellen Doppelpunkten 
und von drei reellen oder von einem reellen und zwei nicht reel- 
len Doppelpunkten, und ebenso für dieSpitzen. Ein reeller Dop- 
pelpunkt ist aber immer entweder ein Knotenpunkt oder ein con- 
jugierter Punkt, ln Folge der Nothwendigkeit des Auftretens 
der nicht reellen Singularitäten in l’aaren können die Unter- 
scheidungen zwischen reell und nicht reell sich kaum bei den 
vorher besprochenen speciellen Singularitäten manifestieren, 
ausser etwa bei dem gewöhnlichen dreifachen Punkt, welcher 
ein Punkt mit drei reellen verschiedenen oder ein Punkt mit 
nur einer reellen Tangente neben zwei nicht reellen Tangen- 
ten sein kann, wo also im ersten Falle drei reelle Aeste der 
Curve sich in ihm schneiden, während er im letzten Fall der 
Durchschnitt von zwei reellen und zwei nicht reellen Aesten 
der Curve ist, oder ein coujugierter Punkt, durch welchen 
ein reeller Ast der Curve hindurch geht. Ein solcher Punkt 
ist nicht sichtbar verschieden von einem gewöhnlichen Punkt 
der Curve und erinnert in dieser Beziehung an den speciellen 
dreifachen Punkt unter 7., in Art. 244., unterscheidet sich 
von demselben aber wesentlich darin, dass im Falle des con- 
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jugierteii Punktes im reellen Aste neben zwei nieht reellen 
Tangenten nur eine reelle Tangente, im Falle des speciellen 
dreil'aclien Punktes aber drei reelle zusaminenfalleude Tan- 
genten vorliandcn sind. 

247. Wir haben aber noch von einigen andern 8peciali- 
tiiten zu reden. Ein Knotenpunkt kann in Bezug auf einen 
(ler.\este, die durch ihn hindurch gehen, ein InHexiouspunkt 
.sein . d. h. die Tangente des einen Astes im Doj)peIpunkt mit 
diesem drei (mit der Curve also vier) aufeinander folgende 
Punkte gemein haben; und er kann zugleich ein Inflexions- 
punkt in beiden .\esten .sein. Ein solcher Doppelpunkt kann 
als die Vereinigung eines gewöhnlichen Doppelpunktes mit 
einem Inflexionspunkt oder andernfalls mit zwei Inflexions- 
punkten betrachb't werden und man kann ihn darnach ent- 
weder als einen einfachen oder als einen doppeltenln- 
flex ions knoten bezeichnen. Die so mit dem Knoten zusam- 
menfallenden Inflexionen sind natürlich unter den Inflexionen 
der Curve zu zählen. Ein doppelter Intlexionsknoten besitzt 
Eigenschaften, die den in den Art. 171 f. begründeten Eigen- 
schaften der Inflexionspunkte in Curven dritter Ordnung ana- 
log sind. Wenn wir im Allgemeinen den Ort der harmoni- 
schen Mittel in den durch einen Doppel[)unkt der Curve 
vierter Ordnung gehenden Radien vectoren suchen, so erhal- 
ten wir aus der ihm als Coordinatenanfangspunkt entspre- 
chenden Gleichung der Curve 

-f -I- = 0 

seine Gleichung in der Form 

„(3» _|_ 2 „(S) = 0. 

Der fragliche Ort wird daher eine gerade Linie, wenn 
als ein Factor in enthalten ist und der Doppelpunkt hat, 
weil eine harmonische Polare ihm entspricht, die in Art. 171. 
entwickelten Eigenschaften. Die Berührungspunkte der von 
ihm aus an die Curve gehenden Tangenten liegen in einer 
Geraden und es ist möglich, die Curve so zu projieiereu, dass 
dieser Punkt ein Centrum wird, oder auch so, dass alle Seh- 
nen von einer gewissen festen Richtung in den Punkten 
einer Geraden halbiert werden. Im letztem Fall ist die Form 
der Gleichung im Allgemeinen 
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f {x — <;) (r — /<)= + '1 (■« — c) (-r — '0 - «) — f)- 

Es unterliegt keinen Schwierigkeiten wie in Art. 39., 200. 
die verschiedenen möglichen Formen von Curven zu discu- 
tieren, welche dieser (ileichung entsprechen, je nach der 
Realität und nach den Grössenverhältnissen der a,h,..., 
und daraus die möglichen verschiedenen Formen ihrer Pro- 
jectioueu ahzuleiten. 

24H. Eine Curvo vierter Ordnung kann al.s eine hei der 
Classification zu beachtende Singularität einen Undulatious- 
jninkt haben, d. h. einen Punkt, in welchem die Tangente 
vier aufeinander folgende Punkte mit der Curve gemein hat 
Die Tangente der Curve in einem solchen Punkte vertritt 
zwei .stationäre Tangenten und eine Dojipeltangente. Eine 
Curve vierter Ordnung kann vier reelle Undulatiouspuukte 
haben, wie man aus der Gleichungsform 

X, = S’ 

ersieht, in welcher S = 0 einen von den vier Geraden 
X, =0, Xj = 0, .r, = 0, X, = 0 
berührten Kegelschnitt darstellt. 

249. Damit i.st die Aufzählung der durch Projection un- 
zerstörbaren Charactere der Curven vierter Ordnung noch 
nicht geschlossen, welche bei einer vollständigen Classifi- 
cation Beachtung finden müssen. Wir erinnern uns, dass 
die Curven dritter Ordnung ohne singuläre Punkte in eiu- 
theilige und zweitheilige Curven zerfielen, je nachdem die 
reellen Punkte der Curve in einer stetigen Reihe geordnet 
erscheinen oder nicht. Es muss vorausgesetzt werden, dass 
ähnliche Unterschiede bei den Curven vierter Ordnung Vor- 
kommen und man kann leicht eine obere Grenze der Vicl- 
theiligkeit einer solchen Curve bestimmen. 

Um die Beweise formell vollständig zu machen, würde 
eine Unterscheidung zwischen den unendlichen Aesten und 
den in sich selbst zurückkehrendeu sagen wir kurz den Ova- 
len zu machen sein; aber es ist statthaft, zunächst von den 
ersteren ganz abzuseheu und nur auf die letzteren zu achten. 

Dann erhellt sogleich, dass zwei Ovale, von denen das 
eine ganz vom andern umschlossen ist, die ganze reelle Curve 
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tlarstßllen , weil jeder andere reelle Punkt unter den durch 
ihn gehenden Geraden solche gestatten würde, die fünf 
Punkte mit der Curve gemein hätten. Damit ist aber der 
Fall von mehr als zwei Ovalen, von denen keines die andern 
oder ein anderes umschliesst, durchaus nicht ausgeschlossen*, 
wenn jedoch vier solche Ovale vorhanden wären, so ist sicher, 
dass sie die ganze reelle Curve darstellen, denn ein Kegel- 
schnitt durch vier auf dieselben vertheilte Punkte schneidet 
sie in acht Punkten und kann nicht einen neunten Punkt 
der Ciu*ve ausserhalb derselben enthalten, während man Um 
doch durch einen solchen legen könnte, falls einer vorhanden 
wäre. Wir schliessen daraus, dass eine Curve vierter Ord- 
nung ohne singuläre Punkte höchstens viertheilig ist, weil 
kein Grund ersichtlich ist, weshalb sie nicht aus vier solchen 
getrennten Ovalen bestehen könnte. In der That ist die 
Existenz solcher Curven durch das in Art. 55- benutzte Bei- 
spiel der Gleichung 

(a:* — n*)2 + (y’ - = c< 

mit c < ö ebenso wie durch folgendes von P 1 0 c k c r gegebene 
Beispiel bewiesen. Wenn 

x^) (a; - 1) (x - I) - 2 {y’ + x {x - 2)}' 

Lst, so wird durch Q = 0 eine Curve viejter Ordnung mit 
drei Doppelpunkten dargestellt, wie 
sie die Figur in der stärkeren Linie “ 

zeigt; die Gleichung Q = k bezeich- 
net dann aber eine Curve, welche 
die Curve Q = ü in keinem end- 
lichen Punkte schneidet und um so 
weniger von ihrer Form abweicht, 
je kleiner wir x voranssetzeu , die 
aber ferner ganz innerhalb oder 
ausserhalb der Curve Q = 0 liegt, 
je nach dem Vorzeichen der Grösse 
k. Diese Curve ist eintheilig, wenn 
sie ganz ausserhalb der Curve Q = 0 
gelegen ist; liegt sie ganz innerhalb 
derselben , so zerfällt sie in vier 
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meniskenrOnnige Ovalen , welche in den vier von der Curve 
Q = 0 umschlossenen Riiumeu liegen , von denen jedoc h , wie 
man leicht sieht, je nach dem Werthe der Constanten eines 
und eventuell ein zweites nicht reell werden kann. - Es kann 
also eine Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte ent- 
weder eiutheilig oder zweitheilig oder dreitheilig oder end- 
lich viertheilig sein. Nach dem Vorhergehenden kann eine 
zweitheilige Curve vierter Ordnung aus zwei einander um- 
schliessenden Ovalen bestehen, aber es kann weder eine vier- 
theilige noch eine dreitheilige Curve vierter Ordnung zwei 
solche Ovulen als einen Theil enthalten. 

ln ganz analoger Art kann begründet werden, dass eine 
Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt entweder ein- 
theilig, zwei- oder dreitheilig sein muss und eine solche 
Curve mit zwei Doppelpunkten nur entweder eiutheilig oder 
zweitheilig sein kann. Man wird zugleich nicht übersehen, 
dass diess nur ein sehr unvollständiger Abriss einer allge- 
meinen Theorie ist, in welche noch nicht eigentlich einge- 
gaugen worden ist. 

Wir wollen bemerken, dass die hier zur Erläuterung ge- 
brauchte Figur von Plücker dazu augewendet wurde, um 
zu zeigen, dass die acht und zwanzig Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung ohne singulären Punkt sämmtlich reell 
sein können. Jedes der vier Ovalen besitzt eine dasselbe 
zweimal berührende Tangente und je zwei Ovalen haben vier 
gemeinschaftliche Tangenten, also die sechs Paare derselben 
vier und zwanzig. 

Dieselbe Figur zeigt auch in jedem Oval zwei reelle’ In- 
Hexionspuukte oder in allem deren acht. Ich kenne kein Bei- 
spiel einer Curve vierter Ordnung mit mehr als acht reellen 
Inflexion.spunkten und im Falle der Curven dritter Ordnung 
wissen wir, dass nur ein Drittel der sämmtlichen Inflesions- 
puukte reell ist; allgemeine Sätze über die Realität der In- 
flexionspunkte der Curven vierter Ordnung sind aber nicht 
bekannt. 

250. Um die Eintheilung der Curven vierter Ordnung 
bezüglich ihrer unendlichen Aeste zu überblicken, bemerken 
wir, dass die unendlich ferne Gerade eine Curve vierter Ord- 
nung schneiden kann 
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a) in vier reellen Punkten, 

b) in zwei reellen und zwei nicht reellen , 

c) in vier nicht reellen, 

d) in zwei zusamineufalleuden und zwei reellen, 

e) in zwei zusaininenfullenden und zwei nicht reellen , 

f) zweimal in zwei zusumnienf'allenden Punkten , welche 
reell sind, oder 

g) welche nicht reell sind, 

h) in drei zusuiumcnf'ullendeu Punkten und einem einzel- 
nen reellen Punkte, 

i) in vier zusamnienlallenden Punkten; 

wobei in den Fällen d), e), f), g) weiter zu unterscheiden 
wäre, ob die unendlich lerne in zwei zusumnienfallenden 
Punkten schneidende Linie eine gewöhnliche Tangente, oder 
eine Gerade durch einen Doppelpunkt ist, der entweder ein 
Knotenpunkt oder ein isolierter Punkt, eine Spitze oder ein 
singulärer Punkt von einer der ini Art. 244. erwähnten Arten 
sein kann. Ebenso kann im Falle h) die unendlich ferne 
Gerade entweder eine gewöhnliche stationäre Tangente oder 
die Tangente in einer Spitze oder in eindm Doppelpunkte 
sein oder auch eine durch einen dreifachen Punkt gehende 
Gerade und im Falle i) die Tangente in einem Uudulatious- 
punkt oder in einem Doppelpunkt besonderer .Art oder in 
einem dreifachen Punkte. Endlich kann ein Punkt, der 
unter den Schnitten mit der unendlich fernen Geraden ein- 
fach zählt, ein lutlexions- oder Undulationspunkt in der 
Curve sein und auch diess wird, wenn es stattlindet, eine 
Veränderung in der Gestalt der Curve bedingen, die bei der 
Classification zu berücksichtigen ist. 

25). Wir haben früher (.Art. 70.) gezeigt, wie die Glei- 
chung der Hesse’schen Curve für eine Curve vierter Ord- 
nung zu bilden ist, als einer Curve sechster Ordnung, die 
sich mit ihr in den vierundzwanzig Inflexionspunkten schnei- 
det. Wir sahen auch in Art. 92., dass die Gleichung der 
Reciproken einer Curve vierter Ordnung von der Form 

= 27 

ist, wo /S = 0 eine Curve vierter und T = 0 eine Curve 
sechster Classe darstellt, von welchen die Form der Gleichung 
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zeigt, dass dieselbeu die vierundzwauzig stationären Tangen- 
ten der Curve zu ihren geiueiusamen Tangenten haben. Die 
Lösung des Problems, die Gleichung einer Curve zu bilden, 
welche durch die üerührungspunkte der Doppeltangenten 
einer gegebenen Curve hindurch geht, ist einem spätem Ka- 
pitel Vorbehalten worden und wir werden dort zeigen, da.ss 
für den Fall der Curve vierter Ordnung die Gleichung einer 
solchen Curve in der Form 

e = 3H<t> 

geschrieben werden kann, in welcher 0 die Covariante 

bedeutet, die im Art. 232. erwähnt ist, mit , . . . als den 
ersten Differentialen der Hesse’schen Determinante und den 
U, , , . . . als den 

IT TT TT I 

0'}2 1^33 0' j 3 , . . . 

aus den zweiten Differentialen von 77; und in gleicher Art 
<t> die Covariante des Beisp. 1. im Art. 231. 

In den nächsten Artikeln geben wir die Theorie der Doppel- 
tangenten in der besondeni Form, welche den Curven 
vierter Ordnung entspricht. 

253. Es ist zweckmässig, diese Untersuchung mit der 
Darlegung einer allgemeineren Theorie zu beginnen, in wel- 
cher die Theorie der Doppeltangeuten mit enthalten ist. Wir 
betrachten die Gleichungsform 

UW =V\ 

unter der Voraussetzung, dass 77=0, V =0, W =0 Ke- 
gelschnitte repräsentieren , eine Form mit sechszehn impliciten 
Coustanteu, auf welche also die Gleichung jeder Curve vierter 
Ordnung in verschiedenen Arten zurQckgeführt werden kann, 
wie wir es weiterhin vollständiger übersehen werden. Die 
Form der Gleichung zeigt, dass jeder der Kegelschnitte 
77 = 0, tV == 0 die Curve vierter Ordnung in vier Punkten 
berührt, nämlich in den Schnittpunkten, die er mit dem 
Kegelschnitt V = 0 erzeugt. Wir haben früher („Kegelsch.“ 
Art. 304., f.) die Gleichung 

UW= 

für den Fall discutiert, in welchem 77 = 0, V = 0, W = 0 
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gerade Linien darstelleii und bemerken jetzt, dass die dort 
gefundenen Itesultate gültig bleiben, wenn sie Kegelschnitte 
leprilsentieren, so bald man die geeigneten Modificationen an- 
bringt; d. h soliald man bedenkt, dass zwei durch Gleichun- 
gen von der Form 

Af/-f pT'-f i-ir = o 

dargestellte Kegelschnitte sich statt in einem Funkte in vier 
Funkten durchschneiden und dass, wenn für einen Kegelschnitt 
von solcher Gleichung ein Funkt gegeben ist, drei andere . 
Funkt(! mit bestimmt sind, weil für 

kir -{■ (I r -f V W = 0 

der Kegelschnitt 

XI’ ^ V i r = 0 

durch die vier Funkte geht, welche durch die Gleichungen 
U : U' = F : F' = IF : IF' 

gegeben sind. Aus der soeben erinnerten Discussion in der 
Theorie der Kegelschnitte folgt, dass die Curve vierter Ord- 
nung U IF = F* als die EnveIoj)pe des veränderlichen Kegel- 
schnittes 

AU'-f 2A F-f 1F= 0 

mit A als Parameter betrachtet werden kann, welcher die 
gegebene Curve in den vier durch 

/. r+ F = 0, F+ 1F==0 

bestimmten Funkten berührt. Die zwei Gruppen von vier 
PLUikten , in welchen irgend zwei der umhüllenden Kegel- 
schnitte die Curve berühren, liegen in einem andern Kegel- 
schnitt, wie es die Gleichungsform 

(A’ U -4- 2 A F + TI') U + 2p F + IF) 

lehrt, die mit U TF — F’ identisch ist. Ebenso können die 
Eigenschaften der Pole und der Polaren auf die betrachtete 
Curve ausgedehnt werden. Durch jeden Punkt oder durch 
eine Gruppe von vier Punkten , wie wir sagen können, gehen 
zwei Kegelschnitte des Systems 

PU +21 V+ TF= 0, 

Batmou« IlObore Cunreo. IS 


Digitized by Google 


274 

deren zweimal vier Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt 

UW irf/' — 2FF' = 0 

liegen, den man als die Polare des gegebenen Punktes oder 
der gegebenen Punktegruppe bezeichnen kann. Dann zeigt, 
die Symmetrie dieser Gleichung, dass die Polare in diesem 
Sinne des Wortes für irgend einen Punkt des letztem Kegel- 
schnittes durch den gegebenen Punkt geht. („Kegelschu.“ 
Art. lüü.) Umgekehrt schneidet irgend ein Kegelschnitt 
aU +hV cW = 0 

die Curve vierter Ordnung in zwei Gruppen von vier Punk- 
ten, durch deren jede ein die Curve vierfach berührender 
Kegelschnitt gelegt werden kann; und die beiden letztem 
Kegelschnitte schneiden sich in einer Gruppe von Punkten, 
die den Pol von 

«U-f IF-f- clF=0 

in dem entwickelten Sinne des Wortes bilden. 

25.1. Wir erinnern uns ferner der im Art. 300. der 
„ Kegelschnitte“ begründeten Eigenschaften eines Systems 
von Kegelschnitten von der Gleichung 

y,77 +y^F-t-yjlF=0. 

Wenn diese Gleichung ein Paar von geraden Linien reprä- 
sentiert, so liegt der Schnittpunkt derselben in einer festen 
Curve dritter Ordnung, der .1 acobyschen Determinante der 
drei Kegelschnitte 

f/=0, F=0, >F=0, 

welche auch als der Ort eines Punktes definiert ist, dessen 
Polaren in Bezug auf alle Kegelschnitte des Sy.stems 

y^U + y.,V + y^W 

durch einen und denselben Punkt gehen. Wenn wir zwei 
Kegelschnitte dieses Sj'stems betrachten, so ist die Gleichung 
jedes durch ihre Schnittpunkte gehenden Kegelschnittes von 
derselben Form und die Schnittpunkte jedes der drei Paare 
von geraden Linien, welche diese vier Punkte verbinden, 
liegen somit auch in der Jaco bi scheu Curve. Wenn die 
Kegelschnitte einander berühren, so fallen zwei dieser Schuitt- 
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puuklc mit dem Berührungspunkte zusammen; wenn also 
zwei Kegelschnitte des Systems 

ihU-\-y, r + //3 ir = o 

einander berühren, so liegt der Berührungspunkt in der Ja- 
cobi 'sehen Ciirve. Dasselbe System 

?/i u + »/j K + !/, ir = 0 

kann ferner als das. System der Polarkegelschuitte des verän- 
derlichen Punktes y, in Bezug auf eine gewisse feste Curve 
dritter Ordnung betrachtet werden, welche die Jacob i 'sehe 
Curve des Systems zu ihrer Ifesse’schen Curve hat, und 
deren Cleichung aus denen der drei Kegelschnitte gebildet 
werden kann. Alle die geraden Linien der Paare von solchen 
endlich, welche durch die Gleichung 

y, U + y., F + yj ir = 0 

dargestellt werden, berühren eine Curve dritter ('lasse, die 
Cayley’sche (jurve der zuletzt erwähnten Curve dritter 
Ordnung • 

2.54. Da insbesondere jeder der umhüllenden Kegelschnitte 
3C‘ 7/ + 2A F -t- IF = 0 

und der entsprechend durch die vier Berührungspunkte des- 
selben mit der Curve gehende Kegelschnitt in der Form 

?/i + Vi I' + .V:i B' = 0 

enthalten sind, so folgt, dass die Schnittpunkte der drei 
Paare von Geraden, welche die Berührungspunkte der Enve- 
loppe U II' = V‘ mit einem der umhüllenden Kegelschnitte 
verbinden, auf einer festen Curve dritter Ordnung liegen, 
nämlich in der erwähnten Jaco bi 'scheu Curve; indess die 
Geraden selbst sämmtlich von einer festen Curve dritter 
Classe, der Cayley sehen Curve berührt werden. 

Wenn insbesou<lere die beiden Kegelschnitte 
A f/ -f- F = 0 und A F -h ir = 0 
einander berühren, so hat der Kegelschnitt 

inr-\-2x F+ iF=o, 

anstatt die Curve vierter Ordnung in vier verschiedenen Punk- 
ten zu berühren, eine zweifache gewöhnliche Berührung mit 
ihr und schneidet sie also in vier aufeinander folgenden 

18 * 
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Punkten. Nach dein eben Eiitwickelteu liegt dieser Punkt 
einer Ilerührung höherer Ordnung auf der Jacobi’scheu 
C'urve und es giebt zwölf Kegelschnitte in dem System 

ir = o, 

welche mit der Curve vierter Ordnung eine solche höhere 
Berührung eingehen; denn durch jeden der Schnittpunkte 
der .Jacobi’scheu Curve mit der Curve vierter Ordnung geht 
einer derselben. 

255. Es giebt in dem System 

p u + 2;. F + ir = 0 

sechs Kegelschnitte, welche sich auf gerade Linien reduciercn, 
denn die Discriniinante dieser Gleichung ist als Function vom 
dritten Grade in ihren Coefticienten vom sechsten in A, so 
dass sechs Werthe von A existieren, für die sie verschwindet. 
Wenn aber einer der umhüllenden Kegelschnitte in gerade 
Jjinicn zerTällt, so liegen seine vier Berührungspunkte paar- 
weis in den ihn bildenden Geraden und jede derselben ist 
somit eine Uoppeltangente der Curve vierter Ordnung. Es 
erhellt dann aus Art. 248. , dass für 

rt = 0, i = 0 ; c = 0, (/ = 0 
als die Ausdrücke von irgend zweien unter diesen sechs 
Paaren von Üojiiieltangenten die Gleichung der Curve vierter 
Ordnung in die Form 

abcd = F* 

gebracht werden, welche aussagt, dass die acht Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt F= 0 liegen. So sehen wir, 
dass die Form 

AU/-4- 2A F+ JF=0 

sechs Paare von Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
cinschliesst, welche zwölf Dojipeltaugenten sümmtlich eine 
Curve dritter Classe, die Cayley’sche Curve des Systems, 
berühren, während zugleich die Durchschnittspunkte der ein- 
zelnen Paare auf der .Jacobi 'sehen Curve dritter Ordnung 
liegen ; dass ferner die Jedesmaligen beiden andern Paare der 
Verbinduug.slinien der Berührungspunkte je eines dieser Paare 
von Doppeltaugeuten die Cayley'sche Curve gleichfalls be- 
rühren und ihre Durchschnittspunkte auf der Jacobi 'sehen 
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Curve liegen. Man kann diess in etwas modificiertcr Form 
ausdriieken, wenn man von der Curve dritter Ordnung S — O 
ausgeht, von welcher die Kegelschnitte 

u = o, v=o, ir = o 

Polarkegelschnitte sind. Wenn dann die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung eine in U, V, W quadrati.sche 
Function ist, so ergiebt sich daraus, dass das Verschwinden 
einer solchen Function die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
die Linie 

3-, U + X., r + .Tj \V = 0 

einen festen Kegelschnitt berührt, das Resultat, dass die 
Curve vierter Ordnung als der Ort eines Punktes definiert 
werden kann , dessen Polare in Bezug auf eine Curve dritter 
Ordnung S = 0 einen festen Kegelschnitt berührt; oder mit 
andern Worten , dass man sie als den Ort der Pole der Tan- 
genten dieses festen Kegelschnitts in Bezug auf die Curve 
dritter Ordnung und endlich als die Enveloppe der Polar- 
kegelschnitte der Punkte dieses festen Kegelsclinitts in Bezug 
auf dieselbe auffa.ssen kann. Dann entsprechen die Doppel- 
tangeuten der Curve vierter Ordnung den Punkten, in welchen 
dieser Kegelschnitt die Hessc'sche Curve von S = 0 durch- 
schueidet. 

2!')6. Wir betrachten nun irgend zwei unter den Doppel- 
tangenten einer Curve vierter Ordnung als Fundamentallinien 

X^ = Ü, Xn = 0] 

da Tür a:, = 0 die Gleichung der Curve auf ein vollständiges 
Quadrat, sagen wir 

(X3’ ax^x^-\- hx,^y 

und für x., == 0 auf ein anderes 

(x/ + cx,x, + 

reduciert werden muss, so schliessen wir, dass die Gleichung 
der Curve vierter Ordnung von der Form 

x,x., U = {x^ -f- ax.,Xj + hx.^ -f" PX^XJ -J- </x,’)- 
ist, d. h. von der Form 

X, x._, U = F-, 
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welche wir soeben disculiert haben. W ir können sie auch 
in die Form 

.r,x, (/l* 7/4- 2A K + == (x,x, + A F)’ 

setzen. Pis giebt wie wir gesehen haben ausser dein Wertlie 
A = 0, welcher dem Paar ar, =0, x.^ = 0 entspricht, fünf 
andere Wertlie von A, Rir welche 

PU+ 2A F + = ü 

ein Paar von (ieraden darstellt und man kann somit die 
(ileicinmg in fünf verschiedenen Arten auf die P’orni 

aJiXj.rjX', = 

redueieren. Uder durch die vier Berührungspunkte 
von irgend zwei Doppel tan gen ten einer Curve 
vierter Ordnung können fünf Kegelschnitte be- 
schrieben werden, von denen jeder durch die vier 
Berührungspunkte zweier andern Doppeltangenten 
geht. 

Eine Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte hat 
28 Doppeltangenten und es giebt daher für sie • 28. 27 = 378 

Paare von Doppcltaiigenten; jedes dieser Paare giebt fünf 
verschiedenen Kegelschnitten den Ursprung, aber jeder der- 
selben kann aus jedem der sechs verschiedenen Paare ent- 
springen , welche die vier ihm entsprechenden Doppeltangen- 

ten erzeugen; es giebt also überhaupt ^ • 378 oder .315 

Kegelschnitte, von denen jeder durch die ßeriih- 
rnngspunkte von vier Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung geht'"). 

257. Wir fanden, dass jedes Paar von Doppeltangenten 
mit fünf andern Paaren verbunden eine Gruppe von sechs 
Paaren bildet, für welche die Berührungspunkte von irgend 
zweien dieser Paare auf einem Kegelschnitt liegen und cs 
folgt daraus, dass die 378 Paare in 83 solcher Gruppen von 
sechs zerfallen. Die zwölf Doppeltangenten jeder Gruppe 
berühren dieselbe Curve dritter Classe, und diese Curve 
wird auch von den geraden Linien berührt, welche direct 
und kreuzweis die vier Berührungspunkte jedes dieser Paare 
verbinden. Die Durchschnittspunkte der Doppeltangenten- 
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paare, und ebenso die der Paare der besagten Verbindungs- 
linien liegen auf einer Curve dritter Ordnung. Jeder (Jrigjjte 
entsprechen zwölf Kegelschnitte, von denen jeder mit der 
Curve vierter Ordnung eine zweifache Berührung erster Ord- 
nung hat und sie überdiess in vier aufeinander folgenden 
Punkten schneidet; die zwölf Punkte die.ser Berührung höherer 
Ordnung liegen gleichfalls in der erwähnten Curve dritter 
Ordnung. Es ist offenbar, dass aus den fij Gruppen 756 
solcher Kegelschnitte entspringen. 

258. Um zu einer Uebersicht über die 615 Kegelschnitt*’ 
zu gelangen, bezeichnen wir vorläufig die ersten 26 Oojipel- 
tangenten durch die Buchstaben unseres Alphabets und die 
letzten beiden durch die Buchstaben tp und wir repräsen- 
tieren auch den durch die acht Berührungspunkte der Dopjiel- 
tangenten n, b, c, d gehenden Kegelschnitt durch ahed. 
Wenn daun abcd, abef zwei der 315 Kegelschnitte sind, 
so gehören die Paare ab, cd, ef zu derselben Gruppe und 
nach dem Ejitwickelten ist edef ein anderer von ihren Kegel- 
schnitten. üiess kann direct wie folgt bewiesen werden. Sei 

abcd 

die Gleichung der Curve vierter Ordnung oder in anderer 
Form 

ab(cd+2JiV+ A^ab) = t P + Aab^, 
so können wir A. so bestimmen, da.ss 

erf -f 2A r-f A^nb = c/ 

wird; die Substitution des Werthes von V aus dieser Glei- 
chung in die der Curve vierter Ordnung giebt 

-f 4- ep — 2A'‘nhcd — 2A'‘abef— 2cdef === 0 

oder 

Acdef = (cd ef — A'‘ah)'‘, 

eine Form, welche den ausgesprochenen Satz beweist. Man 
erkennt so, dass für drei gegebene Paare von geraden Linien 
als Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung von der- 
selben Gruppe die Gleichung der Curve von der Form 

l y (ah) + m y(cd) -|- n y^ef) = 0 
sein muss, so dass für zwei weitere gegebene Punkte eine 


Digitized by Google 



280 


einzige Curve vierter ünlnuiig gefuiuleu werden könnte, die 
den vorgeschriebeneu Bedingungen genügt. 

Da jeder Gruppe fünfzehn Kegelselmitte entsprechen, 
welche rcspective durch die Berührungs])unkte jeder zwei von 
den seclis Paaren der Gru])pe hindurcligeheii, so könnte es 
scheinen, dass 03. 15 = 045 derartige Kegelschnitte existieren ; 
da aber jeder Kegelschnitt abcel dabei dreifach gezählt ist, 
nämlich als den drei ürupjien 

ab, cd, . . ; ac, bd, . . ; ad, bc, . . 
angehörend, so kommt die Gesammtzahl der Kegelschnitte 
wie vorher zurück auf 315. 

250. Betrachten wir nun irgend einen Kegelschnitt abcd, 
so können die Gru])pen 

ab, cd,., und ac,hd,.. 

keine andere Dojipeltangente gemein haben , .so lange die 
Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte vorausgesetzt 
wird. Wenn also z. B. ubef ein Kegelschnitt der ersten 
Gruppe ist, so kann acetj nicht ein Kegelschnitt der zweiten 
Gruppe sein. Denn nach .\rt. 257. kann der durch diu Be- 
rührungspunkte von a, b, c, d gehende Kegelschnitt in der 
Form 

Aa&+ * (cd — c/j = 0 

ausgedrückt werden und wenn acc(j ein anderer Kegelschnitt 
wäre, so müsste diess mit 

ftfjc + (bd — ctj) =0 ■' 

identisch sein. Aus dieser Identität wäre zu schliessen , dass 
(U - (cc) (a - d) - c (} f~ ^ y) 

sei und dass folglich c als identisch mit einem der Factoren, 
in welche die linke Seite zerlällt, entw'eder durch den Schnitt- 
punkt von b und c oder durch den von a und c geht; in jedem 
dieser Fälle wäre aber der Putikt, durch welchen c gehen 
müsse, ein Doppelpunkt in der Curve 

Ak'^abcd = (k'^ab -f- cd — c/')^ 
und die Curve viertcT Ordnung hätte also der Voraussetzung 
entgegen einen singulären Punkt. In genau demselben Wege 
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sehen wir, dass wenn ahef, acmn zwei der Kegelschnitte 
sind, eine Identität 

ßb — uc) (n - cl) _ I cf- j mn 

besteht und dass also von den Diagonalen des Vierseits cfiim 
eine durch ad und die andere durch bc geht; d. h. die Durch- 
schnittspunkte der Paare der Doppeltangenten liegen nach 
einer bestimmten Regel zu drei in einer Geraden. 

W’enn ein Schema der ,815 Kegelschnitte gemacht wäre, 
so hat die Unterscheidung keine Schwierigkeit, welche der 
Diagonalen durch ad und welche durch bc geht; z. B. wenn 
erkannt ist, dass 

acmii, afnv und aduv 

Kegelschnitte des Systems sind, so erkennen wir inderseiben 
Alt, wie vorher, dass die Diagonalen des Vierseits cmfn 
durch ad und uv gehen und erfahren also, dass ad in der 
geraden Verbindung von cn,fm liegt. Befrachten wir dann 
einen Kegelschnitt abed, so gehört derselbe zu den drei 
Gruppen 

ab, cd, . . ; ac , bd , . . ; und ad, bc, . . 
und jedes der sechszehn Vierseite, welche man erhält, indem 
man eines der vier andern P.aare der Gruppe nc. bd mit 
einem der Paare aus der Gruppe ad, bc combiniert, hat eine 
durch ab gehende Diagonale. Nun gehört das Paar ab zu 
fünf verschiedenen Kegelschnitten und es giebt somit 80 Vier- 
seite, welche eine durch ab gehende Diagonale besitzen. 
Aber man findet, dass diese Vierseite in Paare getheilt wer- 
den , welche eine Diagonale gemein haben und es gehen des- 
halb durch jeden der .878 Punkte ab 40 Gerade, von denen 
jede durch zwei andere unter denselben Punkten geht und 
deren Gesammtzahl somit gleich ,5040 ist. 

2ß0. Wir sind nun in der Lage, ein Schema der .81.5 
Kegelschnitte aufzustellen, in welchem nur die Bezeichnung 
willkiirlich ist. Beginneji wir mit der Aufschreibung der 
Gruppe 

ab, cd, ef, gh, ij, hl, 
so können die Gruppen 

ac, bd und ad, bc. 
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weil siic weder mit einander noch mit der vorigen Gruppe 
eine Dojipeltangcnte gemein haben können, geschrieben 
werden : 

ac, hd, mn, op, qr, st‘, ad, hc, av, wx, f/z, <pi<. 

Uni sodann die Gruppe ae,hf 7.n bilden, erinnern wir, dass 
dieselbe keine Doppeltangente aus der Gruppe ah enthalten 
kann, dass aber in jedem ihrer l’aare eine der Doppel tangen- 
teu aus der Gruppe ac mit einer aus der Gruppe ad com- 
biniert sein muss. Da nun die Bezeichnung der Paare dieser 
Gruppen in unserem Belieben stand, so ist es gleichfalls nur 
•Sache der Bezeichnung und schliesst nicht irgend eine geo- 
metrische Bedingung ein, wenn wir diese Gruppen in der 
Form 

ae, hf, tu II, ow, qtj, stp 

schreiben. Ebenso ist es nur Sache der Bezeichnung, wenn 
wir voraussetzen, dass die Doppeltaugenten so bezeichnet 
seien, dass 

ag und mx, ai und mz, ak und mijt 

respective zur nämlichen Gruppe gehören sollen. Wenn also 
diess vorausge.setzt wird, so findet man, dass die Gruppe 
af, he nothwendig ist 

KV, px, rz, ttl' 

und kann so Schritt für Schritt zur Bildung des ganzen Sy- 
stems gelangen. Eine Tafel der .815 Kegelschnitte mitzu- 
theilen, erscheint nicht mehr nöthig, seit Hesse einen Al- 
gorithmus angegeben und Cajriey denselben eingehend discu- 
tiert hat, der in einer leicht erkennbaren Weise die gegen- 
seitigen Beziehungen der 28 Doppoltangenten ausdrückt 
Hesse’s Methode führt auf Betrachtungen aus der Geometrie 
von drei Dimensionen. Er vergleicht mit Null die Discrimi- 
nante von 

y>U+y,V + y,W = 0 
für 

ü=0, V=0, W = 0 

als die Gleichungen von drei Flächen zweiten Grades ; da die- 
selbe eine Function vom vierten Grade in den ist, so be- 
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zeichnet ihr Verschwinden eine ebene Ciirve vierter Ordnung, 
wenn man die tji als Veränderliche betrachtet. Für jede 
Werthgruppe der i/,, für welche die Discrniiiiante verschwin- 
det, ist aber 

y, ?/+'/, = n 

die Gleichung eines Kegels vom zweiten Grade, so dass jeder 
Punkt der ebenen Curve vierter Ordnung einem Punkt ini 
Raume, nämlich dem Scheitel dieses Kegels entspricht; und 
Hesse's Methode verbindet die Doppeltangenten der ebenen 
Curve vierter Ordnung mit den geraden Verbindunglinien der 
acht Punkte des Raumes, welche die Schnittpunkte von drei 
Flächen zweiten Grades sind Wir wollen nur die Bezeich- 
nung benutzen, welche Hesse ’s Methode darbietet, aber von 
Sätzen aus der, Geometrie des Raumes keinen Gebrauch 
machen. 

2GI. Die t'ombination der acht Zeichen 
1, 2, 4, .5, 6, 7, 8 

in Paaren giebt uns 28 Symbole 

12, 1.3, 78, 

welche wir zur Bezeichnung der 28 Doppeltangenten benutzen. 
Diese Bezeichnung erlaubt, die geometrischen Beziehungen 
der 28 Doppeltangenten auszudrücken, während sie freilich 
die Symmetrie des ganzen Systems nicht darstellt, weil er- 
wartet werden möchte, dass die Doppeltangente 12 in an- 
derer Weise mit den Doppeltangenten 13, 14, etc. als mit 
.34 , 56, etc. verbunden sei, während in der That keinerlei 
Unterschied zwischen den geometrischen Beziehungen der 
verschiedenen Paare besteht. Wir setzen die Zeichen aber so 
gebraucht voraus, dass 12, 34, .56, 78 vier Doppeltangenten 
bezeichnen , deren acht Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt liegen und dass jede Gruppe von vier Doppeltangen- 
ten dieselbe Eigenschaft habe, deren vier Doppeltangenten 
sämmtliche acht Zeichen enthalten. Die Zählung ergiebt 
aber sofort, dass nur 105 Anordnungen der 8 Zeichen in 
Reihen wie 12, 34, .56, 78 möglich sind und dass daher die 
übrigen 210 Kegelschnitte, welche vier Doppeltangenten ent- 
sprechen, nicht in dieser Weise dargestellt werden können. 
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Wir bilden ihre Symbole so, dass die Zeicbenpaare aus irgend 
einer Anordnung von vier der acht Zeichen cyclisch geordnet 
sind, wie z. B. 12, 23, 34, 41; es lassen sich in der That 
210 solcher Tetraden aufstellen. 

Dann besteht die zu dem Paar 12, 34 gehörende Gruppe 

BUS 

56, 78; 57, 68; 58, 67; 13, 24; 14, 23 
und die zu einem Paare wie 12, 13 gehörige aus 
24, 34; 25, 35; 26, 36; 27, 37; 28, 38. 

In dieser Weise wird die Vereinigung der Doppeltangenten 
in Grujipen durch die Bezeichnung vollständig angegeben. 
Es könnte aber erwartet werden, dass die 105 Kegelschnitte 
von der Form 

12, .34, 56, 78 

in ihren Eigenschaften von den 210 Kegelschnitten der Form 
12, 23, .34, 41 

ubweichen, während diess in der Tliat nicht der Fall ist und 
vielmehr die 315 Tetraden ein untrennbares System bilden. 

262. Aus den Untersuchungen von Hesse hat Cayley 
die folgende allgemeine Kegel gezogen: Eine zw'eiseitige 
Substitution lässt die geometrischen Beziehungen 
der durch irgend eine Reihe von Symbolen darge- 
stellten Do])peltangenten ungeändert. Wenn wir 
ein Substitutionssymbol wie 1234. 5678 bilden, so bezeichnet 
eine zweiseitige Substitution irgend welche Vertauschung der 
Paare 

12, .34; 13, 24; 14, 23 

und der Paare 

56, 78; 57, 68; 58, 67, 

bei unveränderter Belassung solcher Paare wie 15, .36, in 
denen ein Zeichen der ersten Gruppe von vieren mit einem 
der zweiten Gruppe verbunden ist. Die Zahl solcher zwei- 
seitigen Substitutionen ist 35 und wenn wir die unveränderte 
Belassung aller Paare einschliessen 36. 

Wenn wir z. B. die zweiseitige Substitution 1234. .5678 
auf das Paar 12, 34 anwendeu, so erhalten wir dasselbe 
Paar in entgegengesetzter Ordnung; aus 12, 13 erhalten wir 
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34, 24, ein l’iiar von dem iiilniliclioii Typus mit 12, 13; aus 
12, 15 entsteht 34, 15, ein Paar von sclieiubar verschiedenem 
Typus, aber nicht vom ursprünglichen verschieden in geome- 
trischer llinsiclit. Wenn wir also dieselbe zweiseitige Sub- 
stitution auf die Tetrade 15,157,28, 34, d. i. eine der 105 
ersten amveuden, so entsteht 

15, 58, 82, 21 , 

eine der 210 zweiten, die also nach der Itegel die nämlichen 
geometrischen Eigenschaften besitzt. 

2G3. Die folgende Tabelle über die geometrischen Be- 
ziehungen der Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
ist von Cayley gegeben worden 


<icometri- 
itchet 1 
Zeichen. 

i' ! 

Kcpriiienticren- 

de* 

Zahl 

der 

(iliodcr. 

! Geometrischer Charakter. 

12. \ 

28 

28 

Doppeltangeutoo. 

V 

II 

12. 13. 
12. 34. 

"lo/ '' Doinicltaiigentcn. 

u 

III 

12. 23. 31. 
12. 31. r,6. 

:::} 

Triaden vonDoppeltangenten, de- 
ren 6 Herülirung>,piiuktc einem 
Kegeleclinitt angehören. 

A 

VI 

V 

12.23.31. , 

12. 23. 15. i 

12.23.11. 

56 1 

16801 2016 ' 
28oJ 3276 

Triaden , deren 6 BeriihruiigB- 
punkte nicht in einem Kcgel- 
Bchnitt liegen. 

1111 

□ 

12. 31. 5G. 78. 
12. 2,3. 34. 11. 

;“i - 

Tetnulen von Doppt*lt4ingeiiteu, 
deren 8 BerührungKpunkte in 
einem Kegelschniite liegen. 

UV 

lU 

LT 

A/ 

'V\ 

12. 31. 56. 67. 
12. 31. 45. 06. 
12. 23. 31. 15. 
12. 23. 31. 11. 
12. 13. 14. 45. 

2520 

5010 

3360 

840 

3360 

1512'), 

j 

Tetraden von Doppeltangenten, 
für welche 6 der 8 Beröhrunge- 
puiikte auf einem Kegelschnitt 
liegen. 

lA 

Iv 

vv 

12. 31. 45. 53. 
12. 13. 14. 15. 
12. 31. 35. 36. 
12. 13 46. 46. 

1 560 1 
' 280 
' 168.) 

1 2520 1 

^ 6010 
1 20475 

Tetraden von Doi>pettangenti-u, 
für welche keine 6 der 8 Beriih- 
ningspunkto anf einem Kegel- 
; schnitt gelegen sind. 
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Die beijfefilgten geometrischen Zeichen setzen voraus, dass 
die Zeichen ], 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 als Punkte betrachtet 
werden und dass jedes Paar derselben durch eine die zwei 
entsprechenden Punkte verbindende Gerade angezeigt wird, 
fio ist A das Byinbol für das Glied 12. 23. .31. Mit Hilfe 
dieser Hezeichnung können wir sogleich übersehen, dass das 
8ymbol irgend einer Gruj>j)o in dein System von 1.5120 Gliedern 
eines der Symbole |||, y enthalten muss, d. h. dass unter den 8 
Berührungspunkten der Doppeltangenten einer Gruppe immer 
6 sind, welche auf einem Kegel.schuitt liegen; während da- 
gegen in den geometrischen Zeichen der Gruppen des Sy- 
stems von f)04Ü Gruppen der letzten Art die Zeichen |||, y 
nicht als Theile auftreten. 

In demselben Sinne können dann die folgenden beiden 
Gruppen von Hexaden von Doppellangenten aufgestellt und 
bezeichnet werden. 


ijeoinetrischeä 

Zeicheu. 

KepriUentieremleK Glied. 

Zahl der Glieder. 

A 

A 

l-->. 

23. 

31. 

45, 

r>6. 

G4 

280 ^ 


1 


l‘->. 

31. 

35. 

3ß. 

37. 

38. 

168 J 

1008 

y 

y 

12. 

1.3. 

u. 

r»6. 

57. 

58. 

50U J 


121 


12. 

23. 

31. 

14. 

45. 

51. 

8411 1 


o 


12. 

23. 

34. 

45. 

56. 

61. 

1680 j- 

6040 

IW 

12. 

31. 

35. 

36. 

67. 

08. 

2520 f 



Es sind die 1008 und .5040 Hexaden, welche von Hesse und 
Steiner als solche Doppeltangenten studiert worden sind, 
deren jedesmal zwölf Berührungspunkte auf einer eigentlichen 
Cnrve dritter Ordnung liegen , indess für die erste Reihe der- 
selben keine sechs derselben auf einem Kegelschnitt liegen, 
während für die Letzteren die zwölf Berülmingspunkte in 
zwei Gruppen von sechs auf je einem Kegelschnitt zerfallen. 
Es ist hinzuzufügen, dass die sechs Tangenten jeder der 
1008 Hexaden des ersten Systems denselben Kegelschnitt be- 
rühren, wie es aus Aronhold’s in den folgenden Artikeln 
darzustellenden Untersuchungen sich ergeben hat; während 
die sechs Tangenten einer jeden unter den 5040 Hexaden 
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des zweiten Systems in drei Piiure so zerfallen, dass ihre drei 
DurchschiiittspuukU* in einer geraden Linie liegen, wie es 
aus Art. 2.')9. sich ergieht. 

264. Aronhold hat bewiesen, dass für sieben will- 
kürlich gegebene gerade Linien eine Curve vierter Ordnung 
gefunden werden kann , die dieselben zu Uoppellangenten 
hat und dass deren andere Üoppeltangenten durch lineare 
Constmctionen bestimmbar sind, üie Methode der Unter- 
suchung geht von den Eigenschaften eines Systems von Cur- 
ven dritter Glase aus, welche sieben gemeinschaftliche Tan- 
genten besitzen und cs erscheint daher zweckmässig hier zu- 
erst die Eigenschaften des dem Leser vertrauteren reciproken 
Systems, des Systems von Curven dritter Ordnung durch 
sieben feste Punkte zusammenzustellen. 

1. Betrachten wir irgend eine Gurve des Sy.stems, so 
gebt die gerade Linie, welche ihren achten und neunten 
Schnittpunkt mit irgend einer andern Gurve desselben ver- 
bindet, durch einen festen Punkt der ersteren, nämlich den 
beigeordneten Rest der sieben gegebenen Punkte in derselben. 
(Art. 161.) 

2. Durch einen willkürlich angenommenen Punkt 8 kann 
eine und nur eine Gurve dritter Ordnung beschrieben werden, 
in welcher dieser Punkt der beigeordnete Rest der sieben 
gegebenen Punkte i.st. Denn alle Gurven des Systems, welche 
diese acht Punkte enthalten , gehen durch einen festen neun- 
ten Punkt, und nach der Definition ist der in Rede stehende 
beigeordnete Rest der Punkt, in welchem die Verbindungs- 
linie von 8 und 9 die Gurve ferner schneidet. Wenn also 
der beigeordnete Rest mit dem Punkte 8 zusammentalit, so 
muss die Gurve dritter Ordnung die gerade Linie zu ihrer 
Tangente im Punkte 8 haben. 

3. Es giebt vier Gurven im System, welche eine gegebene 
Gurve des Systems berühren , und die zugehörigen Berührungs- 
punkte sind die Berührungspunkte der Tangenten, welche 
von dem beigeordneten Restpunkt in ihr an die gegebene 
Gurve gehen. 

4. Wenn die Punkte 8 und 9 zusammenfallen, d. h. wenn 
Gurven dritter Ordnung, welche dem System angehören, 
einander berühren, so ist die Enveloppe der gemeinscbaft- 
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liclieu Tangente 89 ciue Curve vierter Classe, weil durch 
einen angenommenen Punkt 1‘ im Allgemeinen vier solcher 
Geraden gehen. In der That, setzen wir eine Curve dritter 
Ordnung durch 1‘ und die Punkte 8, 9 voraus, so ist nach 
der Definition 1‘ der beigeordnete Hest der Fundamentaljiunkte 
in derselben und diese Curve ist daher nach 2., weil sie V 
zum beigeordneten Uestpunkt hat, ciue bekannte Curve dritter 
Ordnung; dann aber folgt aus H. , dass die vier von V aus 
an diese Curve gehenden Tangenten zur fraglichen Enveloppe 
gehören, dass also die vier vom Punkte P ausgehenden Tan- 
genten derselben durch die Aufsuchung der Curve dritter 
Ordnung im Sv’stem bestimmt werden, welche diesen Punkt 
P zu ihrem beigeordneten Rest hat. 

."). Der Punkt V ist ein Punkt der fraglichen Euveloppe, 
wenn zwei der von ihm ausgehenden Tangenten derselben 
Zusammenfullen; es ergiebt sich aber aus der eben angegebenen 
Construction, dass diess nur dann geschehen kann, wenn die 
Curve dritter Ordnung, welche diesen Punkt zum beigeord- 
neten Reste hat, einen Doppelpunkt besitzt. Diese Enveloppe 
kann daher auch als der Ort der beigeordneten Reste des 
gegebenen Systems von l’uiikten in denjenigen Curven des 
Systems bezeichnet werden, welche einen Doppelpunkt haben. 

G. AVenn die durch die sieben Punkte gehende Curve 
dritter Ordnung in einen Kegelschnitt durch fünf derselben 
und ciue gerade Einie durch die beiden übrigen zerfällt, so 
hat sie die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der 
Geraden zu Doppelpunkten. .Jede andere Curve des Systems 
.schneidet diese zusammengesetzte Curve desselben in zwei 
weiteren Punkten, von cleuen einer auf der erwähnten Gera- 
den und einer auf dem Kegelschnitt liegt, so dass der bei- 
geordnete Rest der Punkt P ist,, in welchem die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte den Kegelschnitt zum zweiten 
male schneidet. In diesem Falle ist P ein Dopi)elpunkt und 
die beiden Tangenten in ihm sind die Geraden , welche ihn 
mit den Durchschuittspunkten der geraden Linie und des 
Kegelschnitts verbinden. Es können aber sieben Punkte in 
einundzwanzig verschiedenen Arten in zwei Gruppen von 
zwei und fünf Punkten vertheilt werden. Die betrachtete 
Curve vierter Classe entliält daher 21 Doppelpunkte, und 
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zwiir einen solchen in jedem der 21 Ke<(elsclinitte, welche 
durch je fünf der gcgehencn Punkte bestimmt sind. 

7. Ausserdem sind die sieben gegebenen Punkte selbst 
Dojipeljiunkte derselben Cnrve; denn durch jede sechs der 
gegebenen Punkte lässt sich eine Curve dritter Ordnung be- 
schreiben, welche den siebenten von ihnen zum Doppelpunkt 
bat und man erkennt leicht, dass derselbe l)opj)olpunkt der 
beigeordnete liest des Systems für diese Curve ist. Die vier 
von ihm au die Curve dritter Ordnung gehenden 'raiigcnten 
reducieren sich auf zwei Paare von zusammenfallenden, näm- 
lich die Tangenten der beiden Aeste der Curve im Doppel- 
punkt. 

Die Euvclojtpc vierter Cla.sse hat somit 28 Dop|ielpunkte, 
von denen sieben in den gegebenen Punkt4ui liegen , während 
zugleich ihre Tangenten in denselben die Tangenten der re- 
spectiven (.lurven dritter Ordnung sind, welche dem System 
angehören und den fraglichen Punkt zum Doppelpunkt 
haben. 

20.0. Die Eigenschaften des Sy.stems von Curven dritter 
Classe mit sieben gemeinsamen Tangenten folgen hieraus 
nach dem Priucip der Keciprocität. Für irgend eine Curve 
des Systems durclischneidcn sich dann 

1. Die Tangenten, die sie mit einer andern Curve des- 
selben gemein hat, in einer festen Tangente der gewählten 
Curve, die als iler beigeordnete liest tler sieben gegebenen 
Tangenten in Bezug auf diese Curve bezeichnet werden 
kann. 

2. Für jede beliebige Gerade giebt es eine Curve des 
•Systems, in Bezug auf welche diese Gerade der beigeordnete 
liest der sieben testen Tangenten ist. 

0. .Jede feste Curve des .Systems wird durch vier andere 
Curven desselben berührt, und die zugehörigen Berührungs- 
punkte sind die vier l’nnkte, in welchen die beigeordnete 
lle.sttangente die Curve ferner schneidet; ihre Zahl ist vier, 
weil die Curve als eine allgemeine Curve dritter Classe von 
der sechsten Onlnung ist. 

4. Der Ort der Punkte, in welchen zwei Curven des 
Systems einander berühren, ist eine Curve vierter Ordnung, 
W'eil die Punkte, in denen eine angenommene gerade Linie 

SAlmon'f tXuhoro Currca. 
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diesen Ort schneidet, die vier Punkte sind, die sie mit der- 
jenigen Curve dritter Classe ausser dem Berilhrungsjuinkte 
gemein hat, für welche sie der beigeordnete Rest der sieben 
festen Tangenten ist. 

5. Wenn die Curve dritter Classe eine Doppeltaiigente 
hat, so berührt die ihr entsprechende beigeordnete Resttan- 
gente den bezcichneten Ort in demjenigen Punkte, wo sie 
die üoppeltaugeiite schneidet. 

6. Wenn die Curve aus einem Kegelschnitt mit fünf der 
gegebenen Geraden als Tangenten und einem Punkte, näm- 
lich dem Schnittpunkt der beiden letzten Geraden, be.steht, 
so ist die beigeordnete Restgerade für diess System eine 
Doppeltangente des Ortes. Es giebt 21 solcher Doppeltan- 
genten. 

7. Zu diesen kommen die sieben gegebenen Geraden 
selbst als Doppeltangenten des Ortes hinzu; ihre Berührungs- 
punkte mit ihm sind dieselben Punkte, in denen jede von 
ihnen die Curve dritter Classe berührt, welche dem System 
angehört und sie zur Doppeltangente hat. 

Da so die Berührungspunkte der gegebenen sieben Gera- 
den mit der Curve vierter Ordnung gegeben sind, so kennt 
man vierzehn Punkte derselben, welche allein sie vollständig 
bestimmen; und es giebt also nur eine Curve vierter Ordnung, 
welche diesen Bedingungen genügt. Wir bemerken aber, 
dass mehrere Curven vierter Ordnung möglich sind, welche 
sieben gegebene Gerade zu Doppeltangenten haben; aber 
keine andere als die hier definierte, für welche diese sieben 
Tangenten unverbunden sind durch Zusammengehörigkeit von 
irgend dreien unter ihnen zu einer Gruppe. 

266. Man kann nun weiter, wie gesagt, aus den sieben 
gegebenen Doppeltangenten die übrigen durch lineare Con- 
structionen finden, nämlich jede durch einmalige Anwendung 
des Satzes von Brianchon. Denn wir haben nur die bei- 
geordnete Resttangente für jedes der Systeme 12645.67, etc. 
zu ermitteln, wenn wir durch 12345 den Kegelschnitt be- 
zeichnen, welchen die fünf ersten der sieben Geraden bestim- 
men, und durch 67 den Durchschnittspunkt der beiden letzten 
unter ihnen. Die beiden Systeme 

12345 . 67 und 12346 . 57. 
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haben aber sieben gemeinsame Tujigenten und die beiden 
letzten gemeinsamen Tangenten derselben sind die Tangenten 
der Kegelschnitte 12345 und 1234(i aus den Punkten 57, 67 
respective, welche man beide nach dem IBrianchou’schen 
Satze linear bestimmt. Von ihrem üurchschiiittspunkte aus 
geht noch eine wieder nach demselben Satze linear zu be- 
stimmende Tangente an den Kegelschnitt 12345 und eine an 
den Kegelschnitt 1234G und diese sind die fraglichen beige- 
ordnetcn Ueste und daher zwei der übrigen Doppcltangenten. 

Oder wir bestimmen für die drei Systeme 

12345 . 67 ; 1 2346 . 57 ; 1 2347 . 56 
in der eben beschriebenen Art die achte und neunte Tangente, 
welche jedem Paar derselben gemeinsam sind, und erhalten 
durch die geraden Verbindungslinien der drei Schnittpunkte 
dieser Paare drei der fraglichen übrigen Doppcltangenten. 

Wir können aber die Do[)peltangente, welche der bei- 
geordncte Rest des Systems 12345 »67 ist, als die Dopjiel- 
tangeute 67 bezeichnen und somit die einundzwanzig Dopj)el- 
tangentcn der Betrachtung durch Combination der Zeichen 
1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7 darstellen. Dazu treten daun die sieben 
gegebenen Linien selbst und wenn wir, der Symmetrie wegen 
ein neues Zeichen 8 hinzufügend, sie durch 
18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 

bezeichnen, so sind wir durch die Metliode von Aronhold 
zu dem Algorithmus von Hesse geführt. 

267. Der Durchschnittspunkt der 'achten und neunten 
Tangente, welche irgend zwei Curven des Systems gemein- 
schaftlich sind, ist ein Punkt, durch den die beigeorduete 
Resttangente für jede dieser Curven geht. Betrachten wir 
dann die zusammengesetzten Systeme dritter Ordnung 

12 . 34567; 34 . 12567, 

so ist die Verbindungslinie der Punkte 12, 34 eine ihrer ge- 
meinsamen Tangenten, d. h. in dem eben wieder gewonnenen 
und früher ausführlich behandelten .\lgorithmus die Verbin- 
dungslinie der Durchschnittspuukte 

18, 28 und 38, 48. 

Und wir sehen nun, dass diese Gerade durch den Schnitt- 

la* 
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puukt tier l)eigcordnct(;n der bezeichneten Systeme 

gellt, d. b. durch den l’uukt 12, .'>4. Somit erhallen wir den 
im Art. 2.')!). bewiesenen Satz witnler, dass die üurehschnitts- 
puuktc der Paare 

18, 28; 38, 48; 12, 34 

in einer geraden Linie liegen. Und .Art. 2(!2. zeigt dann, 
das.s wir durch eine gewöhnliche oder zweiseitige Substitution 
f)040 gerade Linien linden können, die die nämliche Eigen- 
schaft besitzen. 

2(!8. Die algebraische Untersuchung, welche Aronhold 
von der so erzeugten Curvc vierter Ordnung gegeben hat, 
ist im Wesentlichen die folgende. Wir denken Linieucoordi- 
naten J,- ungewendet und bezeichnen durch «, v, w irgend 
welche lineare Functionen derselben 

«iSi + « etc.; 
dann repräsentieren die Gleichungen 

Sj'«'— g,u = n, ||t( — g.,t) = 0 
drei Kegelschnitte derselben Schaar oder mit vier gemein- 
samen Tangenten und von denen jeder eine der Seiten des 
Fundamentaldrcieck.s berührt. Ferner repräsentieren 

?i Sa«’) = 6. (ii«' — SiH)=- 0 und (|, u— g.t’) = 0 

drei Curven dritter Classe mit sieben geiiieinschaftlichcn 'fiui- 
genten, nämlich den vier gemeinsamen Tangenten der Kegel- 
scluiitte und den Seiten des Fundamentaldreiecks. Darm 
kann jede andere Uurve dritter Classe mit denselben sieben 
gemeinsamen Tangenten in der Form 

«'Sl — Sa«’) + «'^2 (5a«« — 5| >0 + ««'5a (5i '* ~ 5."*’) = t) 

dargestellt werden , in welcher ir’, v’, iv' willkürliche Con.stau- 
ten sind, die wir von der Form 

«i5i' + «a?/ + «a5a'> • • 

voraussetzen für als die Coordinaten einer beliebigen Gera- 
den. Wenn wir die vorige Gleichung in der Form 


u, 


5a £ 

«1 


£a £ 

w, 

w, 

£i£ 
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schreiben, so erkennen wir, ilass dieselbe durch die Coor- 
dinatenwerthe g,', g/, gj' befriedigt wird , welche somit die 
Coordinaten einer Tangente dieser Curve sind. Diese Tangente 
ist aber zugleich der beigeordnete Rest des Systems für die 
betrachtete Curve. Denn wir finden die beiden andern Tan- 
genten derselben, die von irgend einem Punkte dieser Linie 
ausgeheu, indem wir in die Gleichung für die g, die 

substituieren; die entstehende Gleichung i.st durch (i theilbar 
und wird nach der Division 



1 

« 1 


1 1 

1 

g/g;'-j-g,"g; 


f'. 


s;?.' 

! + 

e, e", g;g,"-f-g/g,' 

1 


w", 


j ! 

w, g,'g./' + g,"g./ 


+ P’ 


M't 

11 ", 

5-t 

V, 


srs. 

vf, 

w", 

l/'Sz 


Die Symmetrie dieser Gleichung zeigt aber, dass diese Tan-, 
gentenpaare dieselben sind, die vom Durchschnittspuukt der 
Geraden g,', g" an die beiden Curven 











5:, 5, 

= 0 und 

‘'b 

f", 

iA, 


%0, 

Si Sj • 


IV, 


1,1t 


gezogen werden. Daher sind die Tangenten g,', g/' als die 
respectivcn dritten Tangenten jeder Curve aus dem Schnitt- 
punkt ihrer gemeinschaftlichen achten und neunten Tangente 
nach der Definition die beigeordneten llesttangenten. 

Die beiden betrachteten Curven berühren einander, wenn 
die quadratische Gleichung in A : ft gleiche Wurzeln hat, 
otler mit der Abkürzung P, (J , 11 für die drei Coefficienten 
dieser Gleichung, wenn 


ist. Bezeichnen wir aber die Minoren der vorigen Determi- 
nanten 

v'w'—v'w, w n" — w"n, itv" — u’v, 
weil sie den Elementen 

S3 Si ) Si 
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rcspective entsprechen, nach der Reihe durch 



A'„ 

A'.„ X3, 


so haben 

wir 





S3'Si'Aj + 


<y=(s;i3 

''+|/'£:,')X, + (|:.'S, 

"+l3"l,')A'3 + (?.' 

V+S,"i/)A3, 

Hz 

t ' c '' V 4- 

•o-i -*'1^ 


E/V'X,. 

Wir können dann 




als die Punktcoordinaten Xi des Durchschnittspunktes der 
beiden Geraden i," betrachten und erkennen so, dass die 
Gleicliuug 

= 4PR 

äquivalent ist mit 

AV - 2x,x,X,X, - 2x^x, X,X, 

— 2x,XjXf Xj = 0 

oder 

}^{x, X7) + ;/(a-,,X,) + /KX,)= 0. 

Wenn wir endlich in die Unterdeterniinanten X^,- t'ilr die 

u, . . , . . 

ihre Werthe 

n = a, g,' + a, S/ + 5,' , 

S|' + S?' + «s' Sa' , 

w' = + a./%' + , 

»" = a, + flj 5 j" + «3 63". 

■= « 1 ' Si" + «/ Sj" + « 3 ' 53 "» 

= "i" 6 i" + «.-"la" + «3"S3" 

einsetzen, so erhalten wir 

X, == (fl./ a.;'— n^’a^ ) a:, + (a.,' fl,"— flj'fl,' ) a, + ff,"«./ ) , 

X'., = («./'flj — fl., a/') a, + («3"«, - fl:, fl,") a., + (fl,"fl., — a, a,") a-, , 

-'^'3 = 03' - a/«3 ) + ("3 «1' — «3' «I ) + («I «2' — «i ) ^3 ■ 

Somit repräsentieren die 


0, X, =0, X 3 


0 


bekannte gerade lanien, nämlich die Seiten des Dreiecks, 
dessen Ecken durch 

f< == 0 , t> = 0 , «e = 0 

dargestellt sind. Wir bemerken endlich, dass die Coei'ficien- 
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ten in X,, Xj, X 3 die Elemente der Reciprocal • Determi- 
nante oder des adjungierten Systems von der Determinante 
sind, welche die Coefficienten von u, v, w bilden, so dass, 
wenn die X< ursprünglich gegeben waren, die m, v, w durch 
analoge Formeln gefunden werden könnten. 

209. Dieselbe Untersuchung gilt auch für 
l%^u = m%.,v = n I , w 

als die Gleichungen der drei Kegelschnitte. Man erhält die 
Werthe von X,, X,, Xj in derselben Art wie vorher, aber 
es wird 

P= »jn|./g3'X, + «Zgj'li'Xj -|- Zmli'lj'Xj, etc.; 
und die Gleichung der Curve vierter Ordnung wird 
-f- y{nlx.,X^ + /(Imaj-iXj) = 0. 

Diess ist die allgemeinste Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung, welche drei gegebene Paare von Geraden a;,, X|;ctc. 
als Doppeltangentenpaare derselben Gruppe besitzt. Die Con- 
stauten h, , , b., werden vollständig bestimmt, wenn eine 

siebente Doppeltangente gegeben wird; denn die von den Co- 
ordinaten dieser letzten Doppel taiigente zu erfüllenden Glei- 
chungen 

bestimmen mw, nl, Im als den Grössen 

I,'«', S/v', i/w' 

proportional. Daher können wir, wenn verlangt ist, eine 
Curve vierter Ordnung mit sieben gegebenen Geraden als 
Doppeltangenten zu beschreiben, ausser der in Art. 2GG. be- 
stimmten einen Curve, für welche keine zwei der gegebenen 
Doppeltangenten derselben Gruppe angehören, 7. 15, d. h. 
105 andere Curven vierter Ordnung nach der Methode dieses 
Artikels coustruieren , indem wir irgend eine der sieben 
Geraden nusscheiden und die sechs übrigen in drei Paare 
gruppieren , was bekanntlich in 1 5 verschiedenen Arten mög- 
lich ist. 

270. Ausser in Bezug auf die Doppeltangenten ist die 
Theorie der Curven vierter Ordnung ohne singuläre Punkte 
noch wenig studiert und wir wollen, was wir sonst noch 
darüber mitzutheilen haben, auf den Abschnitt von den In- 
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Varianten und Covarianten versparen. Uni die Theorie der 
Doppeltangenten zu vervollstiindigon , müssten wir die Modi- 
ficationen untersuchen, welelie diese Theorie erfährt, wenn 
die Curve einen Doppelpunkt oder mehrere Dojipeljiunkte be- 
sitzt. Aber dein Kalle, in welchem eine Curve vierter Ord- 
nung einen Do]ipelpunkt hat, ist nicht be.sondere Aufmerk- 
samkeit gewidmet worden, und wir wollen ihn hier nicht er- 
örtern Dagegen sind die Curven vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten, in dem Kalle, wo diese die unendlich fernen 
K'reispunkte sind , dem Kalle der bicireularen Curven vierter 
Ordnung, in ausgedehnterer Art untersucht worden “) und es 
sollen einige der wichtigsten der erhaltenen Resultate mitge- 
theilt werden. Natürlich können die für diese Curven ge- 
fundenen projectivischen Eigenschaften als Eigenschaften der 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ausgespro- 
chen und bewiesen werden; wir finden es aber passend, 
mehrere von ihnen in ihrer ursprünglichen Korm zu geben, 
da der Leser keiner Schwierigkeit in ihrer Verallgemeinerung 
begegnen wird. Curven vierter Ordnung, welche die unend- 
lich fernen Kreisjmnkte zu Spitzen haben , sind unter dem 
Namen der Cartesisehen Ovalen gleichfalls viel studiert 
worden und ihre Eigenschaften können ebenso verallge- 
meinert und als Eigen.schaften von Curven vierter Ordnung 
mit zwei Spitzen ausgesprochen werden. Wenn eine Curve 
vierter Ordnung den einen der Kreispunkte zum Doppelpunkt 
und den andern zur Sjiitze haben soll, so kann sie nicht 
reell sein; in Folge des.sen i.st dieser Kall wenig studiert 
worden und wir haben über die Eigenschaften der Curven 
vierter Ordnung mit einem Do|)pelpunkt und einer Spitze nur 
wenig mitzutlieilen. 

271. Aus jedem der beiden Doppelpunkte einer Curve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten gehen nach Art. 79. 
vier Tangenten an die Curve und wir werden jetzt beweisen, 
dass die Doppelverhältnisse dieser beiden Rüschel von vier 
Tangenten einander gleich sind. 

Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung, 
welche die Fundamentalpunkte in der Geraden x, = 0, also 
ihre Schnittpunkte mit den (ieraden a:, =0, = 0 zu Doppel- 

punkten hat, ist 
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{Iz, + mx^) 

+ V («^i^+^'a:,’-|-cV+ 2'fx.,X3-i-'2yx^x,+2hx^XJ) = 0; 
und die Paare der Tangenten dieser Curve in den Doppel- 
punkten sind durch 

-|- 2 »1x^X3 4* = 0, x/ -[- 21 x.,X 3 + 

gegeben. Wir vermindern die Allgemeinheit nicht, indem 
wir b^ = 1-2 = 0 setzen, weil wir damit als die Geraden 
X) =U und X2 = 0 nur die Geraden wälden, welche zu der 
Verbindungslinie der Doppelpunkte x.j = 0 in Bezug auf das 
jedesmalige Tangenten paar harmonisch conjugiert sind. Wenn 
wir aber mm die Gleichung der Curve in der Form 
V (a:,* + «'X,*) -f 2X2X3^ (fx,, -f Ar,) 

+ ^ 3 ’ (a*i’ + '^!IX3X^ -}- ca;^2) ^ 0 

schreiben, so sehen wir unmittelbar, dass die vier Tangen- 
ten der Curve aus dem Doppelpunkt r, = r, = 0 durch die 
Gleichung 

(r,* 4- Ax,*) (o.r,’ 4 - 2r/X3X, 4- cx^^) = x^^ (fx^ 4- Ax,)- 

oder 

ax^* 4 - 2gx^^x■3 4 - (c 4 - o A — 1i‘) x/x,* -f 2 {hg - hf) x^’x, 
4- (^>c — P) X 3 * = 0 

ausgedrOckt sind. Die Invarianten dieser biquadratischen 
Gleichung sind 

I^nhc - nP - A//’ 4 - fgh + (r -j- «A — A’)’, 
iiJ — (abc — aP — Ar/’ — i ffP'") P <tb — A’) 

- I A’ {<>P+t>9'^) 4- 3« A/-</A 4 - I / V - 0- + ««< - /’V- 

Indem wir bemerken, dass die Werthe in Bezug auf a und A, 
/'und g symmetrisch sind, erkennen wir, dass sie mit den 
invarianten der biquailratischen Gleichung übereinstiraineu, 
welche dem Büschel der Tangenten aus dem Dopi)el])unkt 

Xj = X-, = 0 

entspricht und damit, dass diese beiden Tangentenbüschel 
projectivisch sind. 

272. Daraus ergiebt sich, wie in Art. llj!)., dass durch 
die beiden Doppelpunkte und die vier Schnittpunkte jeder 
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Tangente aus dem einen mit der eutspreebenden Tangente 
aus dem andern ein Kegelschnitt geht, und weil die Strahlen 
des zweiten Büsthels in vier verschiedenen Ordnungen ge- 
nommen werden können, ohne dass das Doppelverhältniss 
geändert wird, dass die sechzehn Schnittpunkte der Tangen- 
ten der ersten Reihe mit den Tangenten der zweiten Reihe 
in vier Kegelschnitten liegen, welche alle durch die beiden 
Doppelpunkte gehen. Ist die Curve vierter Ordnung bicir- 
cular oder sind die beiden Doppelpunkte die unendlich fernen 
Kreispunkte, so sagt der Satz, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
zu je vier in vier Kreisen liegen^’). Wir bemerken, 
dass einer von den bezeichneten vier Kegelschnitten durch 
die Doj)pelpuukte in zwei gerade Linien degenerieren kann, 
von denen die eine die Doppelpunkte verbindet, dass also 
insbesondere vier von den Brennpunkten einer bicircularen 
Curve vierter Ordnung in einer Geraden liegen können. 

273. Wir haben früher bemerkt, dass die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung in unendlich vielen Arten in die 
I’orm 

« I/-* + hV‘ + c R" + 2fV W -I- 2y IT U+2I,UV=0 
gebracht werden kann, in welcher 

U=0, Fi=0, W = 0 

Kegelschnitte rejiräsentieren. Hat die Curve keinen singu- 
lären Punkt, so haben die drei Kegelschnitte keinen gemein- 
samen Punkt, da jeder Punkt, welcher denselben allen ge- 
meinschaftlich wäre, ein Doppelpunkt in der Curve vierter 
Ordnung sein müsste, welche dieser Gleichung entspricht, 
ln dem Falle der Curve mit zwei Doppelpunkten können 

U = 0, F=0, 1F=Ü 

als Kegelschnitte betrachtet werden, welche durch die Doppel- 
punkte gehen , und als Kreise somit, wenn diese Doppel- 
punkte die unendlich fernen Kreispunkte sind. Wir verlieren 
nichts an Allgemeinheit, wenn wir unsere Untersuchung auf 
die Gleichung 

iJIF= F' 

richten , auf welche wie in der Theorie der Kegelschnitte die 
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vorige Gleichung in unendlich vielen Arten reduciert werden 
kann.' Wir können sie z. B. schreiben 

(n U-\-g W-\-h V f= {¥-ah) 2{cjh—af) V W+ (/- - ac) W \ 

in welcher Form die rechte Seite der Gleichung in Factoren 
zerfallt. 

ßicirculare Curven vierter Ordnung und allgemeiner solche 
mit zwei Doppelpunkten können .somit durch Untersuchung 
der Gleichung 

i7TF= F» 

studiert werden , d. h. indem mau sie als Enveloppe des 
Systems 

IUI+2XV+ 1F=0 
betrachtet, in welchem 

jy=ü, F=0, kF=0 

Kreise respective Kegelschnitte durch die beiden Doppelpunkte 
sind. Und man hat nur zu untersuchen, in welcher Weise 
diese Beschränkung die früher erlialtenen Resultate modi- 
ficiert. (Vergl. Art. 2ö2 f.) 

274. W'enn drei Kegelschnitte zwei Punkte gemein haben, 
so zerfällt ihre .Jacobi’sche Curve in die gerade Verbindungs- 
linie dieser Punkte und einen gleichfalls durch diese Punkte 
gehenden Kegelschnitt; und wenn insbesondere die drei Kegel- 
schnitte Kreise sind, so ist der .lacobi’sche Kegelschnitt 
auch ein Kreis und zwar der ürthogonalkreis der drei ge- 
gebenen. (Vergl. „Kegelschn.“ Art. ö60.). Weil die Ja- 
cobi’sche Curve durch eine Determinante dargestellt wird, 
so ist die von 

VtU+ y.j V -f */3 IF = 0 
dieselbe wie die von 

77 =0, F = n, 1F = 0 

und wenn diese Kreise sind, so haben alle in der vorigen 
Gleichung dargestellten Kreise denselben Orthogonalkreis. 

W enn 

77=0, F=0, TF=0 
Kreise sind, deren Centra als die Punkte 

xP\ 
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bpstimmt sind, so sind die Coordiimten des Centrums von 

+ ir = o 

dnreli 

+ 2Ax,»' + ar,'»', .l’a;,«» + 2Aar,'s» + ar,,'»», 

+ 2>lx.,i»' + 

iuisdnlckbar und der Ort, den das Centruin mit veränder- 
lidiem A durchläuft, ist ein Kegelschnitt. Die Curve vierter 
Ordnung 

U IF = 

kann also als die Enveloppe eines Kreises betrachtetet wer- 
ilen, dessen Mittelpunkt sich auf einem festen Kegelschnitt 
F bewegt und der einen festen Kreis J immer orthogonal 
durchschneidet. (Die Brennpunkte dieses festen Kegelschnitts 
sind zugleich die Dojipelbrennjmnkte der Curve vierter Ord- 
nung Und allgemeiner ist die Curve vierter Ordnung 
mit zwei Dojipelpunkteii 

u ]V — V^ = 0 

far 

u=o, F = n, ir = () 

als Kegelschnitte durch dieselben die Envelojipe des veränder- 
lichen Kegelschnitts 

AJf/-f-2AF-f )U=0, 

welche die festen Doppelpunkte auch enthält und ein System 
von gemeinsamem Jacobi'sclien Kegelschnitt beschreibt, 
während der in Bezug auf ihn genommene l’ol der die Doppel- 
punkte verbindenden Oeraden einen festen Kegelschnitt F 
beschreibt. 

275. Durch jede besondere Uclation zwischon der.Ja- 
cobi 'sehen Curve und dem Kegelschnitt F wird die Natur 
der entstehenden Curve vierter Ordnung moditiciert. Wenn 
F dieselbe berOhrt, so ist der Berührungspunkt ein neuer 
Doppelpunkt der Curve vierter Ordnung; findet zweimalige 
Berührung zwischen denselben statt, so zerfällt die Curve 
vierter Ordnung als vier Doppelpunkte entlualtend in zwei 
Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen. Geht F durch 
einen der festen Doppelpunkte, so wird derselbe insbesondere 
zu einer Spitze der Cäirve vierter Ordnung und wir erhalten 
somit, wenn F durch l)eide hiudnrchgeht, eine Curve vierter 
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Orduun^' mit zwei S))itz.en. So wird die bicircul.ire Curve 
vierter Ordimug, wenn auch F, der Ort der Centra, ein Kreis 
ist, zu einer solchen Curve mit Spitzen in den Kreispunkten, 
d. h. zu einer Cartesisehen Curve. 

Wenn der Kegelschnitt F die Verl)indiingsgerade der 
Doppelpunkte beriilirt, so wird diese Linie ein Theil der 
Curve vierter Ordnung; ini Kalle der bieircularen Curven 
zerHillt also die Curve vierter Ordnung in die unendlicli ferne 
Gerade und eine bicirtulare Curve dritter Ordnung, wenn der 
Kegelschnitt F eine Parallel ist. 

Wenn die Centra der drei Kegelschnitte 
U=0, F=0, IK=0 

in einer geraden Linie liegen, so reduciert sich die Ja- 
c ob i sehe Curve auf diese Gerade. 

276. Wir kehren zur Gleichung 

UW= V- 

zurück. Es giebt, wie wir salien, im Allgemeinen sechs Wertlie 
von i, für welche 

k} U + IK 

in Factoren zerfällt und die durch die verschiedenen Fiicto- 
ren repräsentierten Geraden sind Dojipcllangenten der Curve 

Wenn .aber 

r = o, r = o, TF = () 

sämnitlich durch feste Punkte gehen, so muss 
A’f.''+2A F+ TF=0 

als Gleicliuiig einer durch dieselben Punkte gehenden Curve, 
insofern sie gerade Linien darstellt, entweder zwei Gerade 
ausdrücken, von denen jede durch einen dieser Punkte geht, 
oder die gerade Verbindungslinie derselben zusammen mit 
einer andern Geraden. Im erstem Falle sind die beiden 
Geraden keine eigoutliehen l)o])peltangenten der Curve vierter 
Ordnung 

IJW= 

sondern gewöhnliche Tangenten derselben aus einem ihrer 
Doppelpunkte — da ja jede durch einen Doppelpunkt gehende 
Gerade eine uneigentliche Tangente der Curve ist; im letztem 
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Falle ist eine der beiden Geraden eine eigentliche Doppol- 
iangenteiite, während die andere die Verbindungslinie der 
Doppelpunkte ist. So entsprechen von den sechs Werthen 
von A nur zwei dem Falle eigentlicher Doppeltangenten. Denn 
für L = 0 als die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne 
der Kegelschnitte 

U=0., F= 0 , ir = o 

sind die letzteren Gleichungen von der Form 

ttU + LM=(), hU-{-LN^Q und A’ -f- 2A F + TV 

hat L zu dem einen Factor, wenn A eine der Wurzeln der 

Gleichung 

A’ + 2An + l, = 0 

ist. So giebt es im Falle bicircularer Curven vierter Ord- 
nung für 

U=0, F=0, fF = ü 

als Kreise zwei Werthe von A, für welche der Coefficient 
von x’ -t* tß in 

A*f/+ 2A F+ TF=0 

verschwindet und für jeden dieser Werthe bezeichnet diese 
Gleichung eine gerade Linie, welche die Curve 
UW =V^ 

doppelt berührt. 

Wir können dasselbe Ergebnis.s aus der Construction des 
Art. 274. geometrisch ableiten. Wenn der Kreis 
A’J/-f 2AF+ IF=Ü 

eine gerade Linie wird, so liegt das Centrum desselben im 
Unendlichen, also in einem der beiden unendlich fernen 
Punkte des Kegelschnitts F, und die beiden Üoppeltangen- 
ten sind also die vom Centruin der .lacobi’schen Curve auf 
die Asymptoten desselben gefällten Normalen. 

In jedem der vier andern Fälle, wo die Discriminante 
der Gleichung 

A^U-f 2A F-f IF = 0 

verschwindet, bezeichnet diese ein Paar von Tangenten der 
Curve vierter Ordnung, von denen jede durch einen der un- 
endlich fernen Kreispunkte geht und deren Durchschnittsjninkt 
also ein Brennpunkt der Curve ist; oder was dasselbe ist. 
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VU-\-2XV-\- Tr=o 

ist die Gleichung eines unendlich kleinen Kreises, dessen 
Ceutrum der Brennpunkt ist uud der mit der Curve vierter 
Ordnung in doppelter Berührung ist. . Wenn von zwei zu 
einander orthogonalen Kreisen der eine sich auf einen Punkt 
reduciert, so muss dieser Punkt auf dem andern liegen ; wenn 
also 

+ 2AF+ TK=0 

sich auf einen Punkt reduciert, so muss derselbe auf dem 
J a c o b i 'sehen Kreise von 

U = 0, F=0, TT=() 

liegen. Wir erhalten somit vier Brennpunkte, nämlich die 
Durchschnitte dieses Jacobi 'sehen Kreises. mit dem Kegel- 
schnitt F , welcher der Ort der Contra der im System 

A’ff-f 2A F-f TF=0 

enthaltenen Kreise ist und daher als ein Focalkegelschnitt 
bezeichnet werden kann. 

Die vier Punkte, in denen der Jacob i'sche Kreis die 
Curve vierter Ordnung schneidet, sind Punkte, in welchen 
Kreise des Systems 

A^Cr-f 2A F+ TF=0 

die Curve vierter Ordnung in vier aufeinander folgenden 
Punkten treffen. (.\rt. 2.52.) 

Es giebt vier Wege, in welchen die Gleichung einer 
gegebenen bicircularen Curve vierter Ordnung auf die Form 
UW= F2 

reduciert werden kann; jedem derselben entsprechen vier 
Brennpunkte, zwei Doppeltangonten und vier cyclische 
Punkte oder Punkte der Curve, wo vier aufeinanderfolgende 
Punkte derselben auf dem nämlichen Kreise liegen (.\rt. 114.). 
Diese Curven haben also in .Mlera IG Brennpunkte, 8 Doppel- 
tangenten und 16 cyclische Punkte. 

277. Wenn einer der Brennpunkte der Curve als An- 
fangspunkt der Cartesischen Coordinateu genommen wird, 
so muss die Gleichung derselben von der Form 

(,r’ + y’) TF= F’ 
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sein, für TK = 0 uinl F=0 als zwei Kreise; die Curvc 
vierter Onlnung ist die Euvelojipe von 

-f -I- 2A V + P ir = 0. 

Ausser dem ^Vertlie A =* 0 gielit es drei andere Wertlie von 
X, für welche dieser veränderliche Kreis sieh auf einen Punkt 
reduciert; und einer dieser Werthe muss reell sein. Wir 
höninm daher die (Jleiehung schreihen 
(.r-* + ,f) (X-’- J^,f + 2XV+X-‘ JK) = (T^ + tf + A F)^ 
oder in andern Wollten, wenn wir einen Brennpunkt kennen, 
so kann die (Jleiehung der Curve vierter Ordnung auf die 
Form 

Ali= F" 

gebracht werden, in welcher yl = ü und 11 = 0 Puuktkreise 
sind. 

Wir können die bicircularen Curveii vierter Ordnung in 
zwei Cla-ssen theilen, je nachdem die beiden andern Werthe 
von X, für welche 

A + 2XV+ AU.* = 0 

sich auf die (Jleiehung eines Punktkreises reduciert, reell 
oder nicht reell sind, oder mit andern Worten, je nachdem 
die vier reellen Brennpunkte in einem Kreise liegen oder 
nicht. Ist im ersten Falle = 0 einer der beiden Puukt- 

kreise, so eliminieren wir wie in Art. 2.o8. die (Jrösse V 
zwischen den Gleichungen 

An=V^ und A-\-2XV -\- X‘U^C 
und erkennen, dass die Gleichung der Curve vierter Ordnung 
in der Form 

l F'(.l) + w y\lt) + w F(C') = 0 
darge.stellt werden kann, d. h. da.ss xlie Curve der Ort eines 
Punktes ist, dessen Entferuuiigeu von drei festen Punkten 
durch die Relation 

/ p -)- (H p' -[" q" — 

verbunden sind. 

Die Bedingung, unter welcher 

? V(Ä) 4- m yili) + n yiü) = 0 

durch 

XA + (iB + vC=0 
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berührt wird, ist (vergl. „Kegelscluiittc“ Art. 150.) 

^ + + = 0 

A ' fl ' » 

und wenn 

A = 0, /?==0, C=0 

Punktkreise sind und n, h, c die Längen der .sie verbindenden 
fJeraden bezeichnen, so kann leicht bestätigt W'orden, da.ss 
die Discriminante von 

verschwindet, wenn 

+ + = 0 

A ' fl ' * 

ist. Die zwei so erhaltenen Gleichungen bestimmen l, a, v 
und daher den vierten Brennpunkt. 

Wir wissen aber (vergl. ,,Kegelschn.“ Art. 12ö.), dass 
für vier Punktkreise A, B, C, D um die Punkti^jjd', B , C, 1)' 
die identische Relation besteht 


jrC'D'. A + C'D'A’. B + D A'B'. C + ÄH’C’. B = 0, 


wenn A' B" C, etc. die Flächenzahlen der Dreiecke der Punkte 
A', B, C \ etc. bezeichnen. Demnach sind A, g, v den Inhalten 
der Dreiecke proportional, welche vom vierten Brennpunkt 
mit jedem Paar der drei andern Brennpunkte gebildet werden. 
Im Falle, wo die drei Punkte 

Ä, ir, ü‘ 

in einer geraden Linie liegen, l>ewei.st man leicht, dass die 
Quadrate der Entlernungen irgend eines Punktes von vier 
Punkten einer Geraden durch die Gleichung mit einander 
verbunden sind 


A 

ab.ä'c'.ä'Tx 


+ BA.Bd'.lil)’ + 

" - 0 
i/a:. üb . üc' ~ ’• 


c 

C’A’. V’BVC Ü 


Dann sind die Keciproken von A,g, i> zu den l’roducten 
Ä B.ÄC'.ÄB, B' A’ .B'C. B' D, C A' .C'B'. C D' 
proportional und wir erhalten die Gleichung 
P-AB-, A'C. A’IX+nP.B'A'. h\Cä’. ÜB. CiAWO. 

Halmon, HAhero Curren. *20 


Digilized by Google 



Insbesondere Hegt für 

P. ÄH. ÄC'-\- m\ HÄ. HC + CÄ. C H = 0 

der vierte Krennpunkt im Unendlielien und die Curve ist 
eine ('artesische Curve. 

278. Weiui vier eoncyclische Hreuupunkte für 
eine bicirculare Curve vierter Ordnung gegeben 
sind, so gehen durch einen beliebigen Punkt zwei 
sich rechtwinklig durchschneidende Curven die- 
ser Art. 

Wenn der vierte Brennpunkt gegeben ist, so sind die 
Werthe von A, p, v bekannt, für welche die Curve 

-j- fl li vC — - 0 


sich auf einen Punkt reduciert; und es können otfenbar zwei 
Sy.steme von Werthen der l,m,n gefunden werden, welche 
den Gleichungen 

+ ÜL* + il! = 0 

und 

? p -[■ ”* p’ + w 9” = 0 

genügen, in deren letzter die p, p', p" oder 

die Entfernungen eines gegebenen Curvenpunktes von den 

drei Brennpunkten bezeichnen. 

Zwei Curven vierter Ordnung 

l y{A) + m }/{B) + u 1/(0) = 0 , 
r /pT) + m y(H) + n /(ü) = 0 
sind coufocal, wenn 


(m’n'* — »»'*»»’) -f- 6’ (n'‘P — n'^P) + c’ (Pm^ — PnP) = 0 


ist, wie man durch Elimination von fi, v zwischen den 
drei Gleichungen 


■T + — + — “= 0, 


11'« 


sofort erkennt. 


* 

- + — + 


* I TH ~ I 7t ~ 

T T 

c« 


f» 

= 0 


0 , 


Um sodann die Bedingung aufzustellen, unter welcher 
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diese Curven vierter Ordiiunj^ sich rechtwinklig durchschnei- 
den, schicken wir voraus, was man leicht bestätigen wird, 
dass für A, B, C als Puiiktkreise und a, b, c als von der 
vorher bezeichneten Bedeutung die Bedingung des recht- 
winkligen Durchschnitts für 

XA-^ fiB + vC^O, X'A -f- (i'Ji + vC = 0 


in der Gleichung 

(fiv -|- fi’p) -(- b^ (vX’ -|- n'A) -{- c’ (Xfi’ -f- X'fi) — 0 


ausgedrUckt wird. Wir bemerken ferner (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 1.Ö9.), dass die Curve vierter Ordnung 

l /(A) + m J/{B) + w /iO = 0 

in einem Punkte, für welchen p, p', p'' die Werfhe von 

f/(A), /(jj), /(C) 

bezeichnen, von dem Kreise 

— A + B + Z C = 0 
e e e 

berührt wird. Endlich ist die Bedingung, unter welcher 
dieser Kreis den Berührungskreis von 

l' j/(Ä) + m' j/(B) + n /(Ü) = 0 
in demselben Punkte rechtwinklig durchschneidet 


, mn 4- m n . ,, nt 4- n i , , tm t in 

4-6' p c’ V =0. 

e e 9 9 99 

Durch Auflösung der Gleichungen 


Iq mp' -(- Mp" = 0, rp -f- mg n'p" = 0 

ergeben sich aber die p, p', p" respective proportional zu den 
Grössen 


{mn — m’n), (nZ' — n'Z), {ltn — l'm) 

und somit durch Substitution in die vorige Gleichung die Be- 
dingung der Orthogonalität der Curven vierter Ordnung 

a’ + b^{n‘P — n^P) + c^{l‘ = 0; 

dieselbe, welche die Coufocalität der nämlichen Curven aus- 
spricbt. 

Die Gültigkeit des Beweises erscheint von der Realität 
des G unabhängig und es gilt also der Satz, dass confocale 

20 * 
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Ciirven vierter Ordnung sich rechtwinklig schneiden, auch 
dann, wenn die vier reellen Punkte nicht in einem Kreise liegen. 

279. Der Satz des vorigen Artikels wurde von Hart 
durch geometrische Betrachtungen zuerst für den Fall der 
circularen Curve dritter Ordnung begründet. Wenn wir den 
Ort eines Punktes suchen, für welchen seine Entfernungen 
von drei festen Punkten durch die llelatiou 

1 p -|- wi p' + n p" = 0 

verbunden sind, so wird der Coefficient von -f- !/')' durch 


(l + Ml + n) (m -f- « — 0 ^ ~ ”0 (‘ + — «) 

ausgedrückt; der fragliche Ort, welcher im Allgemeinen eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung ist, reduciert sich also auf 
eine circulare Curve dritter Ordnung für 

1 + NI + n = 0 

und es gelten daher die vorher entwickelten Sätze auch 
für diese Cnrven, welche auch sechszehn Breunimnkte haben, 
die im Allgemeinen in vier Kreisen liegen. Hart beweist, 


Fi*. 57. 


« 



dass die Punkte O, P, Q, 
als die Schnittpunkte der 
Gegenseitenjiaare oder die 
Centra des von den vier 
Brennpunkten A, B, C, D 
der Curve dritter Ordnung 
gebildeten Vierecks, auf 
der Curve liegen und eine 
der Halbierungslinien dos 
von dem betreffenden Ge- 
genseitenpaare gebildeten 
Winkels zur Tangente ha- 
ben, welche zugleich der 
reellen Asymptote der 
Curve parallel ist; sowie 
dass die Curve auch durch 
den Mittelpunkt 11 des Fo- 
calkreiseshiudurchgehtuud 
hier ebenfalls die Parallele 
zur reellen Asymptote be- 
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rührt. (Die Contra der vier Focalkreise der circularen Curve 
dritter Ordnung sind also die Berührungspunkte der der reellen 
Asymptote parallelen 'raiigenten oder liegen auf einer Hy- 
perbel, für die diese gleichfalls Asymptote ist.) Weil aber 

0 , P, Q, 11 die Berührungspunkte der von demselben Punkt 

der Curve au dieselbe gebenden Tangenten .sind, so ist der • 
Schnittpunkt von OV mit <Jll otler der Fus.spunkt der Nor- 
male von O auf Q li gleichfalls ein Punkt der Curve (Art. 

151.); und das Gleiche gilt für die Schnittpunkte von OQ 
mit P7i und von Oli mit l‘(J. Und man zeigt überdiess, 
dass die Tangenten der beiden Curven dritter Ordnung, 
welche durch diese Punkte gehen, in ihnen zu einander 
rechtwinklig sind. So sind die sieben den beiden Curven 
dritter Ordnung mit A, />, (', 1) als Brennpunkten gemein- 
schaftlichen Punkte durch einfache Constnictioneu bestiiiimt, 
und wir können von da aus durch die Methode der Pro- 
jection zu Sätzen gelangen, von denen einige früher ent- 
wickelt worden sind; z. B. (vergl. Art. 1.53.) wenn in irgend 
einer Ordnung entsprechende Tangenbui aus zwei Punkten 

1, J einer Curve dritter Ordnung sich in Punkten A,ll,C,D 
durchschneiden , so sind die Gegenseitenschnittpunkte des 
von ihnen gebildeten Vierecks gleichfalls Punkte der Curve 
und haben den Punkt, in welchem die Gerade IJ die Curve 
überdiess .schneidet, zu ihrem gemeinschaftlichen 1’angential- 
punkt; der Berührungspunkt der vierten 3’angcnte aus diesem 
ist der Pol d(;r Geraden IJ in Bezug auf den durch die 
Punkte A , li , ü, I) , I , J gehenden Kegel.sehnitt. 

280. Die Bewei.smethode von Hart bestand in dem 
Nachweis, da.ss bei gegebenen Breiuipunkten die im Art. 277. 
begründeten Uclatiunen in Verbindung mit der Bedingutig 

l 11 = in 

zur Bestimmung von l,in,n hinreichen und diiss für «, ö, r, 
als die Entfernungen der vier Brennpunkte von 0 die Curve 
entweder die durch 

(6 + P + (« — ^) Q” = i (« + c) p’ 

oder die durch 

{c — b)Q + {a -f h) q" = + (a + c) p' 
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ausgedrUckt« Eigenschaft haben muss. Jeder Coefficieiit hat 
hier ein doppeltes Zeichen, weil iu der Gleichung 

? p »i p' 4- >1 p" = 0 

nach Entfernung der Wurzeln nur die Quadrate von l, m, u, 
Vorkommen. Die beiden (lleiehungen entsprechen zwei ver- 
schiedenen Ciirven dritter Ordnung, welche die nämlichen 
Brennpunkte haben; die verschiedenen Zeichen entsprechen 
verschiedenen Aesten derselben Ourve. 

Die oberen Zeichen gehören insbesondere zu einem in’s 
Unendliche gehenden Aste, weil bei ihrer Geltung die Glei- 
chung für 

p = p '== p" 

erfüllt wird, welche einem unendlich fernen Punkte entspre- 
chen ; iu diesem Aste liegt das Centrum des Focalkreises. 
Die unteren Zeichen gehören dagegen zu einem Oval, weil 
sie mit p = p'= p" unverträglich sind. Weil die Gleichungen 
für a, b, c als die Werthe von p, p', g' erfüllt werden, so 
gehört der Punkt 0 zur Curve dritter Ordnung, 
ln gleicher Art haben wir die Relationen 

(c - d) p + (a -I- cf) p" = + (« -f c) p'" 

oder 

(c + cf) p + (« - cf) p" = ± (cc + c) p'", 

also durch Combination 

* + _ ?_ + P . 

a -p c b + d ’ 

oder die beiden Curven dritter Ordnung bilden den Ort der 
Durchsclmitte zweier älinlicher Kegelschnitte, die A und C, 
B und 2) zu ihren respectiveu Brennpunkten haben. Die 
sich iu 0 durchschneidenden ähnlichen Kegelschnitte haben 
offenbar eine der Halbierungslinien des bezüglichen Winkels 
zur gemeinschaftlichen Tangente und diese Halbierungslinien 
sind daher, wie wir schon angabeu, die Tangenten der bei- 
den den Ort bildenden und sich daher rechtwinklig durch- 
schneidendeu Curven dritter Ordnung. 

281. Curven vierter Ordnung mit zwei Spitzen können 
als Greuzfall solcher Curven mit zwei Doppelpunkten aufge- 
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fadst werden. Man nennt solche Curveii Cartesisclie, 
wenn die uueadlich lernen Ki'eispuukte I, J diese Spitzen 
sind; Des Cartes studierte diese als Cartesisches Oval 
bezeichnete Curve als den Ort eines Punktes 0, dessen Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten A, B durch die Relation 

lg mg = c 

verbunden sind. Chasles zeigte und mau kann es ohne 
Schwierigkeit bestätigen, dass immer, wenn diese Relation 
erfüllt ist, ein dritter Punkt C in der Linie AB existiert, 
für welchen die Entfernung von 0 eine Relation von der 
Form 

lg + np" = c 

erfüllt, oder mit andern Worten, dass das Oval ausser den 
beiden von Des Cartes betrachteten Brennpunkten noch 
einen dritten Brennpunkt von der gleichen Eigenschaft be- 
sitzt. Wir wollen nun die Bezeichnung Gart es i sehe Curve 
in etwas weiterem Sinne gebrauchen. Wir werden zeigen, 
dass für eine Curve vierter Ordnung, welche die Punkte I,J 
zu Spitzen hat, drei Brennpunkte in gerader Linie existieren; 
sind dieselben reell, so ist die Curve mit der von Des Cartes 
studierten identisch; wenn aber zwei von ihnen nicht reell 
sind, so wollen wir die Curve noch als eine Cartesische 
bezeichnen, obwohl die Cartesische Erzeugungs weise nicht 
länger gilt. 

Die Gleichung der Cartesischen Curve kann für 
S = 0 und L = 0 

als Gleichungen eines Kreises und einer Geraden respective 
und für k als eine Constante oder k = 0 al.s Ausdruck der 
unendlich fernen Geraden in die Form 


S^ = k^L 

gesetzt werden, aus welcher ersichtlich ist, dass die Schnitt- 
punkte von S — 0 und k — 0 Spitzen sind, deren Tangenten 
sich im Mittelpunkte von S durchschneiden, so dass dieser 
der dreifache Brennpimkt der Curve ist; die Gerade L — 0 
ist eine Doppeltangente derselben. Wir wollen bemerken, 
dass diese Curve von Caylej unter der Gleichungsform 
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(a:* + y’ — «’)’ + 16^1 {x — m) = 0 
studiert worden ist. 

Die Form L lässt die Curve als die Enveloppe 

des veriiuderliclien Kreises 

PkL + 2A« + P = 0 

erseheinen, dessen Mittelpunkt sich längs einer zu L = 0 
normalen geraden Linie bewegt. Durch Vergleichung der 
Discriminante derselben mit Null erkennt man, dass es drei 
Werthe von A giebt, für welche der Kreis sich auf einen 
Funkt reduciert, oder mit andern Worten drei Brennpunkte. 
Nach der vorher entwickelten Theorie kann aber für 

^ = 0 , ]i = 0 , c = o 

als irgend drei Lagen des veränderlichen Kreises die (jlei- 
chinig der Eiiveloi)pe in der Form 

l }/(A) + m f/(Ji) 4- n /((’) = 0 

darge-stellt werden; und wir haben daher für p, p', p" als die 
Enlfernungen von den drei Brennpunkten die Eigenschaft 

1 p p’ + « p” = 

oder, weil = •• ein K'reis des Systems ist, der dem Werthe 
A=0 entspricht, wir haben 

? p -f- p’ = A. 

Eine Cartesischc Curve kann auch als Ort der Sintze 
eines Dreiecks erzeugt werden, dessen Basisecken sich in zwei 
festen Kreisen bewegen, während die Seiten und die Basis 
sich um die Contra und einen festen Funkt in der Central- 
linie derselben drehen. 

Wenn eine Sehne die Cartesischc Curve in vier 
Funkten schneidet, so ist die Summe der Entfer- 
nungen dieser Letzteren von einem derBrennpunkte 
constant. Denn die Folargleichung der Curve für den 
Brenupunkt als Fol ergiebt sich in der Form 

p* — 2 (a -j~ b cos (b) p -f- c* = 0 

und durch die Elimination von u zwischen dieser und der 
Gleichung einer beliebigen Geraden erhalten wir für p eine 
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biquadratischc Gleichung, in welcher der Coefficieut des 
zweiten Gliedes durch — 4 a gegeben ist. 

Wenn c = 0 ist, so wird die vorige Gleichung 

Q =.a -|- b cos® 


und die Curve hat ausser den Spitzen in I und J itu An- 
fangspunkt der Coordinatcn einen Knotenpunkt. Man nennt 
sie daun die Pascarsche Limayou oder Schnecke und 
kann sie oifinibar dadurch erzeugen , dass man in den Riidien 
vectoren des Kreises aus einem Punkte desselben constante 
Längen von ihren Endpunkten aus abträgt. Wenn noch 
specieller a = h ist, so erhält die Curve eine dritte Spitze 
und heisst die Cardioide; die abziitragende constante Länge 
ist dein Durchmesser des Kreises gleich. Die Gleichung kann 
in der Form 

pi = cos ^ ® 

geschrieben werden. 


282. Die Drennpunkts- Eigenschaften, die wir so eben 
erörterten, können durch die Methode der Inversion nach 
Art. 123. untersucht werden. Man zeigt mit Leichtigkeit, 
dass jedem Brcnu]mnkt einer Curve ein Brennpunkt der in- 
versen ( 'urve entspricht und dass das Centrum der Inversion 
ein Brennpunkt ist, wenn die unendlich fernen Punkte I, J 
Spitzen sind. 

So ist tiir die Cartesische Curve mit drei in einer 
Geraden liegenden Brennpunkten die Inverse in Bezug auf 
irgend einen Punkt eine bicirculare Curve vierter Ordnung 
mit vier Brennpunkten in einem Kreise, nämlich dem Cen- 
trum der Inversion und der entsprechenden der drei gegebenen 
Brennpunkte. Da nun aber für 0 als Centrum der Inversion 
und A', ]}' als die entsprechenden Punkte zu Ä, li die Re- 
lation besteht 




A'B‘ 

(TZ. (j W> 


so tritt an Stelle einer Relation von der Form 


X.AP+ti..BP = c 
eine solche von der Form] 

)i'..A'P + ( 1 -. BP = c. OF, 
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und wir erhalten somit die Fiindamentaleigenschaft der bi- 
circularen Curveu vierter Ordnung, indem wir sie als die In- 
verse einer Cartesischen Curve betrachten. In derselben 
Weise entspringt aus jeder Relation 

l . AP + n . BP V .CP = 0 

eine Relation 

r. ÄF+ fi'.B'F+ V. CF = 0. 


Die inverse Curve einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
für einen ihrer Punkte als Centrum der Inversion ist eine 
circulare Curve dritter Ordnung und diese besitzt daher die- 
selben Focaleigenschaften wie jene. In Bezug auf jeden der 
Punkte 0, F, Q, B (h'ig. des Art. 279.) ist eine bicirculare 
CHirve dritter Ordnting und eine bicirculare Curve vierter 
Ordnung sich selbst invers, d. li. jeder ihrer Punkte ent- 
spricht einem andern. 

Da der Winkel , unter welchem zwei Curven sich schnei- 
den, durch Inversion nicht geändert wird, so gilt der Satz 
vom rechtwinkligen Durchschnitt confocaler Curven dieser 
Art für die der vierten, sobald er für die von der dritten 
bewiesen ist und umgekehrt. Die inverse Curve eines Kegel- 
schnitts ist eine bicirculare Curve vierter Ordnung, welche 
das Centrum der Inversion zum dritten Doppelpunkt hat, und 
man schliesst daher aus der Brennpunktseigenschaft der 
Kegelschnitte unmittelbar, dass solche Curven vierter Ord- 
nung, die durch die Relation 


A'F , FP 
oF OP 


c.OF 


ausgedrflekte Eigenschaft haben für A', F als zwei ihrer Brenn- 
punkte und 0 als den Doppelpunkt. Die Beziehung der 
Punkte der Kegelschnitte zu Brennpunkt und Directrix giebt 
daher unmittelbar eine andere von Hart bemerkte Con- 
struction zur Erzeugung dieser Art von Curven vierter Ord- 
nung. Wenn der von dem festen Punkte C ausgehende Ra- 
dius vector CE eines durch diesen Punk't gehenden Kreises 
die Curve in P schneidet, so ist PA = PE für Ä als einen 
andern festen Punkt. 


Digitizc 


I bv Google 




315 


283. Für Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunk- 
ten lässt sich eine Theorie der Ein.schreibung von Polygonen 
in vollkommener Analogie zu Poncelet’s Theorie derselben 
für Kegelschnitte entwickeln ^®). Seien A und B die Doppel- 
punkte, so verbinde man den einen derselben A mit einem 
beliebigen Punkte P der Curve, den neuen Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Curve mit dem andern Doppelpunkte 
B, den neuen Schnittjmnkt B dieser Geraden mit dem 
ersten Doppelpunkte A, so dass man einen Punkt der 
Curve S erhält; etc. So entsteht im Allgemeinen ein un- 
geschlossenes Polygon P Q R S . . dessen eine Schaar 
alternierender Seiten PQ, RS, . . . durch A geht, während 
die andere Schaar QR, . . . durch B geht. Es giebt nun 
für eine beliebige Curve vierter Ordnung mit zwei Dop- 
pelpunkten keinen Punkt P von solcher Lage in ihr, dass 
in dieser Weise ein geschlossenes Polygon von gerader 
Seitenzahl entstünde, z. B. ein Viereck PQRS, dessen Sei- 
tenpaar PQ, RS durch A geht, während QR,ST durch 
B gehen. Aber die Curve vierter Ordnung kann so be- 
schaffen sein, da.ss ein Polygon der fraglichen Art existiert; 
und wenn diess der Fall ist, so existieren unendlich viele 
solche Polygone, d. h. jeder Punkt P in der Curve kann als 
erste Ecke gewählt werden und das in der angegebenen 
Weise gebildete Polygon schliesst sich immer. Dass die Curve 
so beschaffen sein kann, ist für das Viereck evident; denn 
ist PQRS ein beliebiges Viereck und wird der Schnittpunkt 
von PQ und RS mit A und der von PS, QR mit B be- 
zeichnet, so giebt es immer eine durch P, Q , R, S gehende 
Curve vierter Ordnung, welche die Punkte A und B zu 
Doppelpunkten hat. 

284. Wenn man die drei Doppelpunkte einer einläufigen 
Curve vierter Ordnung als Fundamentalpunkte des Coordi- 
natensystems nimmt, so ist die Gleichung der Curve noth- 
wendig von der Form 


a , I x.,’ X3’ -f a j2 *3^ a:, ^ -f «33 X, ’ X.,’ 2 a.,3 X, ’ -f 2 «3 , a;,’ a;, a:, 

“I” 2033X3^X1X3 0 


oder 
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«I. + «?j (7/ + «a:, (7} + + 2 «a, 

+ 2 a, 3 


ü. 


Wir sflicii also, dass die (üeiclumg einer solchen 
Ciirve vierter Ordnung aus der Oleichuiig eines Kegelschnitts 
dadurch entsteht, dass man die Variabolu durch ihre reci- 
proken Wierthe ersetzt. Man kann die ents])rechende geo- 
metrische Transformation als Inversion bezeichnen, wenn 
man diess Wort in einem weitern als dem vorher genommenen 
Sinne fasst. 

Man drückt diese Tnmsformation leicht durch eine geo- 
metrische Construction aus. Wenn die (,'oordiiiaten den senk- 
rechten Abständen von den Seiten des Kimdamentaldreiecks 
proportional sind, so gilt für zwei l’unkte 


r (a-, , Xj, X,) und P" (x,', xj, X3) , 


die durch die reeiproken Itelationeu 


T, : X, : X3 = X3X3 : x^x( : x,'x/, 

X,' : X,' : x-l = X3X3 : XjX, : x, Xj 

verbunden sind, nach Art. Sf). der „Kegelschnitte," dass die 
genwlen Linien von ihnen nach den Ecken des Fundainental- 
dreiecks z. B. PI,, PA, mit den anstossenden Seiten, also 
A,Aj, A,A.,, gleiche VV'inkel einschlie.ssen, d. h. nach Art. 
320., 1.3. ibid. es sind P und P die beiden Brennpunkte eines 
Kegelschnitts, welcher die Fundanientallinien berührt. Im 
allgemeinen Falle tritt an Stelle der in Ilücksicht auf die be- 
züglichen Fundanientallinien oder die Halbierungslinien der 
von ihnen gebildeten Winkel symmetrischen Paarung der aus 
den Fundamentalpunktcn nach P, P gehenden Strahlen die 
involutorische, nämlich in der Weise, dass die Geraden 
AiV, AiV ein Paar einer Involution bilden, die durch das 
Paaar AiA^, AiA, und den Doppelstrahl AiE (für E als den 
Einheitpunkt der Coordinaten) bestimmt ist. 

Immer entspricht im Allgemeinen einer Lage von P eine 
einzige bestimmte Lage von P. Wenn aber x,' = 0 ist oder 
P in der geraden Linie A-^Aj liegt, so werden Xj und x. 
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beide Null und P füllt mit A, zusammen; und umgekehrt 
entspricht dem Punkte ^1, jeder Punkt in A.^A^. Es ist aber 
das Verhrdtniss der einem bestimmten Werthe von x/ ent- 
sprechenden Werthe von x, und x-, immer gleich 

x^'Xf' : x/x/, 

also auch für verschwindendes x,' noch gleich Xj' : x,', d. h. 
jedem Punkt P in A^A^ entspricht ein zu A, unendlich 
naher Punkt P in bestimmter Richtung von A, aus, näm- 
lich so, dass wie im allgemeinen Fall -4, P, A,!’' mit den 
Fundamentallinien A,Aj, ^1, ^4, gleiche Winkel machen oder 
ein Paar der Involution bilden, welche durch diese und den 
Doppelstrahl A, E bestimmt ist. Wir wollen in der Folge 
den erstem Fall voraussetzen. 

Wenn der Punkt P irgend einen Ort beschreibt, so 
durchläuft P einen ent.sprechenden Ort; wenn z. ü. der Ort 
von P eine gerade Linie 

n,x, -f- rtjXj -f- o,x^ = 0 
ist, so ist der von P der Kegelschnitt 

OjXj'Xj' -f- OjXj'x,' -f- OjXj'Xj' = 0 

und umgekehrt (vergl. „Kegelschnitte“ a. a. 0.); für n, =0 
d. h. wenn die Gerade durch A^ geht, re<luciert sich der ent- 
sprechende Kegelschnitt auf 

X,' (ajX.,' -f- o^Xj') = 0 
und besteht also aus den Geraden 

X,' = 0 und «.jXj' öjXj' = 0 , 

von welcher Letzb'ren wir sagen können, dass sie der Gera- 
den 

= 0 

entspreche. Allgemeiner entspricht wie gesagt einem Kegel- 
schnitt eine (Jurve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten, 
d. i. wie dieser vom Gtsschlecht 0, in Ueberein.stimmung mit 
Art. 8.3. 

285. Das Entsprechen des Kegelschnitts und der Curve 
vierter Ordnung kann im Einzelnen erörtert werden; davon 
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Folgendes: Der Kegelschnitt schneidet jede Seite des Funda- 
mentaldreiecks z. B. in zwei Punkten; denselben ent- < 

sprechen zwei zu -1, in bestimmten Kichtungen benachbarte 
Elemente, d. h. also die Tangenten der Curve vierter Ordnung 
im Doppelpunkt A,. .le nachdem also der Kegelschnitt die 
Gerade A.^Ay in zwei nicht reellen oder in zwei reellen Punk- 
ten schneidet oder in einem Punkte berührt, hat die Gurve ‘ 

vierter Ordnung in A, einen isolirten Punkt, einen Knoten- 
punkt oder eine Spitze; ebenso für die andern Seiten und 
Ecken. So ist für eine Ellipse oder einen Kreis, welche 
ganz im Innern des Fundamentaldreiecks liegen, die Curve 
vierter Ordnung eine Curve mit drei isolierten Punkten, in 
den Fundamental|)unkten und einer nach denselben hin aus- 
gebauchten dadurch dreiecksähnlichen geschlossenen Curve im 
Innern des Fundamentaldreicks .(Fig. fi8.). Wenn die Ellipse 
dem Dreieck eingeschrieben ist, so hat die Curve vierter 
Ordnung drei Spitzen (Fig. 59.) in den Fundainentalpunkten. 


Kig. M. Fig. 69. 



Schneidet aber die Ellipse jede Seite in zwei reellen Punkten, 
so hat die entstehende Curve vierter Ordnung drei Knoten- 
punkte in den Fundamentalpunkten, und zwar in der Form 
der Fig. 60., wenn die Schnittj)unkte der Ellipse in jeder 
Seite zwischen den bezüglichen Ecken und nach dem Typus 
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der Fig. (i I wenn diese Schnittpunkte ausserhalb der bezüg- 
lichen Ecken liegen. Es ist zu bemerken, dass beim Ueber- 
gang aus der einen Form in die andere die Ellipse nach 
einander durch die Ecken des Dreiecks gehen muss, so dass 
der Uebergang nicht, wie man erwarten konnte, durch die 
Form einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen 
Punkte hindurchgeht ; wenn die Ellipse durch eine Ecke geht, 
so zerfällt die (Jurve in eine gerade Linie und eine Curve 
dritter Ordnung. Die vollständige Discussion der verschie- 
denen Formen ist interessant und nicht schwierig, würde 
aber ziemlich vielen Kaum erfordern; man hätte die Kegel- 
schnitte zu betrachten, welche in jeder Figur der unendlich 
fernen Geraden in der Ebene der andern Figur entsprechen. 
Die Anwendung derselben Theorie auf sphärische Figuren 
wird dadurch wesentlich vereinfacht, da.ss solche Kegelschnitte 
nicht auftreten. 

286. Die besprochene Art der Erzeugung der Curve vier- 
ter Ordnung mit drei Doppelpunkten führt sogleich zu ver- 
schiedenen Eigenschaften der Curve. Es ist bekannt, dass 
die sechs Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks mit den 
Schnittj)unkten seiner respectiven Gegenseiten mit einem 
Kegelschnitt verbinden, einen Kegelschnitt berühren und man 
weist leicht nach, dass die sechs Geraden, welche den vorigen 
für das Dreieck als Fundamentaldreieck nach dem Gesetz der 
Inversion entsprechen, die Gegenseiten wieder in sechs Punk- 
ten eines Kegelschnitts schneiden und also dass die sechs 
inversen Geraden gleichfalls einen Kegelschnitt berühren. In 
der That, wenn die Geraden 

Xf = CCX21 Xf ^ ® ® 2 > ‘*'2 ““ ß^Sl ß i 

X3==yx,, j;, = 

die Seiten 

Xj = 0, a:, = 0, = 0 

in sechs Punkten eines Kegelschnittes schneiden, so muss 
aa'ßß'yy' — t 

sein und diese Relation wird durch Einführung der recipro- 
ken Werthe von 

«,ß>V, ß', r 
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statt derselben nicht gestört. Nach dem Vorgehenden sind 
aber die Tangenten der durch Inver.sion aus einem Kegel- 
schnitt entstehenden (,'urve vierter Ordnung im Doppelpunkt 
A, die inversen Gera<len zu den Verbindungslinien von A, 
mit den Schnittpunkten der Seite A.jAj mit dem Original- 
kegelschnitt, d. h. die Tangenten derCurve in den 
Doppelpunkten A,,Aj,A^ berühren einen und den- 
selben Kegelschnitt, was sich auch aus der Gleichung 
der Gurve direct ergiebt. 

287. Wenn man von den Fundamentalpunkten A,,A^, A, 
Tangenten an einen Kegelschnitt zieht, so sind die sechs in- 
versen Geraden wieder Tangenten eines Kegelschnitts. Bei 
der Inversion des ersten Kegelschnitts in die Curve vierter 
Ordnung mit drei Doj)pelpunkten in A, , Aj, A^ geben aber 
jene Tangenten in ihren inversen die von den Doppelpunkten 
an die Curve gehenden Tangenten, deren Anzahl gleich 2 
ist, weil sie ini Allgemeinen durch p — 4 au.sgedrückt wird. 
Wir erhalten somit den Satz: Die sechs Tangenten, 
welche von den Doppelpunkten an die Curve vier- 
ter Ordnung gehen, sind Tangenten desselben Ke- 
gelschnitts. 

288. Den Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
entsprechen Kegelschnitte, welche dem Fundamenhildrcieck 
umschrieben sind und den Originalkegelschnitt doppelt be- 
rühren; den stationären Tangenten derselben solche Kegel- 
schnitte, welche jenen stationär berühren. Man zeigt ohne 
Schwierigkeit, da.ss vier Kegelschnitte der ersten und sechs 
der zweiten Art existieren, übereinstimmend mit den (,'ha- 
raktcren t =«= 4, i = G. Da.s Resultat rücksichtlich der 
Doppeltangenten läs-st sich aber auch unmittelbar aus der 
Gleichung der Curve ableiten, die man in der Form schrei- 
ben kann 

{atjZ, -I- + a-,.r., j/K.) 

= 2x,XjX3 [{l/(a.,^««) — «-..3} ^1 + {f'(«. 33 «ii) — «31} 

+ {F'(«m« 3 j) - «13} ^3]- 

In derselben bezeichnet der Factor von 2x^XjX^ gleich Null 
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gesetzt eine Doppeltangente, und der Wechsel der Zeichen 
bei den Wurzelgrössen giebt die vier Doppeltaugenten der 
Curve. Setzen wir dann abkürzcnd 

^53^1 ®31*2 “I“ ®12^3 ~ ^ 

a:, j/(aj,a3,) = y, , x, }/ («33 a „) = y, , X3 f/ (o, , a^,) = y, 
und repräsentieren die Gleichung der vier Doppeltangenten 
durch 0 = 0, so haben wir 

0 = (a: — y,-yj— yj) (a;_y, + y.,-f-y,) (x + y, -y.+yj) (a;+y,+!/ 2 — ya) 

= (a:*— y,'-y,’— y,3*)* — 4 -\-2y,y,y.^x) 

= (x’— y,’— y./— y3=)^ — 4« ,,03303;, U 

für U als die linke Seite der Gleichung der Curve. Man 
kann somit die Gleichung der Curve auch in der Form 
schreiben 

1(033X1 “I“ <*31 a;3-|“ 0,32^3)^ **;2**33^l^ ®.33**l 1^2^ ®l 1 **22 *3^ } ^ 0=0, 

welche aussagt, dass die acht Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten auf einem Kegelschnitt liegen. 

Wenn die vier Doppeltangenten durch t^ —0, /., = 0, 

^3 = 0, /, = 0 ausgedrUckt werden, so kann die Gleichung 
der Curve vierter Ordnung durch 

-f" ^2^ + ^3^ -)- «= 0 

oder 

1 ’ + <2’ + <3’ + - 2 1, C— 2 1 , <3 - 2 1, - 2 1,<3— 2U^— 2/3/3)* = ß-t UW X 

dargestellt werden; aus welcher Form erhellt, dass die /j = 0 
Doppeltangenten sind, deren Berührungspunkte auf einem 
Kegelschnitt liegen, und mit welcher man zeigt, dass die 
i‘unkte 

/, - /3 = 0 , /3 - /, = 0 ; /, - /;, = 0 , U-U= 0 ; 

0, t., — /, = 0 

Doppelpunkte sind. 

289. Wir haben so eben gezeigt, wie die Gleichung der 
Curve vierter Ordnung auf die Form 
UW= F* 

reduciert werden kann, und bemerken nun, dass für 

0=0, %v — Q und V = 0 

' \ 

SalraOD, H>>bero Carv«n. 
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als die Gleichungen von zwei Tangenten und der entsprechen- 
den Berilhrungssehne des Kegelschnittes aus der Gleichung 
/ uw = r* 

desselben, die Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

rTF= r’ 

für U, V, ir als lineare Functionen von 

unmittelbar entspringt. Endlich ergiebt sich daraus, da.ss die 
Goordinaten j"/ eines Punkfes des Kegelschnitts als quadra- 
tische Functionen eines Parameters 0 ausgedrilckt werden 
können, für die Gurve vierter Ordnung, welche aus ihm 
durch Inversion entsteht, die Ausdrückbarkeit der Goordinaten 

ihrer Punkte durch biquadratische Functionen desselben Pa- 
rameters. Die t.'urve ist also einläufig nach Art. 44. 

Die vorige Theorie der Gurven vierter Ordnung mit drei 
Doppeljiunkteu überträgt sich auch auf den Fall, wo diese 
Punkte alle oder zum Theil Spitzen sind. Die Curve mit drei 
Spitzen ist durch 

a:, i -f- a!j i = 0 

darstellbar und die Itückkehrtangenten werden durch die 
Gleichungen 

X, = X, = Z3 

ausgedrückt, gehen also durch einen Punkt. Die Reciproke 
dieser Gurve ist von der dritten Ordnung und hat die Glei- 
chung 

a.'l^ "f“ “I* 

welche das Vorige bestätigt. (Art. 217.). Wenn die Curve 
zwei Spitzen und einen Knotenpunkt hat, so gehen die gera- 
den Verbindungslinien der beiden Spitzen und der beider. 
Inflexionspunkte durch einen Punkt der Doppeltangente. 

Nur die im Art. 245. bezeichneten Fälle des Vorkommens 
höherer Singularitäten erfordeni eine besondere Untersuchung. 

290. Die Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit 
einem Berührungsknoten ist nach Art. 245. 
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+ ex, ‘ + fx{‘x.^ 
4- (jx,'^x^ + hx,x/ + (a-j* = 0, 
wenn der Punkt x, = Xi = 0 der Hernhningsknoten und die 
Gerade x., - 0 die entsprechende Tangente ist. Hat die 
Curve einen weiteren Doi)pelpunkt, so kann derselbe als Fun- 
danientalpunkt a;., = a;, = 0 geuomnieu werden und es muss 
dann d = h = i — 0 sein; so dass die Gleichung eine qua- 
dratische Function von 

y*» 't' -1^ 

wird , nämlich 

(a-.^a-j)’ -f hx^ . x^X; -f- cx,x.^ . XoX^ + c a, ' -j- fx,' . x,Xj 

+ 

Wir erhalten somit die Gleichung einer tJurve vierter Ord- 
nung mit einem Ueriihrnngsknoten und einem Doppelpunkt 
aus der allgemeinen Gleichung eines Kegelschnitts, indem 
wir die x,x^, x,^, r.^x^ für x,,Xj,x., respective substituieren. 
Da nun die Relationen 

ar,' : Xj ; x,,' = x,Xj ; x,^ : XjX„, 

die andern 

a', : 3^2 : a., = x,'x./ : x,"'^ ; x/Xj' 

bedingen, so ergiebt sich eine ganz analoge Theorie für 
diese Curven vierter Ordnung wie für die mit drei verschie- 
denen Doppelpunkten. Die Constanten können so bestininit 
werden, dass der Doppelj)unkt zur Spitze oder der ßerüh- 
rungsknoten zur Knoteuspitze wird, oder da.ss beides zugleich 
eintritt; und die Theorie erweitert sich so auf die Curveii 
vierter Ordnung mit zwei verschiedenen singulären Punkten, 
Doppelpunkt oder Spitze und Herührungsknoten oder Kno- 
tenspitze. 

291. Die Gleichung der Curve vierter Ordnung mit einem 
Osculatiousknoten i.st nach Art. 245. 

(,r.,a.’3 — mx,^y -f- cx,x.j (x-jX,, — »» x,‘'j -f dx./‘Xj -|- (/x,^x^'^ 

-f- h a;, x.j^ + i x^' = 0, 

eine quadratische Function von 

.rj.ij — 1HX,-, x,x.2, x^. 

21 * 
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Und da aus 

x^ : X./ : aj/ = x^XJ : x^ : x.,x^ — tnx,'‘ 

die Relationen 

x^ : x.^: X, = x,'x./ : x./’ : x/x.,' + »ix,'® 

folgen, so existiert nucdi für diesen Fall eine Theorie, welche 
der der Curveii mit drei Do|ij(eljmnkten analog ist. Die Con- 
stanten können so sjieciali.siert werden , dass der üsculations- 
knoten zur Herührungsknoteiispitzc wird und die Theorie für 
diese (hirvcn gültig hleibt. 

In allen diesen Fällen haben wir die Coordinaten x< 
eines veränderlichen Punktes der Curve vierter Ordnung als 
(luadralische Functionen der x/ d. h. der (.'oordinaten eines 
veiänderlichen Punktes eines Kegelschnittes ausgedrückt oder, 
da die letztem bekanntlich (juudratische Functionen eines 
Parameters 0 sind, als biquadmti.sche Functionen desselben 
Panvmders. 

2!t2. Es bleibt endlich der Fall der Curve vierter Ord- 
nung mit dreifachem Punkt von allgemeiner oder spe- 
cieller Art zu erwähnen, für welchen die in den letzten Artikeln 
gebrauchte Behandlungsweise nicht anwendbar ist, während 
wir doch leicht in anderer Weise die Coordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrücken können. Den- 
ken wir den Punkt x, = x.^ = 0 als den dreifachen Punkt, 
so ist die Gleichung der Curve nothwendig von der Form 
x.,M*’i = «0) für ui’i und u0> 

als homogene Functionen dritten und vierten Grades in x,,Xj. 
Setzen wir dann 

' X2 = 0X|, 

so wird 

X 3 0'5> = x,e<‘i för 0(ä), 0W 

als Functionen dritten und vierten Grades von dem Para- 
meter 0; es sind also x, , Xj, Xj respective proportional zu 
0'», 001^1, 0W. 

Diese Methode entspricht genau den allgemeinen Grund- 
sätzen des Art. 44. Die veränderliche Gerade Xj==0X|, die 
durch den dreifachen Punkt geht, schneidet die Curve in nur 
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0 i n e m andern Punkt, dessen Coordinaten daher in 9 rational 
ausdrückbar sind. Und wir würden zu denselben Ergebnissen 
gelangt sein, wie wir sie entwickelten, wenn wir in den vor- 
her untersuchten Fällen die nämliche ifethode angewendet 
hätten; wenn wir also im Falle der Curve mit drei Doppel- 
punkten den veränderlichen Punkt als den beweglichen 
Schnittpunkt der Curve mit einem Kegelschnitt betrachteten, 
der durch die Doppelpunkte und einen weiteren festen Punkt 
der Curve geht. 

Wir heben endlich den Fall einer Curve vierter Ordnung 
mit dreifachem Punkt — js.,' besonders hervor, weil er 

genau in der Weise des .\rt. 213. behandelt werden kann. 
Die Curve hat aus.ser dem dreifachen Punkt nur einen Un- . 
dulationspunkt und ihre Reciproke ist eine Curve von der- 
selben Art. 


Invarianten und Covariantrii von Curven vierter Ordnung:, 

293. Wenn wir die Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung in voller Länge schreiben müssen, so wollen wir sie in 
der Form schreiben 

ax^* -f- hx.,* -f- cx,' -f- ß /Xj’x,* -(- -j- ß hx^‘x,’‘ 

+ \2lx^'*x.^x^ 12w.rj’x.,.r, -f- ]2 nx^-x,x^^ 

-j- ■^a.,x^'^x.^ + 4aja;,^x, 

-f- diiX/’x, -|- Ah.^x^ + 4C|X,^a;, -+- 4c._,x,’x^ = 0. 

Die Coucomitante der niedrigsten Ordnung in den Coeffi- 
cienten ist die Contravariante des Art. 93, vom zweiten Grade 
in den Coefficieuten, deren symbolischer Ausdruck (|12)' ist 
und durch deren V^erscliwinden ausgedrückt wird, dass die 
gerade Linie die Curve vierter Ordnung in vier Punkten 
schneidet, für welche die Iiivariante S verschwindet. („Kegel- 
schnitt“ Art. 340., Wir werden diese Contravariante 

ff nennen; sie ist vom vierten Grade in den und wir schreiben 
ihre Coefficieuten .4, etc. und geben in folgendem ihre 
Werthe: 

A = bc 3f‘ — 4&.,c,, B — ca 3g* — 4 c^a^, 

C = ab 3h* — 4a.^ö, ; 
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F - <tf -f- <jh + — - "j '* — -^3 ”•> 

(i = hy + hf+ 2m‘ - 2h.J - 2b^ h, 

II = eil -j- l'g + 2h* — 2c, m — 2pj/; 

L = 2 fl mn — yh^ — hr.^ -|- ?i| e, , 

21 == 2ym — nl — hi\ — + c.^a^, 

N = 2hn — Im — fa^ — yh^ + 

= l> me., — ;5 nf — ch^ , 

- Ij = 3 h/v., — 3 mf — fcc, + 

11^ = 3 II II; — 2 ly — fl Cj -f" ‘’i <*',• ) 

7)i — 3 lc^ — 3 iiy — ca.; -f- 
(J, = 3 Ih, — 3 m/i — fcfl., -j- « 2 ^:iJ 
Cj = 3 mflj — 3 Ih — a 7», a., ?<,. 

204. Die eben entwickelte ContravarianM ist die Evec- 
tantc der einfachsten Invariante A, welclie vom dritten Grade 
in den ( ’oefficienten ist und die den symbolischen Ausdruck 
(123)* hat; d. h. aus welcher o hervorgeht durch Vollzug 
der Operation 


SO dass umgekehrt aus den vorher gefundenen Werthen der 
C'oefticienten von 0 die von A abgeleitet werden können. 
Es ist 


A = o6c + 3 («/■“ + i**/' + + 

-f- 12 ifl- ym- + /(H*) + 6 fyli — \2lmn 
- 12 {a.,nf -{■ fl., >«/■-(- h^nh -\-h.Jy c^ mh -f- c^nh) 

+ 12 (^h^c^ + me.^a., + »*0363) + 4 {a.,h;Cy 4* a;h^c.;). 
ln der Bezeichnung des Art. 224. erscheint A in der 
Form 

r (</*) + 4 {(Ica) + 3 (</i*) — 12 (c*t) 
mit (</■’) = — 4(/,rf3 -f- 3rfj*, (flca) — <»„ — 3 d;C; 

4- 3 <7.,c, — (/ 4 c,,} + fl, {rfjCo — 3(l;C^ + 3 d^c.; — d„C;), 
{dV‘) = (/„ ö,,* — 4 (/, l>, h.; + 4 d.,h;^ + 2(7.4 K f'i — 4 d.; b„ h, + d; 6„*, 

^c*7<) = 6j (CoC., — C|*) — 7/| (CijCj — CjCj)- 
+ ^0 (®1 *"3 ^2') > 

WO die Invarianten (d*), (dca), etc. aus der Theorie der binä- 
ren Formen wohl bekannt sind. 


295. Die näehst einfache Invariante ist vom sechsten 
Grade in den Coefficienteu. Man kann sie aus den sechs 
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Gleiclmiigen , die diircli zweifiiclie Oifferenfiation der gege- 
benen Gleichung nach den .Vi entstehen, durch dialytisclie 
Elimination der sechs Grössen a:,’, x.^, x^'^, XJ^x^, a;,a:, , 
bilden; wir bezeichnen sie durch B und ihre Determinanten- 
form ist also / 


a, 

h. 

U< 

l, 

^3 J 

a., 

h, 

h 

/; 


m, 

h 

!/, 

f, 

C, 

c.„ 

Ct, 

n 

l, 


’ ^2) 

f, 

»b 

m 


m, 

C|, 

», 

<J> 

l 



n, 

m, 

l, 

h 


Wir merken an, dass Clebsch diese Invariante gebraucht 
hat, um zu zeigen, dass die Form 

P' + (t* r' + s' = 0 

mit p, q, r, s, t als linearen Functionen der Coordiuaten 
nicht jede beliebige Curve vierter Ordnung darstellen kann. 
Sie enthält vierzehn unabhängige Constanten, weil die p, q, 
etc. je drei beliebige Constanten enthalten, und kann daher 
auf den ersten Blick als eine kanonische Form angesehen 
werden, auf die jede ternäre biquadratische Form gebracht 
werden kann. Aber indem man für sie die Invariante B bildet, 
findet man, dass dieselbe verschwindet und dass diese Form 
daher nur eine Familie von Curven vierter Ordnung darzu- 
stellen vermag, für die eben die charakteristische "Relation 
besteht B = 0. "') 

29ß. Bei Berechnung des Werthes von B ist es vortheil- 
haft, den folgenden Werth einer symmetrischen Determinante 
mit sechs Reihen und Zeilen zu benutzen, deren Elemente 
durch a’, ab, ac, etc.; ha, , etc.; etc. bezeichnet sind, 
nämlich 

aW-c'tPc’-P - I + 21 de. cf. fd 

+ Ia’h^(c(7)5 {cfy — 2Ta-‘h\ cd. de. cf. fc 

+ 2 Z hc. cd. de. ei. fb -2Z a'‘{hcf de. cf (d 
+ 2 Z {aiy cd. de. cf. fc-Z (ahy (erf)’ {<f)' 

— 2 Z ah. hc. cd. de. cf fa + 2 Zah. hc. ca. de. cf. fd. 

Der entwickelte Wertli von B ist folgender: Wir deu- 

ten die Glieder meist nur durch Punkte an, welche durch 
Buchstaben- und gleichzeitige Indices- Verschiebung, wo Indices 
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auftreton, aus den nächstvorhergelieiiden entspringen, wobei 
/) 9i "<■> h> cyklische Gruppen 

bilden. 

nhc (J(jh — fP — (jttP — ä h’ + 'ilnm) 4- hc — Pyh 
-f- {gm — nl) fl., / -t- 2 (ÄM — ml) a j -}- («’ — (g) 

+ (»»’ — fli) «. 1 * + 2 (// — mn) fl.,«,} 4- ■ • 

— (fl/* 4" + cIP) {fgh — fP — gnP — htP 4* ^Imn) 

4- lilnftiPiP 4" hgtPP -\-chP ttP)-\-2aP (/», f/»i4"^i^*”*)4" ‘ ' 

— 2nf(h,tP 4- — • • 4" 2«// {b.jtp 4" c,w’) 4- • • 

— 2 afmn {h^g c,h) — • • — 2n (Ä,mn* 4" c^m^n) — • • 

4" fl 4" c^bm'‘) 4" • • 4" 2«/’/ (mh.fCf 4" 4" ' ' 

4 - 2amn {mb^Cf 4 * — — 2af(hnb^Cf-\-gmbfC^) 

4“ 2 (fgh 4- Imu) (ab.^c.i äc, «, 4" cfl.,Ä,) — 2 afPb^c^ 

— 2 {aPIb,c^ 4- hg'^mCja.^ 4“ clPnaJ>f) 

— 2«Ä.,r, {b^gn 4- c^htn) — • • 4" 2 «Ä,C| (c., h>’4" 4 — 

— 2 al (mbfCf‘ 4“ • 4" « {bb-.(‘c(‘ 4- gbf^c.f^) 4- ■ * 

4- fl/'/'i*<-|* 4 f- 2fl/Ä,c,Ä,c, 4- • • 

— 2flÄ,f, 4“ — • • + 2/^^’Ä’ 

— fgb CfP 4" gm’’ 4” btp) 4 - 10 fghlmn — (fP-(-gm'‘-\-hn^‘‘ 

4- 2lmn (fP 4- gnP 4- hiP) — PnPiP 
4- 2 ib^gn 4- c^hm) (giiP 4" biP — 2fP — fgh — Imn)-^ • ■ 

4- (gh — P) (b.^g — c.,/i)’ 4 1- 2a^a,P (2ww — fl) + ■ • 

4- 2 /Ä, c, (fgh -j- Imn fP — gnP — htP) 4- • • 

— 2 ghlHtlb^r, — • • 4“ 2 (bfC.,gm 4- b.jC^hn) (gh 4- 2P)4-- • 

— 2 (a^‘‘c^pm ■j-bj‘a.^g-n-\- c^^b.JiH 4- a,*Ä,/"-’)i4- bf^c^g^l 4- c^a^JP m) / 

4- 2fmn (fl,’rj 4- Aj’ä.,) 4- • ■ 

— 2(rt,,Ä,c, 4" (hbicf) (fP 4- i/’fl* 4" b*i‘‘ 4- Imn) 

— 2 /■«.,«., (r.^tiP 4- bpP) — ■ • 4" 2 (// — mn) (gb,c^a^-(- hr.,a,b^) + • • 

-(Pfj,^c,^ + nPc,^a,^ + iPa,^b/) 

4- 2(fi.,C|fl._, — (b:,gl 4" c,hm 4- flj/'w — CjÄ/ — O:\fm — b,gn) 

4- 2 (Ä,f,a.,fl.,/’ 4- c.^a.^b.jb,g'‘ 4- ayb.^c,r^JP) 

— 2gh (Ä.,’rt,c, 4" t'^o^bf) — . . 4- (4/1 — 2tHu)r,«jfl.,Ä,4-" 

4- 2 (a 2 Ä;,e, 4" ^^bfCj) (lb,Cf mc^a., 4- na.Jßf) 

— («2?>rt'’i + n^b^cf)P 

297. In der Bezeichnung der Art.-224., 294. ist der Werth 
von B 

r (<P) (IP) - r (iPcH) 4- r (de*) — (tP) (6 a*) 4- (iPc‘a‘‘) 

4- 2 ((Pcb‘a) — (IP)(tPb^) — 2(dcHa) + (dc‘‘P) — (c’Ä)’ 
mit folgenden Werthen der einzelnen Theile 
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(<P) = (l„(l,d, + 2rf,rf.,(?3 — — d^^-, 

{iPc>h) = h„ ^c.,’ ((?orfj — d^^) 4- 2c, Cj — rfof/j) 

+ 2c, '3 - ri,*) + Cj» {d,<.h-d,^) + 2 e,c,{d,d,-d,d,) 

+ — 'V)} + h — '4’)+2CoC|(<?3rf3 — 

+ 2 C0C3 (</,</., — rfj*) + c,’ (J„rf, — tfj2)+ 2c,c,(rf,rfj — («„rfj) 
+ c./ ^4/3 - (/,’)} - 2 h, {c„c, (d,d, - <i, 5 ) 

+ — i^(h) + C«f3 (<^'^3 — '^3*) + '’l’ ('^^^3 

+ {ih^t + (lyd^ — 2rfj’) + (C,C3 + Cj*) (J,f/j — 

+ f-if-i ishAi — '^'0 } ; 

hieraus entsteht [(Pc‘‘n‘), indem man «„*, «„«, fiirfc„, 6„ i, 

einsetzt. Sodann 

{tlc*') = (Cj C3 ^3^)^ 2^/^ (C0C3 ^1^2) (^1^3 ^2^) 

-}- d^ {(®g^3 *^1^2)^ "I" 2 (<^o*'2 ®1*) (*3*^3 

2rf.| (CqCj c,^) (CgC3 C|Cj) -|- d, (cgCj c,^) ; 

{hn'‘) = hjrto’ — 2 h,n„n, + {(Pcidn) = [/'u«,c, 

— h, (rt,c„ 4 - «gC,) + 63«gC„} F+ {h„a,Cj — b,{a,c, + a„c,) 

+ ^'2«0<‘l} Q + {*'u«l<’3 — ^>1 («1^2 + «0<^3) + ^2«0«‘2} ^ 

mit den Wertheu 

P = 6„ (d,d, - d,->) - h, [d,d, - d,d,) + h, {d,d, - rf./), 

Q = K (>iAt — ~ ('V — (lAi) + ''2 

n = h, (fi,d, - (/,*) - b, {d„d, - d,d,) + b, {d,d, - d,^). 

Ferner 

{(Pb^) = {d,d, - rf,’) b„^ + {d,d, - d,^) b,^ + (d,d, - d.’) V 
+ 2&, b,{d,d,-d„d,) + 2b,b„ {d, d,-d.^) + 2 V>, {d,d, - d,d,); 
(dc^ha) == a„ jP (c,C 3 — Cj’) 

+ Q («2^1 — '•»O + li — c,’)} + a, {F (c„Cj — c, 5 ) 

-(- (/ (c,Cj — CgCj) -|- I{ (c,C3 — c,'’')! mit den Wertheii 

1 = /-fp {ßAl ^3^^l) "I” (^3^^n ^1^2) “I“ ^2 (^1 ‘ ^2^^o)» 

V = ^<0 (<'2<^3 — Cjrf.) + ^1 («3<^l - + *2 (C|<^2 — C2<^|)» 

li = fc„ (c,d, — Cjdj) + fo, (Cgdj — c,d,) + 6j (Cidj — Cjd,), 

F ==bg (Cjdj - c,d,) + &, (Cgd, - Cjdj) 4- b.j (c,dj - c„<4), 

(/ = ^<0 (C2f^2 — '^l'^3) + ^1 (<^of^3 - eAl) + K ('■|f/l — •'Aj)> 

K = fcg (Cjd, - C|d,) + 6, (Cgdj — Cjdg) + (c,d„ — c„d,). 

Endlich 

(dc=6’) = dg {Cg’fcgfcjS — 2 Cj CJ (hg6,ftj 4* l> ,^) + 2c^c,b,^h^ 

+ <-A (W + - 4c,Cjfc,V 4- b,W} 

— 2d, {C 3 » V*i — CjCj (ftgV>-3 -f- 2tgft,’) + c,,c„b,‘‘bj 
4 - 2c./b„b,bj 4 c.,c,b,‘‘b.j — 2c,,c.^b,b.^ — c,^b,b.^ -f- 

+ <^2 {«3^V - 2CgC, (Vi>2 + 2&0^’) + äCgCg (6,’ + 6g6,6,) 
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- f,’ iW + '^W) + 2r,r, 

- - r,’ (/,„V + 2//,/-/) + r„=V} 

- 2,1, \,VWh, - c„,y{b„hj + 2b.M + r„r,b„b-‘ 

+ 2c^■b„b^bJ + c,eibj>t'‘ — 2r,r,V^i — c/^'i V + «'■.•'■|V} 

+ <1, — 2<-„<’i + ?>,’) + 2c,,c,b^'^b„ 

+ c,^ (V^'j + •'^'^0^1*) — 4cuC,i<, V + Vc/} ■) 

{c^ b) = b, (^1)^2 (<*0^3 ^ 1 ^ 2 ) (^J^3 ^2^)* 

298. Wir haben im Art. 222. f^eselien, dass wir durch 
die Keiuituiss einer biquadratischen Covariante in der Lage 
sein würden, aus jeder bekannten Invariante eine Reihe an- 
derer Invarianten abzuleiten und wir können eine solche Co- 
variante erhalten, indem wir die Gleichung bilden für den 
Ort eines Punktes, dessen erste Polare eine Curve dritter Ord- 
nung mit verschwindender Invariante S ist, oder indem wir 
die Invariante S (Art. 221.) der cu bischen Polare 
gleich Null setzen. Die Covariante N der biquadratischen 
Form 

a.c' -)- bl/' -f- es' (/«' -|- c«' = 0 
ist von der Form 



+ L-|-i'_|_£ = 0. 


Und da wir früher sahen, dass die erstere Form, obwohl 
scheinbar eine hinreichende Zahl verfügbarer Constanten ent- 
haltend, eine specielle ist, auf welche die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung nicht allgemein reduciert werden kann, 
so gilt dasselbe von der letztem; nur unter Bestand einer 
gewissen Relation zwischen den Invarianten ist diese Rcduc- 
tion ausführbar. Unter den verschiedenen biquadratischen 
Covariauten, welche existieren, ist die vorerwähnte vom 
niedrigsten Grade in den Cueflicieuten. .lede andere Cova- 
riante vom vierten Grade in diesen muss von der Form 


S + kAir 

sein für k als eine numerische Constante, und A als die 
erste Invariante; man bestätigt diess leicht in Bezug auf die 
Covariante, die man erhält, indem man von der Conlravari- 
ante des Art. 293. die Contravariante bildet. 


299. Die allgemeinen Werthe der Coefficienten von S 
sind nicht berechnet worden; ebensowenig irgend welche 
höhere Invarianten. Wir haben es jedoch für nützlich ge- 
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halten, den hesondern Fall zu untersuchen, wo sich die bi- 
quadratische Form auf ihre ersten sechs Glieder reduciert, also 

6x,’x,/ - 0. 

Diese Form enthält nur elf Constauten implicite und ist 
daher eine sehr specielle Form der allgemeinen Gleichung; 
aber sie bietet sich leicht der Berechnung dar, weil die Cova- 
riante S von derselben Form ist, schreiben wir 
ax,^ -j- bXj^ + 0X3* + GfXa’x.,’ + (igXj-x,^ + 6hx,’x./ = 0; 
deshalb kann nach Art. 222. aus jeder Invariante eine andere 
durch Vollzug der Operation 

abgeleitet werden, eine Operation , die wir durch den Buch- 
staben <t> bezeichnen wollen. Indess freilich Invarianten, die 
im Allgemeinen existieren, für diesen spcciellen Fall ver- 
schwinden können, so bleiben doch die Invarianten, die in 
diesem Falle verschieden sind, auch im Allgemeinen verschieden. 
Bei Berechnung der Invarianten unseres Specialfalls erhalten 
wir natürlich alle die Glieder der allgemeinen Invarianten, 
welche nur die Coefficienten n, h, c, f\ g, h enthalten. 

Die Werthe der Coefficieuten von S für die fragliche 
Form sind nun 

a = Qg'‘h'‘, b = öh'^p, o = OPg'^’, 
f = bcgh — f {hg- + c¥) — Pgh, 
g = cahf—g (cJi^ 4- aP) — fg^i, 
h = alfg •— h {af^ h/) — fgh'K 
Wir merken auch an, dass die Werthe der Coefficienten 
der Covariaute a im Art. 293. in diesem Falle sind 
A = hc -f Sp, J{ = ca + ?,g\ C = ah 3/»’-, 

F = af gh, G = hg -f /i/', H = ch fg. 

3tlO. Für das Weitere scheint cs zweckmässig, die folgen- 
den Abkürzungen zu gebrauchen: 

ahc = L, ap hg‘‘ ch‘‘ == P, heg'^Jr -f- caWP 
-f ahPg-^ = Q, fgh = P; 

dann werden die Ausdrücke der vorher berechneten Invaricau- 
ten für den spcciellen Fall 

A = P -f 3P + 6P, B = LP -f 2P’ - PP oder 
B = ^P — 4PP - 4P-'. 
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Die Ergebnisse der Operation <t> an diesen verschiedenen 
Grössen sind 

<b(L) .= 0(P) = <oLR - 2 FR - 4Q + 18iJ% 

0(V) = — 2F(^ — 4R(J — QLR^ + \2F1P + 4LFR, 
<J)(jK) = Q — 2FR ~3R‘, also 0{A) = 18B. 

Wir können sodann eine neue Invariante vom neunten 
Grade in den Coefficienten erhalten, indem wir die Operation 
0 an B vollziehen. Das Ergebniss ist 

d)(B)^C, = Q{L— F+ \4R) — LR{2F+ DR) 

+ R (21« - 3 FR — 30 Ji^). 

Diese Invariante ist aber nicht die einzige unabhängige 
Invariante neunten Grades in den Coefficienten. Wenn wir 
die allgemeine Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

I«, -1- ti^e -(- -)- cs' = 0 

schreiben, so sind die höchsten Potenzen von c, die in einer 
Invariante neunten Grades begegnen, die dritten und c ist 
mit einer Invariante sechsten Grades in den Coefficienten von 
der binären biquadratischen Form multipliciert. Diese 
letztere Invariante muss von der Form 

s^ + 

sein und jede Invariante neunten Grades kann in zwei Theile 
zerlegt werden, von denen der eine c’ mit und der andere 
c’ mit f multipliciert zeigt. Der erste Theil kann in der 
Form 

lA^ + m AB -f MC, 

ausgedrückt werden mit A, B, C, als den vorher berechneten 
Invarianten. Für den Ausdruck des letzteren ist eine neue 
Invariante nöthig, und wir wollen einen der Wege augeben, 
auf denen dieselbe erhalten werden kann. Es ist aber vor- 
erst nöthig, einige andere Covarianten und (’ontravarianteu 
zu erwähnen. 

301. Der Werth der Hesse’schen Covariante für unsern 
Fall ist, mit Andeutung einiger durch die cyklische Verschie- 
bung 'a, b, c] f, y, h aus den vorhergehenden entstehenden 
Glieder durch Punkte 
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nghx^* + + cfgx^^ -|- {ahg-\-ahf — ^gK^)x^*x ^ -\ — 

+ {ach + n fg — ‘^g'‘h)x*x^^ H 

-f- {nhc — ‘inP — 'ihg'^ — 'dch‘ -f- ISfgh) x^x.^x^. 

' Es wurde ferner schon in Art. 92. constatiert, dass eine 
(Jurve vierter Ordnung eine Coutravariante sechster Klasse 
hat, deren Synilxil (|12)’^ (|23)* (631)’ ist; der Werth der- 
selben für den betrachteten Fall ist in derselben Abkürzung 
wie vorher 

{hcf-- -!-■• + {heg + Gcfh - 3/^)6, + • • 

+ {Ich -f (ibfg - 3/-’A)6,'6:,^ + • • 

-t- {aic - 3 («r + bg^ + ck’) -f 48fgh) t.’lj’S,,’. 

Wenn man in diese Formen Diiferentialsymbole einführt, 
und die mit der einen ausgesprochenen Operationen an der 
andern dieser F^ormen ausführt, so erhält man 
A’ + 57GB. 

Wenn wir mit der Contravariante a an der Hesse’schen 
Covariante operieren, so entsteht eine quadratische Covariante 
vom fünften Grade in den Coefficienten und wenn wir mit 
der biquadratischen Form selbst an der Contravariante sechsten 
Grades operieren eine quadratische Contravariante, vom vier- 
ten Grade in den Coefficienten; diese Formen sind 
{afx^^ + hgx.,'‘ + cÄ V) + 3P + 3072) 

-f- {c,hx,^ + A/’x,’ + fgx,-‘) {IQL -6P-V2R) 

— 4 (rt’/’x,’ -|- h'^g^x.^ -f- c’Ä’Zj’); 

+ 9W + Ä6:,’) (3L + 5P + 272) 

- 8 (flPI,’ + hg^l,^ -f cA>|,’) 

+ 4 {hcgh%^^ 4- cahfi^^ + ahfgl-^^). 

Wenn wir in jede dieser beiden Concomitanten üifferen- 
tialsymbole einsetzen und damit an der andern operieren, so 
erhalten wir eine neue Invariante 

0, = (80L — 32P-f-448P) g-f-3PJ - 6P’P — 134 P’P 
+ 3 PT.’ + 128 PPP - 60PP’ + miUi 
4- 408 PP’ — 72 P». 

Für die betrachtete biquadratische Form scheint keine 
andere unabhängige Invariante neunten Grades zu existieren. 

W'enn wir z. B. mit der quadratischen Contravariante 
an der biquadratischen Form selbst operieren, so ist das 
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Resultat iu Function der vorher gefundenen Invarianten dar- 
stellbar, nämlich in der Form 

3C, — 80c, — 18ÜAB. 

Mit Vereinfachung könnten wir vielleicht als die zweite 
unabhängige Invariante wählen 

i (C,, - 32 C.) 

oder 

C, — \G QL + F' -2 FL - CG 11 FL^ + 64 FL R 

-f 1 2 FR^ -f 34 LUi + 232 LR‘ + 20G R\ 

302. Wir gehen znr Bildung von Invarianten vom zwölften 
Grade in den Coefficienten über. Zuerst die cubische Inva- 
riante der biquadratischen* Form S bilden wir mit Hilfe der 
Formeln 

P' = 21GIi«, 

F = G — 2F(^R — 4R^Q -\-2F‘ F - 2FLR^ 

-\r AFR^ + QL 1 P -\-^iR'), 

R^(f —2LRQ— F‘R- - 2FR^+ L’ R^ + 4LR^ - R\ 
also L’ '4 F V> R = G7J, , 

wo 

D, =a + V (- QFR - 2LR — 12P’) + bFR-^ 

- ÜFLIV -f WFR^ -f- L‘>R^ + 22L7P -f 44R' ist. 

Wir erhalten ferner durch Vollzug der Operation an C, 

D, = 24 V’ + Q (4 F> — AFL — 84 FR — 20 LR — 248 IF) 
— 4 P‘Ji — 14 FR^ + 4 FLUI + 144 FLF -f 444 FIF 

— 18L’P2 _ 84LR-* + 2\GR*. 

Durch Combination dieser beiden bilden wir 
D., — 6 D| “= 4 D 3 wo 

H 3 — Q{F — PL - 12 FR - 2LR — 44R’) - P^R 

— \\FR^+ FLUI -f 45PLP’ -f 9CPJJ^ — 

— MLR^ - 12 R* ist. 

In Function dieser und der andern vorher angegebenen 
Invarianten können die andern Invarianten zwölften Grades, 
wie «t> (0..) und die Discriminante des contravarianten Kegel- 
schnitts ausgedrückt werden. Ebenso auch die Invarianten 
der biquadratischen Contravarianten; wir haben 
i' = Z,ä -f ZPL -f 9g -f 21 R\ 

R = LR + Q + PR+ R\ 
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p = 3 P- - 5^ + ^rn + PL + CLP + 9iP, 

+ r^(3P> + 4PL + 24PP+ L2 — 8LP+CP’) 
+ I2P'LP + + 4PL'P + 10PLP2 

+ 36P7i‘ - 3GLP’ + 27 P« 

und sodann 

A' = A + 12b, B' = 4D, + AC, + A’B — 12B’- 

303. Es ist zu bemerken, dass während nur eine quadra- 
tische Contravariante vom vierten Grade in den Coeflicienten 
existiert, zwei quadnitische Convarianten fünften Grades vor- 
handen sind, nämlich ausser den früher ge)?ebenen diejenige, 
welclie durch Operation mit der quadratischen Contravariante 
an der biquadratischeu Form selbst entsteht; sie ist 

(3L -f 9P -f- 10 P) -f- chx^^) 

-f (lOL + 2P+ 477) {ghx,^ + • •) - + • •)• 

Durch Verbindung mit der früher gegebenen bildet man 
die einfache Form 

4Ii{afx,^ 4- . .) + (L - P - 2P) G/Äa;,’ + . .) 

Die Discriminante der Letztem giebt die einfachste In- 
variante vom fünfzehnten Grade, nämlich für 
üf — L - P— 2P, 

E, ^ lCyMlP<^ + 4J»/’7CP+ Jlf'77' 4- C4L77^; 

o<ler 

E, — 1C(L — P— 277) 7^77- 4- 77^ {37" - 57"L 4- 107«P 
4- PL2 - 4 7'L 77 4- 4 ril‘ 4- 7P — C L-lt 4- 70 L77-’ — 8 77»} . 

Die drei übrigen Invarianten des Kegelschuittssystems 
sind übrigens auch Invarianten der Curve vierter Ordnung 
vom nämlichen Grade und wir können ausser ihnen noch 
<1>D|, «hD.,, etc. berechnen; alle sind mittelst E, und Ej“') 
ausdrUckbar, wenn das Letztere ist 

E., _ 1G(L — P - 2 77) 7/^ 4- (3 7" — 57"L — GP'P 
4- PL» — 22HPLJ{ — 2M2PH’ -f L» -f 298 L-'P 
4- 2iyMLJi^ — 429677») Q 
4- 77 (- 12P' 4- 44i"L — 52i"L» 4- 20 PL») 

4- P' (;1487" — 852 7« L 4- 308 7»L» 4- 324 L»j 
4- 77» (13207" — 410 PL 4- 210 L») 

4- 7207*77» 4- 1137077' - 804 77». 
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Es giebt ferner zwei unabhängige Invarianten vom Grade 
achtzehn; die erste ist das C, der biquadratischen Contra- 
variante, nämlich 

F, = 128 

-f 48 -f 80 PL + 368 PjR + 32 L’ - 528 LIi - 160 B^) 
+ Q{9P*— 12 F^L — \08Fli - 2F^L^ + 3241« Z,P 
+ 240F‘R^ + 4PL^ + GOPL‘R — 28SPLR^ + 528 PR^ 
+ L* — 20LUI — 400 L’P’ — 2512XÄ> - 144 li<) 

-f \SFR - 24P'Z,2{ + 27J«P’ — 4l«P*li-f 180J»Z-P'^ 
+ 60P>P' + 8 J«L’P -I- lUFL^R^ + imFLR^ 

-f 288 1«P* + 2PL*R - AAPL^R^ + Ö2PL^R^ 

— b92P LR* + 288 PP' - 21 L* R‘*—60L’*R* — T20LUi* 
— 2076 PP' -f 240 P". 

F, — 128 + g* (— HP2 — 240PP — 5312PP + 3l2P’ 
+ 9536PP + 11680P’)-f ö(— 18i«+541«P+ lUÖPäP 
-54P’L’ — 1978 1«PP + 7548 P’P"-f- 1 8 PP* -f 262 PP’P 
— UZ2PLR-* -f A9212PR^ + blOLUi + 1620 L'*R‘ 

+ 6648 P P' + 77808 R*) + 2AFR — 16 P' P P — 1 224 P* IP 
-f SAFLOR + 2622P*LR‘* — 13032 P*P' — 36P'P>P 

— 946 J«P’P» + 8268P^P1P — 30192 P»P< + APL*R 

— S22PLUP — 368 PP» P' — 73784 PP IP — 5472 PP' 
-f 114P^P» — 1524P'P» — 14712P»1P— 113904PP' 

+ 25920 P«. 

Auch in diesem speciellen Falle ist keine lineare Abhängig- 
keit der gegebenen Invarianten höherer Grade von denen 
der niederen erkannt worden, noch haben wir zu entdecken 
vermocht, dass die üiscrimiuante in Function der niedrigeren 
Invarianten darstellbar sei. 
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Siebentes Kapitel. 
Transcendente Corven. 


3()4. Nachdem bisher ausschliesslich Gleichuugeu discu- 
tiert wurden, welche auf eine endliche Zahl von Gliedern mit 
positiven ganzen l’otenzen von x und ij reducicrbar sind, 
bleibt Einiges von den Eigenschaften der durch transcendente 
Gleichungen dnrgestellten Curven zu erwähnen. Da dieselben 
Kunctioncn enthalten, welche nur durch unendliche Reihen 
von algebraischen Gliedern ausdrQckbar sind, so sind trajis- 
cendcnte Curven als Curven von unendlich hoher Ordnungs- 
zahl zu betrachten, als Curven also, die von einer geraden 
Linie in unendlich vielen Punkten geschnitten werden 
und die eine unbeschränkte Anzahl vielfacher Punkte und 
Tangenten haben können. Es lässt sieh daher eine allge- 
meine Theorie von den tjingularitäteii dieser Curven nicht 
geben, aber es ist nothweudig, die haujdsächlichstcn Eigen- 
schaften einiger der merkwürdigsten unter ihnen zu ent- 
wickeln. 

Vorher gedenken wir ehier von Leibnitz als intersceu- 
dent bezeichneten Classe von Gleicliungen, in denen nämlich 
die Variabeln als mit irrationalen Exponenten behaftet auf- 

treten, z. B. y = . Wenn wir hier für y-i die Reihe 

rationaler Brüche substituieren, welche als Näherungswerthe 
der Wurzel erscheinen, so erhalten wir eine Reihe von alge- 
braischen Curven von stets wachsender Ordnungszahl, die sich 
der Gestalt der geforderten Curve mehr und mehr annähern, 
ohne sie zu genau durzustellen, so lauge die Ordnungszahl 
endlich ist. 

Unter den transcendeuten Curven verdient nach dem 
historischen Interesse sowohl als nach der Mannigfaltigkeit 
ihrer physikalischen Anwendungen die Cycloide den ersten 

SftlmoDf Höhere CnrTon. 22 
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Platz; Sie wird erzeugt durch die Bewegung eines Punktes 
auf der Peripherie eines Kreises, der längs einer geraden Linie 
rollt. Ist Ä die Anfangslage des bewegten Punkte.s und P 
die dem Kreise vom Mittelpunkt C und der Berührungsstelle 
M mit der Busisgeraden entsprechende Lage desselben, so 
ist nothwendig arc l‘M = AM. und mit den Bezeichnungen 

Kig. 6S. 



Daraus ergiebt sich durch Elimination die Gleichung der 
Curve 


a — y = a cos i — 


iX -p P2 n;/ — J/’ j . 

■ j 


es ist aber im Allgemeinen zweckmässiger, die Curve als 
durch die beiden vorigen Gleichungen bestimmt zu betrachten. 
Die P’orm derselben wird leicht als die in der Figur darge- 
stellte erkannt und zwar wegen der unbegrenzten Fortsetz- 
barkeit der Kollbewegnng des Kreises als zusammengesetzt 
aus unendlich vielen gleichen Stücken = A N*J], die in ihren 
Vereinigungspunkten A,B Spitzen zeigen. 

Ist M*I'*N* die dem höchsten Punkte N* entsprechende 
Lage des erzeugenden Kreises, so ist wegen AM = arc. PM, 
AM* — arc. 3I*P*N* auch M* 31 — P*P = arc. P*N*, 
d. h. die Curve wird erzeugt, indem man die Ordinaten eines 
Kreises so verlängert, dass die Verlängerung dem entspre- 
chenden vom Endpunkt des Durchmessers aus gemessenen 
Bogen gleich ist. Setzen wir LP*C!*N* = Q, so wird die 
Curve auf A3I*, 3I*N* als Axen bezogen durch die Glei- 
chungen 

»/==«(! cos 6) , a; = a (0 -P sin 0) 

dargestellt. 

305. Die Construction der Tangente der Curve ergiebt 
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sich aus der Bemerkung, dass in jedem Moment der Beweg- 
ung des erzeugenden Kreises der tiel'ste Punkt M dieses 
Letzteren in Ruhe ist, so dass die Bewegung eines Punktes 
F in demselben Augenblick eine Kreisbewegung um M und 
die Normale seiner Bahn nach M gerichtet, die Tangente 
derselben also die Gerade FN ist. 

Die Gleichung 


cot i rp 


dy sin ip 

dx i — cos <p 

beweist das Nämliche analytisch, denn die Tangente macht 
darnach mit der Axe der a: einen Winkel, welcher zu LC’NF 
oder ^(p complementär ist. 

Wir verbinden hiermit die geometrischen Beweise der 
Ilaupteigenschaften der Cycloide. 

Die von der Cycloide mit ihrer Basis umgrenzte 
Fläche ist dreimal so gross wie die Fläche des er- 
zeugenden Kreises. Denn man hat das Flächenelement 
FFKR = El. FPTT= El. F*F*'Q'Q und somit die von 
der Cycloide begrenzte Fläche AFN*Fli der Fläche des 
erzeugenden Kreises gleich, oder weil die Fläche AEFF das 
Vierfache der Letztem ist, die Fläche M i? A/* gleich dem 
Dreifachen der Fläche des erzeugenden Kreises. 

Der Bogen N*F der Cycloide ist doppelt so 
gross, wie die Sehne N* P des erzeugenden Kreises. 
Denn für L als Schnittj)uukt von P*N* mit P ist 
P*' L = F*' P* und somit K, der Schnittpunkt von P*N* 
mit P* HP, der Mittelpunkt von F* L‘, oder F*L, das Wachs- 
thum des Cycloidenbogens, ist das Doppelte von P*K, dem 
Wachsthum der Kreissehne. 

Bezeichnet also s den Bogen der Cycloide, h den Durch- 
messer des erzeugenden Kreises und x die Abscisse F*Q 
vom Scheitel, so ist die Gleichung der Curve auch — nützlich 
in der Mechanik — 

s’ = ^hx. 


Der Kriimmungsradius ist doppelt so gross wie 
die Normale FM. Denn das von zwei auf einander folgen- 
den Normalen gebildete Dreieck PP H hat seine Seiten pa- 
rallel zu denen des Dreiecks F*KM* und da nach dem so 
eben Bewiesenen die Basis des ersten Dreiecks P* L das 

22 * 
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Doppelte von der des zweiten gleich P* K ist, so ist auch der 
Krümmungsradius FU das Doppelte von P*M*. 

Die Evolule der Cycloide ist eine ihr gleiche 
Cycloide. Denn wenn wir einen die Uasis in Jlf berühren- 

Flg. 03. 



den Kreis durch den Kriimmungsmittelpunkt li legen, so ist 
derselbe dem erzeugenden Kreis gleich und der Bogen N' Ji 
ist gleich Bogen N*1** = N'1)\ d. h. der Ort von M ist die 
Cycloide, welche der auf der Geraden K F" rollende Kreis 
MRK erzeugt.*’) 

Man kann auch den Ort eines in der Ebene des erzeu- 
genden Kreises gelegenen und mit ihm fest verbundenen 
Punktes untersuchen, einen Ort, den mau als verlängerte 
Cycloide für einen Punkt au.sserhalb des Kreises und als ver- 
kürzte Cycloide für Punkte innerhalb des Kreises, oder auch 
mit gemeinschaftlichem Namen Trochoide benennt. Die 
Aufstellung der Gleichungen und die Bestimmung der Formen 
dieser Curven bietet keine Schwierigkeiten und mag hier unter- 
bleiben. Die Tangentenconstruction der Cycloiden geht auf 
sie über. Offenbar können diese Curven auch erzeugt werden 
durch das Bollen eines Kreises und einen auf demselben ge- 
legenen Punkt P, wobei der Bogen PM in einem constan- 
ten Verhältniss zur Geraden AM bleibt. 

30G. Eine natürliche Erweiterung des Problems d<;r 
Cycloide war die Discussion der Curve, welche ein Punkt be- 
schreibt, der fest verbunden ist mit einem Kreise, welcher 
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auf der Peripherie eiues andern Kreises abrollt. Man nennt 
die erzeugte Curve Epi- oder Ilypo-Cycloide für den 
Punkt auf dem rollenden Kreise, jenachdem die Berührung 
desselben mit dem Grundkreise stets eine äussere oder stets 
eine innere Berührung ist; und man nennt sie entsprechend 
Epi- oder Hypo-Trochoide, wenn der erzeugende Punkt 
der Peripherie des rollenden Kreises nicht angehört 

Nehmen wir diejenige Lage CB des gemeinsamen Durch- 
messers beider Kreise, welche den erzeugenden Punkt enthält 
als Axe der x, und sei CO eine andere Lage des gemein- 
samen Durchmessers, welcher 
die Lage Q des erzeugenden 
Punktes entspricht; sei dann 
CN = a, ON^b, 

L NCB = q,, / 

LPON=t,OQ = d, i 
so ist wegen der Gleichheit 
der Bogen BN und NP 

c((p = bf. \ 

Auch ist 

< OQM= 180 — (qo -f V-) 
und die Cordinaten von Q sind 

j/ = (a -|- 6) sin — a sin (?> + V») , 

X = (a b) cos (p — d cos (qp -f- , 

oder für a + b = mb 

y = mb sin qp — a sin mqo, 

X = mb cos qp — d cos mqp; 

Gleichungen, aus denen durch Elimination von tp die Glei- 
chung der Curve entsteht, die nicht nothwendig transcen- 
dent ist. Denn sobald zwischen den Umfängen der beiden 
Kreise ein endlich angebbares Verhältniss besteht, kommt 
der erzeugende Punkt nach einer gewissen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
geschlossen oder von endlicher Ordnung, also algebraisch ; sind 
dagegen beide Kreise nicht commensurabcl, so kommt der er- 
zeugende Punkt nach keiner endlichen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
trauscendent. 
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Man erhält die Gleichungen der entsprechenden Cycloi- 
den ftlr </== + &, also 

y ==h {m sin qp + sin mg;) , r = h (mcos <p + cos mg;); 
und zwar entsprechen die unteren Vorzeichen der Annahme, 
dass die Axe der x durch den erzeugenden Punkt auf dem 
festen Kreise, die oberen der andern, dass sie durch den er- 
zeugenden Punkt in seiner Maxiraalentfernung vom festen 
Kreise geht. 

3t)7. Die den Fällen der Hypotrochoide und Hypocycloide 
entsprechenden Gleichungen entspringen aus den vorigen, wie 
man leicht bestätigt, durch Aenderung des Zeichens von h 
und werden daher von denselben mit umfa.sst, wenn man 
negative Werthe von m zulässt, oder indem man setzt 
m = — n und n — {a — h) : h. 

Die obigen Gleichungen geben für Vertauschung von h 

und m mit mb und — 
m 

^ ^ 

und wir erkennen für <p = mt(i, dass diese Gleichungen den- 
selben Ort darstellen, wie die vorigen, können somit beweisen, 
dass die nämliche Hypocycloide mit h — ^ (c -|- «) und mit 
b = ^ (c — a) erzeugt wird.®^) Wenn der Radius^ des rol- 
lenden Kreises grösser ist als derjenige des festen, so kann 
die Hypocycloide auch als Epicycloide erzeugt werden, da 
dann 



positiv ist. 

308. Man verzeichnet leicht die Tangenten dieser Curven, 
weil aus denselben Gründen, wie in Art. 305. die Gerade NQ 
die Normale der Curve in Q ist. Wir erkennen so auch, dass 
die von einem Punkte im Umfang einer Figur beim Rollen der- 
selben auf einer andern erzeugte Gurve in jedem Punkte eine 
Spitze haben muss, in welchem sie jener Grundlinie be- 
gegnet; denn nach jener Construction nähert sich der er- 
zeugende Punkt an einer solchen Stelle der festen Curve in 
der Richtung ihrer Normale und entfemt sich unmittelbar 


Digitized by Google 



343 


darnach in derselben Kichtung von ihr, d. h. der besagte 
Punkt ist stationär und die Normale der festen Curve ist die 
entsj>rechende Tangente. Eine Epicycloide besteht daher aus 
einer Anzahl gleicher durch Ilückkehrpunkte begrenzter Theile 
und die lladien des festen Kreises, die den letztem für einen 
solchen Theil entsprechen, sind unter dem Winkel 
zu einander geneigt, üie Zahl dieser Spitzen ist somit end- 
lich für die algebraischen und unendlich gross für die trans- 
cendenten Curven dieser Art und im letztem Falle ist jeder 
Punkt der Basis einmal eine Spitze oder die Basis ist als der 
Ort der Spitzen der Curve zu bezeichnen, jedoch so, dass die 
aufeinander folgenden Punkte der Basis nicht aufeinander 
folgende Punkte dieses Ortes sind. 

309. Diese Curven haben überdiess wie Epitrochoiden im 
Allgemeinen stets eine Anzahl von Doppelpunkten — isolierte 
oder Knoten — welche in Kreisen liegen und zwar in end- 
licher Zahl für algebraische, in unendlicher für transcendente 
Curven. Betrachten wir die Gleichungen 

tj = mh sin (p — d sin m ip , X — m b cos <p — d cos m <p , 
wo (p = 0 der Anfangslage des erzeugenden Punktes ent- 
'spricht, nämlich der in der Centrallinie beider Kreise oder 
der Axe der x und in der Aufaugsentfernung vom Ursprung 

mb — d. 

Alle die andern Lagen des bewegten Kreises, für welche 
der erzeugende Punkt der Axe dem x angehört, entsprechen 
den von qp = 0 verschiedenen Lösungen der Gleichung 
mh sinip = d sin m tp . 

Diese \Vurzeln sind offenbar paarweis gleich und von 
entgegengesetzten Zeichen und jedem dieser Paare entspricht 
ein und derselbe Werth 

mb cosqp — d cos mtp 

von a;; d. h. die entsprechenden Punkte sind Doppelpunkte 
des Ortes. 

Der Werth 


mbcoacp — 'dcosmqp 
kann mit Hilfe der Bedingung 

tu b sin q> = d sin m <p 

in der Form 


a: sinqj = dsin (w — Ijqo 


Digitized by Google 



344 


dargestellt wcnleii. So oft der erzeugende Punkt in die ana- 
loge Lage zu beiden Centren kommt, so oft haben wir eine 
Linie mit Doppelpunkten und die Zahl solcher Lagen und 
daher der letztem ist, wie schon ausgesprochen, endlich für 
algebraische und unendlich gross für transcendente (Jurven. 

310. Die Gleichungen der Tangenten der Epi- und Hypo- 
Cycloiden können in sehr einfachen Formen geschrieben 
werden. Denn es ist 

dy coe qo i cos I« ifi cos ^ ( in -|- 1 ) 

dx — (sin qp i hin m qp) sin j (in -(- 1 J qi 

oder auch 

sin J (tu -f 1 )qp _ 
cos I (ni -f- 1 ) qp ’ 

man erhält also durch Berücksichtigung der Bedingung, dass 
die Tangente durch den Punkt von den Coordinaten x, y im 
Art. 306. gehen muss, ihre Gleichung in der Form 
xeos^ {m -\- l)<p + ysin^ (»» -f- 1)9’ 

= (m -f- 1) bcos^ (m — l)gi 

für die Axe der x, welche durch den erzeugenden Punkt in 
der Maximalentfernung vom Gentrum des festen Kreises 
geht, und 

X sin ^ (m l)y — t/ cos ^ (m -f- 1) 91 
= (m + 1) tsin^ (m — 1)9 
für die durch den in der kleinsten. 

Die Gleichung der Normale ist im letztem Falle 
xeos^ (»« -f- l)gi -f- ysin^ (m l)q5 
= (m — 1) bcos^ (m — 1)91; 

und man erkennt aus Vergleichung derselben mit der ersten 
Form der Gleichung der Tangente, dass die Evolute einer 
Epicycloide eine gleiche Epicycloide ist, für welche die Ra- 
dien der Kreise im Verhältniss (m — 1) verändert 

sind und die ihren erzeugenden Punkt in demselben Durch- 
messer des festen Kreises in Maximalentfernuug hat, in dem 
er für die gegebene in der Minimaleutfemung liegt. 

Dieselben Bemerkungen gelten für die Hypocycloide. 

Die Gleichung der Tangente einer Epitrochoide findet 
man ebenso in der Form 

(/icosqp — (/coswqn) x -|- (hsin^ — d sin mq>)y 
= {mb‘‘ -j- — ("* ■j' 1) bdcos {in — 1) ip} 
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311. Wir verbinden mit dem Vorigen Beispiele von den 
einfachsten Fällen, in denen die Gleichungen dieser Curven 
algebraisch sind und leicht gebildet werden können. Diese 
Fälle sind folgende. 

a) Wenn die Gleichung der Tangente in der Form 
fl cos 20 -(- 5'sin20 -|- ccos0 -|- <7 sin 0 -j- c = 0 

enthalten ist, deren Enveloppe wir in Art. 85., 3 gegeben 
haben. 

b) Wenn die Gleichung der Tangente unter die Form 
acos30 + 6sin30 + 3ccos0 -j- 3rfsin0 = 0 

fällt, welche nach der analogen Methode behandelt eine En- 
veloppe giebt, deren Gleichung als Discriminante einer cubi- 
schen Form erhalten wird, nämlich in der Form 

(fl» -f -f 8 (ac» - beP) — 2Acd {ad — 6c) 

= 3 (c^ -f (Py + 6 (fl» + 62) (c2 -f tP). 

c) Wenn m ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner 
um Eins verschieden sind. Denn aus den Gleichungen 

X — mbcoantp — dcoa (n 1)^, 
y = »i6sin ntp — f/sin (« + !)<;> 
entsteht durch Quadrieren und Addieren 

+ J/* = — 2 mbd cos<t> 

und der Werth von cos tp aus dieser Gleichung giebt durch 
Substitution in den Ausdruck für x den Vollzug der Elimi- 
nation. 


Beispiel 1. Man finde die Epitrochoide für d = mb. 

Die Gleichungen lassen sich dann auf die Form bringen 

x — 2(i sin ^ (n> — 1) qp sin | (m -|- 1) <Pi 

™ 2 d sin ) (m — l) (p cos ^ (m -f- 1) ip , 

so dass offenbar 4 (»• -h 1) <P der 'Winkel o> ist, den der Radius vector 

mit der Axe der >/ macht. Die Polargleichung ist somit 

„ , . »* — 1 

p = 2(1 sin i — m. 

^ wi -p 1 


Beispiel 2. Man bestimme die Gleichungen der Epitrochoide 
und Epicycloide für gleiche Radien der Kreise oder für m = 2. 

Indem man die Gleichungen 

X = 2b cos q> — d cos 2tf, 

»/ = 2 6 ein 9P — d sin 2 qp 
wie in c) behandelt, erhält man 

(x« + j/* - 26» — (7»)» = 46» (6» -1- 2d» - 2dx), 
die Gleichung eines Carteeichen Ovals, welches den Punkt y = 0, x = d 
zum Doppelpunkt hat, also insbesoudere eine Limafon ist. (Art. 281.) 
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Die Theorie des Art. zeigt, dass dieser Punkt dem Wertho cos *P 
entspricht; wenn also <i > & ist, oder wenn der erzeugende Punkt 
ausserhalb des bewegten Kreises liegt, so entspricht der Doppelpunkt 
zwei reellen Pagen des rollenden Kreises und ist also ein Knoten; liegt 
aber der erzeugende Punkt innerhalb des rollenden Kreises, so ent- 
spricht dem Doppelimnkto keine reelle Lage desselben und er ist isoliert. 

Man erbiUt den Fall der Epicycloide für d = b, also mit der 
Gleiehung 

(u;» + — 3h»)* = 4b» (36 — 2x). 

Der Doppelpunkt ist insbesondere eine Spitze und die Curve eine 
Cardioido. Aus dem Gesagten erhellt, dass die Evolute einer Car- 
dioide eine Oardioide ist. 

lieispiel 3. Man soll die Gleichung der Epicycloide finden, für 
die der Radius des rollenden Kreises halb so gross ist, wie der des 
festen. 

Die Gleichung der Tangente ist von der Form Art. 85., 3 
X cos 2 6 + !/ sin 2 0 4 6 cos 0, 

und die ihrer Enveloppe daher 

(x» + y» — 46»)»= 108 6' X». 

Beispiel 4. Bestimme die Uypo-Trochoide und Cycloide in dem 
Falle, wo der Radius des rollenden Kreises die IliUfte von dem des 
festen ist. 

Für m = 1 sind die Gleichungen 

X = 6 cos qp + d cos qp, 
y — h sin tp — d sin qp ; 

und die Hypotrochoide ist daher die Ellipse 

(6 + d )» ^ (6 - <<;» ’ 

die sich für b — d auf den Durchmesser y reduciert. 

Beispiel ö. Man bestimme die Hypocycloide für m = — 2, 
d. h. für den Radius des festen Kreises als das Dreifache von dem des 
beweglichen. 

Die Gleichung der Tangente ist 

X cos rp — y sin qp = 6 cos 3 qp 
und die der Enveloppe nach der Methode b) 

(X* + J/»)» + 86x» — 246X1/» + 186» (X» -f !/») = 276»; 
dieselbe ist also eine Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen, deren 
Rückkehr -Tangenten im Mittelpunkt dos festen Kreises zusammen 
laufen. Die Oarve ist von Steiner als die Enveloppe der geraden 
Linie studiert worden, die die Fusspunkte der Normalen auf die Seiten 
eines Dreiecks aus Punkten des ihm umschriebenen Kreises verbindet. **) 
In der That ergiebt sich die Gleichung dieser Geraden für das Centrum 
des Kreises als Anfangspunkt und r cos 2a, rBin2u; etc. als Coordi- 
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natcn der Ecken so wie rcosSqp, rsinS^ als Coordinaten des ent- 
sprechemlen Punktes iin Kreise in der anf die obige zurück führbaren 
Form 

a: sin (a 4- ^ + y — qj) — cos (a ß 4- y — <p) 

= Ir |sin (a 4- P4" y"" •i'P) 4" ~ " — <3P) 4" (y + “ ~ P — f) 

4- sin (a 4- ß — y — <JJ } . 


Beispiel 0. Wenn der Radius des festen Kreises das Vierfache 
von dem des beweglichen ist, so wird für die Hypocj’cloide m = — 3, 
die Gleichung der Tangente 


a; sin (p 4- */ cos q> = 2 6 sin 2 g; 
und die der Enveloppe 

xj 4- yi = (46)S- 

312. Die üleichung der Reeiproken einer Epicycloide 
wird leicht erhalten; denn da die der Tangente ist 
X cos ^ (m 4“ 1 ) <)P -f- ?/ sin ^ (tn 4" T = (”* 4" 1) cos (»i 4" 1 )» 
so ist klar, dass die Senkrechte auf die Tangente einen Win- 
kel (m -j- l)<p mit der Axe der x macht, und die Länge 
(/» -|- 1) icos| (m — 1 )g3 

hat; der Ort des Fusspunktes dieser Senkrechten ist daher 
durch 


7’ = ('» + ’)^cos(;;|^^m) 
und die recijiroke Curve durch 

pco® C-^-f ") = ("*+ 

dargestellt. In der Originalcurve ist 

p’ = 4" 2/‘’ = 4” 1 4" ^^t«cos (wi — l)g)] 

oder 

p* = b'‘ (>« — 1)* 4" 4»(4i* cos’i (m — l)gj 

oder 


Nach der Formel 


«» 9 I V 

p 

~ dp 

erhalten wir also den Krümmungsradius 

4 m 


H 


(>« 4- 1)' 


r.i’-“') 


313. Ein .andrer allgemeiner Ausdruck für den Krüm- 
mungsradius der Rouletten, d. i. der durch einen Punkt 
einer rollenden Curve erzeugten Curven , kann wie folgt ge- 
funden werden; Seien F, F' zwei aufeinander folgende 
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Punkte der Curve, M der Beriihruiigspimkt der rollenden mit 
der festen Curve, 11 der Krümmungsmittelpunkt, so ist PP', 
das Hogenelement der Roulette, gleich J/P. Pil/P; aber in- 
dem wir die Curveu als Polygone von unendlicher Seitenzahl 
betrachten, können wir sehen, dass PJl/P', der Winkel, um 
welchen FM sich dreht, gleich der Summe oder Differenz 
der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten 
der festen und der rollenden Curve ist. Wenn also da das 
Bogenelement der Roulette und ds das gemeinschaftliche Ele- 
ment der Bogen der festen und der erzeugenden Curve ist, wenn 
p und q' die Krümmungsradien beider sind, so haben wir 

rfs = Jl/p(^^ + tO; 

aber diess Element da ist auch gleich dem Product des Krüm- 
mungshalbmessers in den Winkel zwischen zwei aufeinander 
folgenden Normalen; und wenn wir den Winkel OMP zwi- 
schen den Normalen der Roulette und der festen Curve 
nennen, so ist der Winkel zwischen zwei einander folgenden 
Normalen der Itoulette 

cos(f da 
MR 

Also 

MF-^MR _ 1_(± I 1) 

MF. MR 

und somit 


MP* (t + 4) 

PP= 

j-)-coaq, 


314. Eine ausgedehnte Klasse transcendenter Curven 
wird erhalten, indem man die Ordinate als irgend eine trigo- 
nometrische Function der Abscisse nimmt; es hat keine Schwie- 
rigkeit, die Form solcher Curven und ihrer Gleichung abzu- 
leiten; z. B. y <= sin a; hat positive und stetig wachsende 
ürdinaten bis zu a; = ^ jr, von wo an die Ordinaten in der- 
selben Art abnehmen bis x = x, wo die Curve die Axe unter 
einem Winkel von 45" schneidet; ein ganz gleicher Theil 
der Curve liegt auf der negativen Seite der Axe zwischen 
X = X und a; = 2». Die Curve besteht daher aus einer 
Unendlichkeit gleicher Theile zu beiden Seiten der Axe. 

So ferner stellt y = tan x eine Curve dar, deren Ordina- 
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ten von x = 0 bis x = J ä — wo ;/ = oo ist — regelmässig 
wachsen und für die die Linie x = ^ x eine Asymptote ist. Für 
grössere Werthe von x ändert sich y von negativ Unendlich 
bis Null bei x ==> x. Die Curve besteht daher aus einer Un- 
endlichkeit unendlicher Zweige, die zu ihren Asymptoten die 
geraden Linien x=i*, x= u. s. w. haben und über- 
diess, wie leicht gesehen werden kann, Inflexionspuukte in 
X = 0, X = «, X = 2«, u. s. w. besitzen. 

ln gleicher Weise kann der Leser die Gestalt der Curve 
if = secx discutieren, welche auch aus einer Anzahl unendlicher 
Zweige besteht, nur dass jeder Zweig, anstatt die Axe zu 
durchsetzen, wie im letztem Falle, ganz auf einer Seite von 
ihr liegt; nämlich abwechselnd auf der positiven und negati- 
ven Seite derselben. Zu derselben Familie gehört eine Curve, 
die man die Gefährtin der Cycloide nennt. Sie wird erzeugt, 
indem man die Ordinaten eines Kreises nicht wie im Fall 
der Cycloide so verlängert, dass die Verlängerung dem 
Bogen gleich sei, sondern so, dass das Ganze ihm gleich 
werde. Wenn dann das Centrum der Ursprung ist, so wird 
die Curve durch die Gleichungen 

x = rtcos0, y = aQ, oder a = a cos ^ 
dargestellt; eine Curve derselben Familie, wie die Sinuscurve. 

315. Nächst den von trigonometrischen Functionen ab- 
hängigen Curven erwähnen wir die, welche von Exponential- 
functioneu abhängen. Die logarithmische Curve wird 
durch die Eigenschaft charakterisiert, dass die Abscisse dem 
Lagaritbmus der Ordinate proportional ist, und ihre Gleichung 
ist daher 

X = tn log y oder y = 

Die Curve hat dann die Axe der x zu einer Asymptote, 
weil für x — — oo, y — 0 ist; der Abscisse ‘Null entspricht 
die Ordinate von der Länge Eins und diesell)e wächst von da 
ab ohne Ende. Die Subtangente der lognrithmi.schen Curve ist 
constant, da ihr allgemeiner Ausdruck für sie den Werth 
m erhält. 

Die geeignetste Interpretation der Gleichung y = (f ist 
controvers. Man hat zuerst nur den auf der positiven Seite der 
Axe der x liegenden Theil beachtet, in welchem je ein Punkt 
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dem einzigen reellen und positiven Wertlie von e' entspriclit, 
welcher aus einem bestimmten Wertlie von x hervorgeht. 
Seit Euler hat man die verschiedenen Werthe in Betracht 
gezogen, welche die Function gleichzeitig annimmt. So hat 
für X als einen Bruch mit geradzahligem Nenner einen 
reellen negativen sowohl al.s einen reellen positiven Werth 
und es existiert daher auch ein jenem Wertlie von x ent- 
sprechender Punkt auf der negativen Seite der Axe; aber, weil 
für X als einen Bruch mit ungeradem Nenner e* nur einen 
reellen positiven Werth haben kann , so bilden die Punkte 
auf jener Seite der Axe keine stetige Reihe, d. h. keine 
Curve. Man bildet den alle Werthe der Ordinate um- 
fassenden allgemeinen Ausdruck, indem man den numeri- 
schen Werth von mit den imaginären Wurzeln der Ein- 
heit multipliciert, deren Ausdruck cos 2 mxn » sin 2mxx 
ist für m als die Reihe aller ganzen Zahlen und i als die 
Quadratwurzel aus der negativen Einheit. Diess ist gleich- 
bedeutend mit der Aussage, dass die Bleichung y = e* 
zu betrachten sei als die Gleichung einer reellen Curve 
und zugleich als Ausdruck unendlich vieler in der Formel 
y = enthaltenen nicht reellen Aeste. Jeder beliebige 

dieser imaginären Aeste entliält reelle Punkte, in denen er 
(len Ast t/ = schneidet, Punkte, welche somit als 

cüujugierte Punkte der Curve anzuseben sind. 

Die Zahl solcher Punkte ist unendlich gross und sie 
liegen entweder im reellen Theil der Curve oder in dem zu 
ihm symmetrischen auf der negativen Seite der Axe der x 
gelegenen Aste. Von dem Letzteren ist aber hervorzuheben, 
dass obschon jeder einzelne seiner Punkte als zur logarith- 
mischen Curve gehörig anzuschen ist, doch keine zwei seiner 
Punkte als benachbart angesehen werden können, weil zwei 
solche zu verschiedenen Aesten gehören. So bildet er, was man 
eine punktierte Cur ve genannt hat. Betrachten wir einen 
solchen Punkt als einen Zweig von der Gleichung y = 
gehörig, so ist der ihnt entsprechende Dillerentialcoefficient 
y (1 -|- und derselbe kann auch nach dem Vorbe- 

raerkten nicht reell sein, weil .sonst nach dem Taylor’schen 
Satze auch der nächstfolgende Punkt und folglich der be- 
trachtete Curveutheil ein reeller Ast wäre. 
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Donkeii wir einen isolierten Punkt als Durchschnitt von 
zwei nicht reellen Acsteu in Anologie zu dem Knotenpunkt 
als Durchschnitt von zwei reellen, so sind die in Frage 
stehenden Funkte als isolierte zu betrachten, weil als Durch- 
schnittspunkte nicht reeller Aeste. ln der That sahen wir 
früher, dass, eine transcendente Curve unendlich viele Knoten- 
punkte oder isolierte Punkte haben könne und in dem Falle 
der Epitrochoiden bemerkten wir auch bereits, dass solche 
Punkte in unstetiger Weise in gewisse Oerter vertheilt sein 
können.*’) 


316. Die Kettenlinie ist die von einem gleichförmig 
dichten unelastischen Faden in seiner Kuhelage angenommene 
Form. Sehr einfache Betrachtungen der Mechanik führen 
zu der Eigenschaft, welche wir als die mathematische Defini- 
tion der Curve annehmen wollen : dass der von ihrem tiefsten 
Punkte aus gemessene Bogen der Curve der trigonometrischen 
Tangente des Winkels proj>ortional ist, den die Curven- 
tangente in seinem Endpunkte mit der horizontalen Tangente 
der Curve bildet. Denken wir die Axen als eine Horizontale 


und die Verticale durch den tiefsten Punkt, so ist s = c 

Bei rechtwinkligen Axen ist aber das Bogenelement die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 
(ix und (iy, d. h. rfs’ = dx^ -)- tly^. Mittelst der Gleichung 
der Curve folgt daraus 




dx = 


und 




eds 
r ’)1 


wo die Coustaiite so zu nehmen ist, dass s und x gleichzeitig 
den Werth Null erreichen. Also ist auch 


I r ' f 

Aber die Gleichung der Curve giebt ebenso 

Ä* -f- c* dfi* 7 sds 

und somit 


y(t>+c^) 


r 


s’ + 


wenn wir voraussetzen, dass die Axen so gewühlt seien, dass 
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für s oder x gleich Null y den Werth c erhält. Dieser Werth 
von y giebt die Gleichung der Curve 


y = ^ (c' +c ‘) 


[e’ -|- e 

oder mit der Bezeichnung der hyperbolischen sinus oder 
Cosinus, also mit 

i (c* — e~^) == sinh x, 
y — c cosh — , s = c sinh — . 

317. Aus der Gleichung der Curve erhalten wir 


<!y 

ti X 






Kig. 65. 



^ p 

V 7 

1 

1 

' 

i 


' ' - " ■ 

■ . 1 
X- 

C ' \ *r. ■ 

..-f 


und werden dadurch zu folgender Construction geführt: Vom 

Fusspunkt der Ordinate M 
ziehen wir die Tangente 
M T an den aus dem Cen- 
trum C mit dem Radius c 
beschriebenen Kreise; dann 
ist MC = y, CT = c, 
3IT=Viy^-c-‘)-, 
tan MCT^Uii MTL ■ 

~ l V iU' — somit die 
Tangente PS parallel zu MT. 
Diese Werthe beweisen auch, dass PS=MT= der Länge 
des Bogens vom tiefsten Punkte bis zum Punkte P ist. Der 
Ort des Punktes S ist somit die Involute oder Evolvente der 
Kettenlinie und SU parallel TC ist ihre Tangente, weil PS 
zum Ort von S als Tangente seiner Evolute normal sein 
muss. Die Evolvente der Kettenlinie ist daher eine Curve, 
für die der Abschnitt SN auf der Tangente zwischen dem 
Berührungspunkte und einer festen Geraden constaiit ist.“*) 
Man hat diese Curve die Tractrix genannt. 

318. Man findet die Gleichung der Tractrix ohne Schwie- 
rigkeit, denn die Länge zwischen dem Fusspunkt der Ordinate 
von S und dem Punkt N ist Y{c‘ — y*); und zugleich für y = 0 

in der Gleichung der Tangente gleich — , so dass die 

Differentialgleichung der Curve ist 
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wir machen eie durch die Substitution ä’ =• c* — y* rational 
und erhalten 

dx -= — dz. 

C* — I* 

Dann ist 

X = C log j - y’). 

Man erkennt leicht, dass dieCurve aus vier gleichen Theilep 
besteht, wie die punktierte Linie der Figur, und aus dem 
letzten Art. ergiebt sich die geometrische Construction ihrer 
Tangente. 

Den Ort eines Punktes Q in der Tangente der Tractrix, 
der die constante Linie SN in gegebene Theile zerlegt, hat 
man die Syntractrix genannt. Sind x’,y die Coordinaten 
des Punktes der Tractrix und x, y = die des letzteren Punktes, 
so ist für QN = d auch yd = yc und 

F(c’ - y'=*) - V{.(P - y’) = * - X ; 
und da nach der Gleichung der Tractrix 

X + V (c’ — y’) -= c log I I 

ist, so wird die Gleichung der Syntractrix 

X + V{d‘ — y'^) = c log j |. 

Die Tractrix ist ein besonderer Fall der allgemeinen 
AequitangentialcUrven, die aus der Forderung entstehen, eine 
Curve solle auf ihrer Tangente zwischen dem Berührungs- 
punkt und einer festen Directrix einen Abschnitt von con- 
stanter Länge erzeugen. 

319. Das Problem der Verfolgungscurven von dem Weg 
eines Hundes, der seinem Herrn nachläuft, lässt sich mathe- 
matisch so aussprechen: Der Punkt A durchläuft mit con- 
stanter Geschwindigkeit eine bekannte Curve; mau verlangt 
den Weg des mit constanter Geschwindigkeit stets auf A 
zueilenden Punktes B zu bestimmen.“®) Denken wir A längs 
einer geraden Linie bewegt, die wir als Axe der y wählen, 
so ist der von der Tangente in dieser Axe gebildete Abschnitt 

Sftlroon, Hobere ('arveu 23 
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gleich y — a; ^ und das Wachsthum desselben ist nach der 
Vuraussetzung dem Wachsthum des Bogens ])ropurtioual, also 

— xdj> = hy [l + j>’) dx, 
log X* -f log {p + K (1 + j)’)} + log v4 = 0, 

2p «= A~^ — Jla:*, 


2y^L-^l-x^^^ 


■4 a:-*+i 

Ä- 1 ^ 


Die Ourve ist daher algebraisch, den Fall A = l aus- 

X“*'*’* 

genommen, in welchem wir für ^ einzu- 

setzen haben. 


320. Die Involute oder Evolvente des Kreises ist 
eine weitere transcendeute Curve von leicht bestimmbarer 
Gleichung, denn sie ist der Ort eines Punktes Q in der Tan- 
gente des Kreises im Punkte P, für welchen die Strecke PQ 
dem von einem festen Punkte A des Kreises aus gemessenen 
Bogen AP gleich ist. Ist a der Radius des Kreises, C sein 
Fig. 66. Centrum, CQ — Q der Radius vector, 



L PCA = (p,L QCA — e, 
so ist • 

V = y{9‘ - «’) 

und übcrdiess = a cp nach der Voraus- 
setzung. Aber es ist 

^ = 9 -(- arc. (cos = 4^. 


Die Polargleichuug des Ortes ist daher 


- a«) 


= 0 arc. (cos = . 


Die Evolvente des Kreises ist der Ort der Durchschnitts- 
punkte der Tangenten in solchen Punkten des Kreises und 
der entsprechenden Cycloide, in denen eine Ordinate sie 
schneidet. 


321. Wir wollen diess Kapitel mit einer Ucbersicht von 
den Spiralen beschliessen. In den Gleichungen dieser Curven 
in Polarcoordinaten ist der liadius vector nicht eine pcrio- 
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dische Function des Winkels, sondern eine solche, die für 
0 = 9, ia = 2» + 9, M = 43r-j-6, etc. 
unendlich viele verschiedene Werthe giebt. Dann schneidet 
dieselbe Gerade die Curve in unendlich vielen Punkten und die- 
selbe ist also transcendent. Die Spirale des Arcliimedes 
zuerst ist der Weg eines Punktes, der vom Anfangspunkt 
aus im Radius veetor gleichförmig fortschreitet, indess dieser 
sich gleichförmig um jenen dreht; ihre Polargleichung ist 
daher 

p = aoj. 

Dieselbe ist auch der Ort des Fusspunktes der Senk- 
rechten, welche vom Anfangspunkt auf die Tangenten der 
Kreisevolvente gefTillt werden. Denn nach der Natur der 
Evoluten ist die Tangente des Ortes von Q normal m FQ 
und die Lauge der aus C auf dieselbe gefällten Senkrechten 
ist == FQ = a(p für (p als den von der Senkrechten mit 
einer fe.sten Geraden g(d)ildeten Winkel. Darum ist auch die 
Ueciprocalcurve der Evolvente die hyperbolische Spirale 
pö == a, die wir im nächsten Art. besprechen wollen. 

Die Spirale des Archimedes gehört der durch die all- 
gemeine Gleichung p = o<a" bezeichneten Familie von Curven 
an, bei welchen die Tangente -sich iftn so mehr der zum 
Radius veetor normalen Lage nähert/ je weiter der Punkt 
sich vom Anfangspunkt enernt. Denn mau hat 
gda ; =E 0 : n, 

so dass (Art. !*5.) die trigonometrische Tangente des vom 
Radius veetor mit der Curventangente gebildeten Winkels 
mit o stetig wächst, ohne doch früher als 0 unendlich gross 
zu werden. 

322. Die oben erwähnte hyperbolische Spirale 
p 0 = n 

hat eine Asymptote parallel zu der Geraden, von welcher aus 
die 0 gemessen werden, denn die Normale von einem Punkte 
der Spirale auf diese Gerade ist p sin 0 = ° und wird 
daher für verschwindendes 0 und unendlich anwachsendes p 
in den endlichen Werth a übergeführt. 

Wir können ferner die Länge der Normalen vom An- 
fangspunkt auf die Tangente berechnen; denn die Tangente 
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des Winkels, den der Radius vector mit der Curventangente 
macht, ist q = — «, sodass die Nor- 
male = 


Fig. er. 



e») Kleich a 

für unendlich wachsendes p. 

Die Form der Curve ist die in der 
Figur gegebene. Ihre Polarsubtangente 
ist constant. Der Bogen AB des mit 
dem festen Radius OA durch einen Punkt der Curve be- 
schriebenen Kreises ist auch constant. 

Eine andere der Erwähnung würdige Spirale ist der 
Lituus’“) 

p* ö = a^. 


Dieselbe hat die Gerade zur Asymptote, von welcher aus 
die CU gemessen werden ; denn die Entfernung eines Punktes in 

ihr von dieser Geraden p sin ca = “ “ nimmt ohne Ende 

Q (iJ 

ab, indem p ohne Ende wächst und ca verschwindet. 

323. Wir erwähnen endlich die logarithmische 
Spirale 


p = a“. 


In dieser Curve wächst p unbegrenzt mit ca; es ist 
für CO = 0 gleich Eins und nimmt für negative Werthe von 
ca fortwährend ab, ohne früher Null zu werden als bis ca 
negativ unendlich ist. Die Curve nähert sich daher in un- 
endlich vielen Umdrehungen um ihn dem Pol. 

Es ist eine ihrer Fundamentaleigenschaften, dass sie alle 
Radien vectoren unter constantem \Vinkel schneidet, weil 

p ~ dem Modus des Logarithmensystems gleich wird, das a 

zur Basis hat und somit der Winkel des Radius vector mit 
der Tangente diesen Modul zu seiner trigonometrischen Tan- 
gente hat. 

Aus dieser Eigenschaft erhalten wir die Rectification der 
Curve. Denn aus der Betrachtung des Elemeutardreiccks, 
in welchem das Bogenelenient die Hypotenuse und das 
Wachsthum des Radius vectors die eine Kathete ist, ersehen 
wir, dass das Bogenelenient gleich dem mit der Secante dieses 
constanten Winkels niultipliderten Wadisfluim des Radius 
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vectoM ist und dass daher jeder Bogen gleich der mit der 
Secautc desselben Winkels multiplicierten DiflFerenz der Radien 
vectoren seiner Endpunkte ist. Die vom Punkte P bis zum Pol 
gemessene Bogenlänge g sec 9 wird construiert, indem man im 
Pol 0 die Normale OQ zu OP errichtet und bis zur Tangente 
der Curve in P verlängert; sie ist gleich PQ. Der Ort von 
0 ist eine Involute oder Evolvente der Curve; da aber die 
Winkel des Dreiecks OPO constant sind, so ist OQ zu OP 
proportional und macht mit OP einen rechten VV'inkel, d. h. 
der Ort von Q ist auch eine logarithmische Spirale, die durch 
Drehung der Radien vectoren der gegebenen um einen rechten 
Winkel und ' gleichzeitige Veränderung derselben in einem 
gegebenen Verhältniss entsteht. Umgekehrt ist auch die Evo- 
lute einer logarithmischen Spirale eine Curve derselben Art. 
Der Ort der Fusspunkte der Senkrechten auf die Tangente ist 
ebenfalls eine logarithmische Spirale, weil sie in einem festen 
Verhältniss zum Radius vector steht und einen constantcn 
Winkel mit ihm bildet. Die Brcnulinien durch Reflexion 
und Refraction für Licht aus dem Pole sind gleichfalls loga- 
rithmische Spiralen.'") 



Achtes Kapitel. 
Transformation der Curven. 


.324. Nachdem im ersten Tlieile dieses Werkes („Kegel- 
schnitte“ Kap. XXII — XXIV) ausser verschiedenen spcciellen 
Methoden der Ableitung von Eigenschaften einer Gurve aus 
denen anderer Curven, — wie den Methoden der Projection 
und der reciproken Polaren, der Inversion oder der reciproken 
Radien etc. — auch die allgemeine Theorie der linearen oder 
projectivischen Transformationen oder der Verwandtschaften 
der Collineation und der Reciprocität entwickelt worden ist, 
soll nun hier die allgemeine Theorie solcher Methoden dar- 
gestellt werden. 

Wir haben dafür ira Allgemeinen die Correspondenz oder 
das Entsprechen zweier Punkte P,P zu betrachten, . die eben- 
sowohl in derselben Ebene als in verschiedenen Ebenen ge- 
dacht werden können. Im letztem Falle können beide Ebe- 
nen als in einem gemeinsamen Raume liegend angesehen 
werden und es ist dann möglich, den Uebergang zwischen 
r und P' durch geometrische Constructioneu in diesem Raume 
zu vollziehen; die Methode der Projection bietet das einfachste 
Beispiel die.ser Art, die gerade Verbindungslinie der entspre- 
chenden Punkte P P' geht immer durch einen gegebenen 
festen Punkt, das Centrum der Projection. Man erhält ein 
andres System der Transformation, indem mau der Geraden 
P P' die Bedingung auferlegt, zwei feste sich kreuzende Ge- 
rade zu schiceiden"’), etc. 

Die Entwickelung solcher Theorien gehört der Geometrie 
des Raumes au. 

An diesem Orte untersuchen wir die beiden Ebenen ohne 
Beziehung auf einen gemeinsamen Raum. Wir denken die 
Punkte jeder Ebene durch Coordinaten in Bezug auf ein will- 
kürlich gewähltes »System von Fundamental - Elementen be- 
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stimmt und uelimeii an , dass zwischen den Coordinntcn ent- 
sj>rechender Punkte eine bekannte algebraische Abhängigkeit 
bestehe, insbesondere also Gleichheit oder lineare Abhängig- 
keit, wie im Falle der jirojectivischen Transformationen, etc. 
In jedem Falle bestehen Sätze über die Beziehung beider 
Ebenen im .Allgemeinen und Sätze über die Beziehung der- 
selben als in einer einzigen Ebene vereinigt. Um diese Be- 
ziehungen auszndriicken, siirechen wir von zwei entspre- 
chenden Figuren — nämlich Sj'stemen von Punkten, 
geraden Linien oder von Curven — in diesen Ebenen oder in 
derselben Ebene; oder auch, wir sprechen von allen 
Punkten der Ebene und ihren entsprechenden. 

Die insbesondere genau untersuchte Art von Transforma- 
tionen hat ihren wesentlichen Charakter darin, dass einer 
gegebenen Lage von F im Allgemeinen eine einzige Lage 
von P' entspricht, und umgekehrt einer Lage von P' eine 
einzige von P”. Uie projectivische ist der einfachste Fall der- 
selben; man bezeichnet sie aber allgemein als die rationale 
oder auch die birationale Transformation. 


Qnadratisrho Traiisformatiou. 

.'$2.5. Es ist nützlich vor der allgeineiuen Theorie noch ausser 
der linearen Transformation einen andern siieciellen Fall näher 
zu untersuchen, nämlich den Fall, wo die Coordinateu des 
Punktes P' Functionen zweiten Grades in den Coordinateu von 
P sind, oder wo mau hat 

a;,' : xj : = X, : X, ; X,. 

Dann entsprechen den geraden Linien 
= 0, Xj' = 0, X,' == 0 
die drei Kegelschnitte 

X| = 0, Xj = 0, X, = 0, 

und einer Curve n“’' Ordnung entspricht im Allgemeinen eine 
Curve von der Ordnung 2«, deren Gleichung man durch 
Substitution der X,- für die x,- in die gegebene Gleichung er- 
hält. In den Art. 253., 273. ist diese Methode schon benutzt 
worden. Man erhält ein einfaches Beispiel durch die An- 
nahme 
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'y » » < Y > * ff 7 • ly 1 * !•? 

•*'1 • •*'2 • ‘*'3 I • •* 2 • ** 3 • 

Dann entspricht der geraden Linie 

a^x^ + o,a:j + = 0 

ein Kegelschnitt 

a,x,i + + «la:,! = 0, 

welcher die Seiten des Fundamentaldreiecks beiTihrt und einer 
geraden Linie in der zweiten t'igur entspricht wieder ein 
Kegelschnitt in der ersten. Einem Kegelschnitt der ersten 
Figur von der Gleichung 

“I” “I" ^ "f" ^^i3a;|a;3 

+ 2a^jXf Xj = 0 

entspricht die Curve vierter Ordnung 

«,,x, + fl„ Xj + a,3X, + 2 fl 53 Xjia;,i + 2fi,3.r,J 
+ 20|2a:,la;j} = 0. 

Und da die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in der 
Form 

+ -•+■'' = } ^— ) ^ 2 ’ 

"a «11 "11 I "ij"««!/ ' ^'11' 

t 

‘ Vt„* ’ ) 

geschrieben werden kann, so ergiebt sich, dass die Gleichung 
der entsprechenden Curve in der Form 

ax,i -j- fjXji + cx^{ + dx^i = 0 
darstellbar ist und dass sie also drei Doppelpunkte und die 
geraden Linien 

X, = 0, Zj = 0, a:j = 0, x, = 0 

zu Doppeltangenten hat. 

326. Die eben beschriebene Methode der Transformation 
auf Grund der Beziehung 

x^ : Xj : X,' = X, : Xj : Xj 

ist im Allgemeinen nicht rational. Denn aus gegebenen 
Xi folgen zwar die x,' rational, aber für gegebene x/ sind die 
entsprechenden Xi aus den Gleichungen 

” ä7 

zu berechnen, aus Gleichungen also, welche Kegelschnitte mit 
vier gemeinsamen Punkten darstellen und somit vier ver- 
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srhicdfiie Lagen des dem Punkte x,' entsiireclieiideii Punktes 
X, liefern. Wenn die Kegelschnitte X, =0 einen festen ge- 
nieinsiimen Punkt hätten, so könnte derselbe als von der Lage 
des Punktes x,' unabhängig ausser Betracht bleiben und jedem 
Punkte X,' entsprächen drei Punkte Xi\ wenn die X, = 0 
zwei feste gemeinsame Punkte hätten, ebenso zwei, uiul end- 
lich filr drei feste gemeinsame Punkte derselben besitzen die 
Kegelsehnitte 

_ X, 

Xj JTf Xj 

nur einen andern dem .r/ entsprechenden gemeinschaftlichen 
Punkt. Die Transformation ist daher in diesem Falle rational, 
d. h. es entspricht jeder Lage des einen Punktes mir eine 
Lage des andern. 

Da es nur einer Coordinatenveränderung gleichkoinmt, 
wenn wir anstatt der Kegelschnitte X, = O drei beliebige’ 
Kegelschnitte des S\’stems 

6,X, -f 6jX.j -f 6..X3 = 0 
wählen und die ihnen entsprechenden Geraden 

b, X, -(- bnXj -f &, X, — 0 

zu Fundamentallinien machen, so wird die Allgemeinheit durch 
die Festsetzung nicht venninilert, dass die X, = 0 die drei 
Paare von geraden Linien sein sollen , welche die drei ge- 
meinsamen Punkte verbinden und die in Art. 284. angewen- 
dete durch die Uelationen 

X, : Xj : Xj = 0^2 : Xj'x,' : x/x/ und x^ : Xj' : Xj' 

«= x.,Xj : x,x, : x,Xj 

ausgedrückte Transformation ist dalier die allgemeinste bira- 
tionale quadratische Transformation. 

Schon in Art. 284. ist dargetluui worden, da,ss dem Punkte 
Xi = X/ = 0, jeder Punkt der Linie x*' = 0 entspricht. Trans- 
formiert man also eine Curve, so entspricht jedem der n 
Punkte, in welchen sie die Gerade x*' = 0 schneidet, der 
Punkt Xi = Xj = 0 oder genauer gesprochen das Element 
eines durch diesen Punkt gehenden Astes der entsprechenden 
Curve, d. h. dieser Punkt ist ein wfacher Punkt der Letz- 
teren- So oft die Originalcurve die Gerade x*’ = 0 berührt, 
so oft fallen die Tangenten zweier Aeste der entsprechenden 
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(xler Bild- (’iirvo in eine zusammen. Einer Curve n'" Ord- 
nung, welche durch keinen der festen Punkte 

Xj' = x/ = 0, Xj' = X|' = 0, X,' = Xj' = 0 
hindurchgellt, entspricht daher eine Curve von der Ordnung 
2n, welche die drei Punkte 

Xj = X, = 0, X;, = X| = 0, X| = x.j == 0 

zu n fachen Punkten hat. Wenn wir aber vornussetzen, dass 
die Curve n"'' Ordnung durch den Punkt x/ = x/ = 0 hin- 
durchgeht, so gehört die Gerade x* == 0 der entsjirecheuden 
Curve an und insofern wir diese Gerade ausser Betracht lassen, 
ist die Ordnung der transformierten Curve um "Eins vermin- 
dert. Und überdiess geht die entsprechende Curve durch 
jeden der Punkte x* — X; == 0, x* = x^ = 0 nur (n — 1) 
statt n mal, weil die gerade Linie x* = 0 jeden derselben 
enthält. In derselben Weise erkennen wir allgemein, dass 
einer Curve n'“’' Ordnung, welche durch die drei Haupt- 
punkte — wie wir sie nennen wollen — respective 
mal hindurchgeht, eine Curve von der Ordnung 
n = 2n -ft—fj-fi 

entspricht, die durch die drei entsprechenden Ilauptjmnkte 
der andern Figur resjiective f{, f^, /j,' mal hindurehgeht, für 

f\ =>* fl 1z f 1z = n ff, ff = n 1f — fy 

327. Man bestätigt leicht, dass die so erhaltenen Zahlen 
die reciproken Beziehungen zwischen beiden Curven erfüllen, 
d. h. dass man hat 

M = 2n — i; — f.; — /'/; 

ff = n /"j fz > f-i ~ fz 1 1 > fz ~ fi — /j • 
Wir zeigen auch, dass die entsprechenden Curven den- 
selben Defect haben oder vom nämlichen Ge.schlecht sind. 
Denn nach Art. 43. ist ein ^facber Punkt (j) — 1) Dop- 
pelpunkten äcjuivalent und der Defect der ersten Curve ist 
somit 

i { (n - 1) C» -2) -ff (ff -l)-fz {fz - 1) 
-fzifz-^)}-, 

mit Benutzung der für n und die f so eben ermittelten 
Werthe zeigt man aber leicht, dass diese Zahl der folgenden 
stets gleich ist 
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i { («' - 1) («' - 2) - f; (/7 - 1) - f- (/,' - 1) 

1 )}- 

32H. Kill besonderer Fall der Methorle der quadratischen 
Transforniafion ist die der Inversion oder die Transfor- 
mation durch reciproke Radien vectoren, die in Art. 
153. und in Art. 3U7 f. der „Kegelschnitte“ besprochen ist. Wir 
haben einen festen Punkt 0, den wir als Anfangspunkt der 
Coordinaten wählen werden, und entsprechende Punkte P, P 
liegen mit denselben in einer geraden Linie und in Entfer- 
nungen, deren Product coiistaut ist, setzen wir OP. OP — l. 
Dann begründet man leicht die Relationen 


X = 




x'-fy» 

aus denen die Gleichungen 


x *-|-.v’* ’ 


x'*-f l/ 


r'» ’ 


.... 1 , . . 1 
X -f- IM = - - , X — 41/ = , -p 

‘ x — >tr ' * + */ 


hervorgehen. Setzen wir also j*, , x., , .r.,, respective gleich 
X— 11/ , 1 und ebenso x^ , x.,' , .r.,', respective gleich 

x' 4 //', x' — 4 '//', 1, so haben wir 


x( : x! : x^ = x.,x^ : x-^x^ : a:,r., 

oder die Transformation ist von der in diesem Abschnitt be- 
trachteten .\rt. Man nennt bekanntlich den Punkt 0 das 
Centrum der Inversion und den aus ihm mit der der Quadrat- 
wurzel aus OP. OP' entsprechenden Länge beschriebenen 
Kreis den Inversionskreis. Wenn der Punkt P eine Curve 
durchläuft, so beschreibt der Punkt P' die Inverse derselben. 
Insbesondere ist die Inverse einer geraden Linie ein durch 0 
gehender Kreis, der die Länge OA' zum Durchmesser hat, 
welche der dem Fusspunkt der Normale O.t auf die Gerade 
entsprechende Punkt begrenzt. Der Punkt 0 selbst entspricht 
dem unendlich fernen Punkt der Geraden. Die Inverse eines 
Kreises ist wieder ein Kreis (,,Kegelschn.“ Art. .397.) und 
insbesondere ist die Inverse eines Kreises Jf, der den Inver- 
sionskreis orthogonal durchschneidet, dieser Kreis Z" selbst, 
d. h. der Punkt P und der Punkt P’ liegen auf einem Kreise, 
welcher sich selbst invers ist. In diesem Beispiel kündigt 
sich eine weiterhin vollständiger zu entwickelnde Theorie an, 
in der die allgemeine Theorie der Transforiuatiou als eine 
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Tlieorif dtT (^’orrospouileiiz oder des Eiitsj>reebeiis von Punk- 
ten in einer gegebenen Curve erseheiiit. In unscrm Kalle 
entspricht dem Punkte P des Kreises K der zweite Selmitt- 
punkt jP', welchen die Gerade Ü ]‘ mit ihm bestimmt. 

320. Kür die allgemeine Theorie der Inversion erhellt aus 
dem V'origen, da.ss zwei Paare ent«|>recliender Punkte A, A' und 
li, If' stets auf einem Kreise liegen, der den Inversioiiskreis 
orthogonal schneidet und nach der Eigenschaft eines dem 
Kreise eingeschriebenen Vierecks so, dass die Verbindungslinie 
der Punkte A, li mit dem Radius vector 0-1 denselben Win- 
kel macht, wie die Verbindungslinie der entsprechenden 
Punkte A', If mit dem Radius vector. Und beim Uebergang 
zur Grenze für A Ji als Tangente einer Curve im Punkte A, 
dass die entsj)rechende Tangente der inversen Curve mit dem 
Radius vector denselben Winkel cinschlicsst wie jene; end- 
lich, dass der von irgend zwei Curven in irgend einem Punkte 
gebildete Winkel dem Winkel der inversen Curven im ent- 
sprechenden Punkte gleich ist. 

Die Inverse ergiebt sich unmittelbar für Cun'en, die in 
der Gleichung p" = cos uta enthalten sind. So ist für »=2 
die liemuiscate die Inverse der gleichseitigen Hyperbel; für 
n = J die Cardioide die Inverse einer Parabel, die ihren Brenn- 
punkt im Centrum hat; etc. Die Inverse eines Kegelschnitts 
ist im Allgemeinen eine Curve vierter Ordnung mit drei Dop- 
pelpunkten, nrunlich im Centrum und in den unendlich fernen 
Kreispunkten. Ist das Centrum ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitis, so ist sie insbesondere die Pascal’sche Schnecke; für 
das Centrum als einen Punkt der Curve eine durch die Kreis- 
punkte gehende Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt im 
Centrum. 

Einem Osculationskreis der Curve entspricht ein solcher 
der inversen Curve, geht der enstere aber insl>esondere durch 
das Centrum der Inversion, so entspricht ihm eine luflexions- 
tangente. 

Beispiel 1. Die drei Inflexionspunkte einer circularen Curve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt liegen in einer geraden Linie. Daher 
lassen sich durch jeden Punkt eines Kegelschnitts drei Kreise legen, 
die ihn an je einem andern Punkte oscnlicren und diese drei Punkte 
liegen mit dem gegebenen Punkte in einem Kreise. Die drei Oscula- 
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tionspankt« «ind Bämmtlicli reell, wenn die Curve eine Ellipse ist; für 
die Hyperbel sind zwei von ihnen imaginär.”) 

Beispiel i. Analog gehen durch jeden Punkt einer circularen 
Curve dritter Urdnung oder einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
neun die Curve anderwärts oscnlierende Kreise; von denselben sind 
drei reell und ihre Osculationspunkte liegen auf einem auch durch den 
gegebenen Punkt gehenden Kreis. 

Beispiel 3. „Die Fusspunkte der von einem Punkte des um- 
schriebenen Kreises auf die Seiten eines Ureiecks gerällten Perpendikel 
liegen in einer geraden Linie.“ Wenn über drei von demselben Punkte 
ausgehenden Sehnen AB, AC, AD eines Kreises als ihren Durchmessern 
Kreise beschrieben werden, so liegen die zweiten Schnittpunkte der- 
selben in einer geraden Linie. 

Beispiel 4. „Der einem Dreieck aus drei Parabeltangenten um- 
schriebene Kreis geht durch den Brennpunkt der Parabel." Wenn drei 
Kreise eine Cardioide berühren und durch ihre Spitze gehen, so liegen 
ihre drei zweiten Durchschnittspunkte in einer geraden Linie. 

Beispiel 5. „Wenn eine gerade Linie die Pascal’sche Schnecke 
in vier Punkten schneidet, so ist die Summe ihrer Entfernungen vom 
Doppelpunkt derselben constant.“ Wenn ein durch den einen Brenn- 
punkt gehender Kreis einen Kegelsc^bnitt in vier Punkten schneidet, so 
ist die Summe der reciprokeu Werthe ihrer Entfernungen vom Brenn- 
punkte constant. 

Beispiel 6. Man soll die Enveloppo von Kreisen bestimmen, 
die durch einen festen Punkt gehen und deren Centren in einer gege- 
benen Curve liegen. Wir nehmen den festen Punkt zum Centrum der 
Inversion und bemerken, dass der Ort des andern Endpunktes des 
durch ihn gehenden Durchmessers eine zur gegebenen ähnliche Curve 
ist. Daraus ergiebt sich, dass die negative Fusspunktcurve (Art. 12i.) 
der Inversen der letztem Curve die Inverse der geforderten Enveloppe 
und folglich nach Art. 1*23., dass die Enveloppe selbst die Inverse der 
Polarreciproken der gegebenen Curve ist”) 

331. Es bleibt übrig, diejeuigeu Fülle der rationalen 
quadratischen Transformation zu erwähnen, welche nicht auf 
die Substitution 

x^ : i = Xj'x^' : x^'x,' : x^' x^ 

zurückführbar sind. Von den drei den Kegelschnitten X,- = 0 
gemeinsamen Punkten können zwei zusammenfalleu und es 
sei Xj = 0 die gemeinschaftliche Tangente derselben im Punkte 
= X, = 0, sowie a:, >= x, = 0 der dritte ihnen gemeinsame 
Punkt, so können, weil die Gleichungen solcher Kegelschnitte 
von der Form 
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seiu milsscn, 

x^^ — 0 , XjXj = 0 uud x^Xj = 0 
als soU'lie Kegelschuitt« genommen werden und die Substi- 
tution crluilt die Form der im Art. 290. angewendeten 
x^ : x.^ : X) = XfX-j : x,^ ; x^Xj und 
r, : ; x, = : x,'^ : x^x^. 

In dieser Substitution entspricht wie in der allgemeinen 
dem Punkte x,' = Xj' = 0 die Gerade Xj = 0 und jeder 
Curve, welche diese gerade Linie in n Punkten schneidet, 
eine Curve, welche jenen Punkt zum n fachen Punkte hat. 

, Dem Punkte x,' = Xj' = 0 entspricht die gerade Linie x, = 0, 
aber für alle Punkte der Letztem erhält man die nämliche 
Tangenteurichtung im erstem, nämlich x,' = 0; einer Curve, 
die die Gerade x, = 0 in n Punkten schneidet, entspricht 
somit eine Curve , die den Punkt x,' = Xj' = 0 zu einem 
nfachen Punkt mit zusammenfallendeu Tangenten hat. In 
kurzem Ausdmck, die Theorie ist im wesentlichen dieselbe 
wie vorher, nur modificiert durch das Zusammenfallen von 
zweien der Hauptpunkte. 

Wenn endlich alle drei Hauptpunkte zusammenfallen, 
so sind nach Art. 247. der „Kegelschn.“ die Gleichimgen der 
Kegelschnitte von der Form 

a,,jX./ -I- 2fl„x,Xj -}- 2a„ (XjX, — mx,"'') = 0 
und wir kommen zu der in Art. 291. gebrauchten Form der 
Substitution 

X,' : Xj' : Xj' = x,Xj : : XjX^ — m x,’, 

X, : Xj : Xj = x,'Xj' : x.^'* : Xj'x,' wix,'*. 


Allgemeine Theorie der rationalen Transformation. 

332. Es ist zweckmässig vor dem Eingehen auf die all- 
' gemeine Theorie der rationalen Transformation in Aus- 
dehnung des in Art. .329. Gesagten zu erwähnen , dass die 
Substitution von x,", Xj", X 3 " für x,, Xj Xj respective dann eine 
sehr einfache Form annimmt, wenn X;, = 0 die unendlich 
ferne Gerade ist und x, = 0, x, = 0 nach den Kreispunkten 
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in derselben gehen. Denn] durch Tran.sfonnatlon zu Polar- 
coordinateu werden die Gleichungen der Letztem 
p (cos 6 + » sin 0) = 0 

und man erkennt, dass die Ersetzung dieser Functionen durch 
ihre n''" Potenzen auf die Einführung von p" und von n0 
für p und 0 respective zurückkommt. Diese Transformation 
ist nicht rational, aber sie wird vortheilhaft auf Curven von 
der Gleichungsform p” = a” cos mca angewendet, welche so 
in Curven der nämlichen Familie transformiert werden. Für 
n = 2 wird ein Kreis zu einer Cassini'schen Curve, für 
n = ^ zu einer Pascal’schen Schnecke. 

Roberts hat’-’) auch bemerkt, dass durch diese Trans- 
formation der Winkel nicht geändert wird, unter welchem 
sich zwei Curven durchschneiden. Denn die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die Tangente einer Curve mit 

dem Radius vecU>r bildet (Art. 95.), wird durch p ausge- 
drückt und die Substitution von nda für da nnd von — ^ 
für — ^ lässt dies ungeändert. Die als Beispiele zur Theorie 

der Inversion gegebenen Sätze liefern hiernach für die ver- 
schiedenen W'erthe von n ebensoviele neue Sätze; und Sätze 
in Bezug auf die Winkel, unter vrelcheu Curven sich durch- 
schueiden, werden leicht durch diese Methode transformiert, 
wie beispielsweise die Sätze, dass ein Kreis der Ort der 
Schnittpunkte zu einander rechtwinkliger Geraden ist, von 
denen jede durch einen von zwei festen Punkten geht; dass 
eine Reihe concentrischer Kreise durch das System ihrer 
Durchmesser rechtwinklig geschnitten wird; etc. 

333. Nach einer allgemeinen rationalen Transformation 
entspreche einem System von Werthen der Xt ein einziges 
System von Werthen der x/ z. B. 

a:,' : x^ : x^ = X, : Xj : X, 

für die X,- als bekannte Functionen der Xi, die wir vom 
Grade « annelimeu; und umgekehrt entspricht einem belie- 
bigen Sy.stem von Werthen xi ein einziges System von 
W'erthen 

,T, : a;, : = X,' : X./ : X/. 
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Paim müssen zuerst, damit eine solche Ausdrucksweise mög- 
lich sei, die X,' auch vom Grade n in den x,' sein. Denn den 
n Durchschnittspunkten einer beliebigen Geraden 
«,a:, -f- G ‘t + ^ 

mit irgend einer Curve 

h-t X^ = 0 

entsprechen im andern System nothweudig die Schnittpunkte 
der Curve 

«1 -^1 + -f- «3X3' = 0 

mit der Geraden 

h^x{ + h^x.; + h^x.^ = 0 , 

deren Anzahl daher gleichfalls n sein muss. 

3.34. Wir untersuchen hiernach die Bedingungen, 
unter welchen die vorausgesetzte gegenseitige 
A usdrUckbarkeit der Xi und xi möglich ist. Im All- 
gemeinen entsprechen dem Punkte 

x^ • x^ X’^ ' • • rtj r ^2 • ^3 

des einen Systems die gemeinschaftlichen Punkte der Curven 

I * ^X^ * 3 — I ! (t>2 ä 

im andern System; ihre Anzahl ist wenn die X,- allgemeine 
(,'urven ihrer Ordnung sind. Wenn jedoch p den drei Curven 
Xi = 0 gemeinsame Punkte vorhanden wären, so würden nur 
— p mit den a,- veränderliche Durchschuittspunkte der- 
selben existieren, die also dem gegebenen Punkte im andern 
System enstprechen. Und für j) == n‘ — 1 wäre nur ein 
einziger veränderlicher Schnittpunkt vorhanden; oder mit 
andern Worten , wenn alle Durchschnittsj)unkte der Curven 

bis auf einen bekannt sind, so sind die Coordinaten dieses 
letzten Durchschnittspunktes eindeutig bestimmt und somit 
rationale Functionen der n,-, d. h. der xi und wir erhalten 
Ausdrücke von der Form 

a-, : X .2 : x.^ = X,' : X./ : X/. 

3.35. Da.ss die Curven X,- = 0 gemeinsame Durchschiiitts- 
punkte in <ler Zalil »U — 1 haben, i.st also die eine Bedingung 
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für rationale Traiisfonmition ; iilier dieselbe unterliegt noch 
einer andern Bedingung. Das System der Curven 
rt, X, -f- X., rr, X, = 0 

muss von demselben Grade der Allgemeinheit sein, wie das 
System der Geraden 

= 0 , 

welchem es entsjiricht, d. h. eine Curve des Systems muss 
zwei weiteren Bedingungen unterworfen werden können, ohne 
überbestimrat zu sein, zwei Bedingungen, welche die beiden 
Constanten «, : bestimmen. Die Zahl der Bedingungen, 

welchen die Curven X,- = 0 unterworfen werden, muss we- 
nigstens um zwei kleiner sein als die Zahl derer, welche zur 
Bestimmung einer Curve n'"^ ürdnung hinreicht. Wenn z. B. 
die Curven X, = 0 Curven dritter Ordnung sind, und wenn 
wir die Bedingung stellen, dass sie acht verschiedene Punkte 
gemein haben sollen, so haben sie nach Art. 29. auch einen 
neunten Punkt gemein und können daher keinen variabelii 
Durch.schnittsjmnkt besitzen, so dass die Construction des 
vorigen Artikels ihren Zweck verfehlt. Wir können jedoch 
den Bedingungen des Problems genügen, indem wir an- 
nehmen, dass die Curven dritter Ordnung X, = 0 einen ge- 
meinsamen Doppeljninkt und vier einfache gemeinsame Punkte 
haben. Denn diess zählt für sieben Bedingungen, da ein 
gegebener Doj)pelpunkt deren drei rejiräsentiert (Art. 41.), 
und es sind daher zwei weitere Bedingungen nöthig, um 
irgend eine Curve des Systems 

(i^ Xj — 1“ ^2 X2 -p U3 X.J 0 

zu bestimmen. Dagegen zählen die gemeinsamen Punkte für 
acht, weil ein Punkt, der in zwei Curven zugleich ein Doppel- 
punkt ist, für vier unter ihren Schuitt])unkten zählt. Und so 
können wir auch allgemein die X, = 0 nicht als Curven 
Ordnung annehmeu, welche »P — 1 verschiedene gemeinsame 
Punkte haben, weil sie, sobald n grösser ist als zwei, dann einen 
weiteren gemeinsamen Punkt haben müssten und keinen ver- 
änderlichen Schnittpunkt haben könnten. Wir können aber 
den Bedingungen des Problems genügen, indem wir die 
X,- = 0 als Curven denken, die «, einfache, doppelte, «3 
dreifache Punkte, etc. gemein haben, so dass diese n’ — 1 

Balmon, Hübere Ciirvi'n. ^ 24 
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Diirclisclmiftifpunkten iiqiiivnleiit sind und dass zugleich die 
Zahl der Uedinj'uugon, welche dieser Festsetzung entsprechen, 
um zwei kleiner ist als die Zahl derer, welche eine Curve 

Ordnung bestimmen. Indem wir erinnern, dass ein ge- 
gebener vielfacher Punkt r'"’' Ordnung i >' (r -f* 1) Bedin- 
gungen äquivalent ist, und dass ein solcher Punkt, wenn er 
zwei Curven als rfacher Punkt gemeinsam ist, unter ihren 
8chnittj)unkteu für zählt, erhalten wir die zwei Gleichungen 
1) c, -|- 4«, -|- 9«,, + ••• -|- — * I 

2) K, + :5«j -f- h i r ()■ -f 1) «, = i n (« + .3) — 2. 

Verdop])elt man die zweite und zieht man davon die erste 
ab, so erhält man eine mit Vortheil an Stelle von 2) zu ver- 
wendende fileichung, nämlich 

3) rt, -|- 2ß., -|- 3 -f- • • • -|- »•«,. = 3 (n — 1). 

Und wir erhalten somit so viele Arten der Trans- 
formation durch Curven Ordnung als es Lösungen 
dieser Gleichungen durch ganze positive Werthe 
der a, giebt, immer vorausgesetzt, dass die Zahl der höheren 
vielfachen Punkte, welche die Curven Xj = 0 nach denselben 
besitzen, den bei Art. 43. gefundenen Grenzen unterworfen 
bleibt. 

.335. Die Gründe des vorigen Art. beweisen genau ge- 
nommen nur, dass in der Gleichung 2) die rechte Seite nicht 
grö.sser sein kann als der angegebene Werth; wir können 
jedoch zeigen, dass sie auch nicht kleiner sein kann, denn 
wenn wir ein Glied — t addieren und die Gleichung 2) dann 
von l) abziehen, erhalten wir 

4) + 3«3 + i r (r - 1) = i(« - 0 (« - 2) + t. 

Indem wir erinnern, dass ein dreifacher Punkt drei 
Doppelpunkten und ein rfacher \ r (r — 1) Doppelpunkten 
äquivalent ist, sehen wir, dass die linke Seite der Gleichung 
die Anzahl von Doppelpunkten aiisdrückt, welcher die viel- 
fachen Punkte einer der Curven des Systems 

n, Al, -j- G.f Xj o,, Al., = 0 

gleichwerthig sind. Und weil in Art. 42. gezeigt ist, dass 
diese Zahl ^ (n — 1) (n — 2) nicht übersteigen kann, so muss 
I — 0 sein und die Gleichung 4) drückt aus, dass jede der 
Curven des Systems 
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die Maximalzahl von Üoppelpuiikten enthält, oder mit andern 
Worten, dass sie unicursal oder vom Geschlecht 
Null sind. 

Es ist Oberdiess evident, dass diess so sein muss, weil 
diese Curven geraden Linien des andern Systems entsprechen 
und nicht nur jede Gerade sondern jede Unicursalcurve in 
eine Unicursalcurve transformiert wird; denn wenn die Coor- 
dinaten eines Punktes rationale Functionen eines Parameters 
sind, so müssen die Coordinaten der entsprechenden Punkte 
als rationale Functionen dieser Letzteren auch rationale 
Functionen desselben Parameters sein. 

336. Wir haben gesehen, dass für w grösser als zwei 
die Gleichungen 1) und 2) nicht befriedigt werden können, 
wenn die gemeinsamen Punkte der Curven X,- = 0 nur ein- 
fache Schnittpunkte sind. Wir werden in gleicher Art zeigen, 
dass für n grösser als fünf ein vielfacher Punkt 
von höherer als der zweiten Ordnung vorhanden 
sein muss, etc. Ist r der höch.ste der vorkommenden Indices, 
so multiplicieren wir die Gleichung 3) mit r und ziehen die' 
Gleichung 1) von ihr ab, und erhalten 

(,. _ 1) + 2 (r- 2) + 3 (r - 3) a, + ... (r - 1) , 

= (n - 1) (3r — w - 1). 

Da hier jedes Glied der linken Seite positiv ist, so kann 
r nicht kleiner sein als ^ (n 1). Wir können r gleich 
dieser Zahl nehmen, wenn ^ (« + 1) ganze Zahl ist oder 
mit andern Worten für ein n von der Form 3p — 1 können 
wir r = p machen; alsdann müssen aber alle die Zahlen 
ß, , «j, ... «r— I verschwinden und die Curven haben nur die 
p fachen Punkte gemein; wir haben nach 3) p«,, = 3 (3p — 2), 
welches (den Pall p = 6, «^ = 8 ausgenommen) durch keine 
ganzen Wertlie von befriedigt werden kann, sobald p die 
drei übersteigt. Ausgenommen also für m = 2, .'i und 8 
muss r immer grösser als |(m+ 1) sein. 

337. ln derselben Art wird eine Relation begründet, 
aus welcher wir jetzt eine wichtige Folgerung ziehen wollen, 
nämlich den Satz, dass die Summe der drei höchsten 
Ordnungszahlen der vielfachen Punkte w über- 
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schreiten muss. Seien r, s, t die drei liüchsten unter diesen 
Orduuujfszublen, so zwar diiss s<r und t s ist, so ent- 
stehen aus den Gleichungen 1) und 3) durch üebertragung 
der Glieder, welche r und s entsprechen, auf die andere Seite 
die Gleichungen 

n, -}- 4 f(._, -j- f'(‘i = — 1 — r* — 

«I -j- 2«.^ -j- . . . 3n — 3 — r — s, 

und wir erhalten wie vorher eine Grenze für den niedrigsten 
annehiuharen Werth von / aus der Bemerkung, dass der Rest 
wesentlich positiv ist, den die um die erste verminderte ^ fache 
• zweite Gleichung lässt. Unsere Absicht ist nun, zu zeigen, 

dass n — r — .s‘ zu klein ist, um ein W’erth von t zu sein, 
oder dass in diesem Falle immer 

— 1 — — s- > t (3n — 3 — r — s) 

ist. .Setzen wir i- ^ s == n — t, so wird diess 

2r.s — 1 -f 2nt - P > t (2n - 3 + /); 

und da nach der Voraussetzung r und s nicht kleiner sind 
als t, so wird der kleinste Werth, welchen die erste Grösse 
haben kann, gefunden, indem man r und s gleich t setzt, 
wodurch die Ungleichheit entsteht 

P + 2nt — \ > P + 2tit - Zt, 
welche augenscheinlich richtig ist. 

338. Cremona hat für alle n bis auf = 10 die an- 
nehmbaren Lösungen des betrachteten Systems von Gleichun- 
gen angegeben und wir wollen einige seiner Resultate ent- 
wickeln. Es ist aber bereits genug gesagt, um zu zeigen, 
dass wir immer Functionen X,- vom w'™ Grade in den a;, 
wählen können, so dass die Gleichungen 

c * "^2 * -^2 

drei Curven repriLsentieren, welche gewisse feste für tP — 1 
Schnittpunkte zählende Punkte — wir werden sie Haupt- 
punkte nennen, — gemeinsam haben und einen variablen 
Punkt bestimmen, dessen Coordinaten, in Function der xf 
ausgedrüekt das umgekehrte System von Gleichungen 
x^ : x^ : x^ == X,' : X./ : X,' 

liefern. Wir haben vorher gezeigt, dass die X,' Functionen 
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n"" Grades in den x! sind und es ist offenbar, dass sie gleich 
Null gesetzt gleichfalls Curven darstellen, welche eine gewisse 
Anzahl fester Punkte so gemein haben, dass den erörterten 
Bedingungen 1) und 2) Genüge geleistet wird. Es folgt aber 
damit nicht, dass dieselbe Lösung dos Systems der beiden 
Gleichungen in dem einen und in dem andern Falle Anwen- 
dung findet, oder mit andern Worten das Curvennetz (Bündel, 
Gebilde zweiter Stufe) 

«, X, + a.^ X., -f- 03 Xj = 0, 

welches den geraden Linien des einen Systems und das Ciirven- 
netz 

o, A', -j- Uj X./ -l" Oj X;, =0, 

welches den geraden Linien des andern Systems entspricht, 
haben nicht nothwendig dieselbe Vertheilung der vielfachen 
Punkte. 


339. Wir sahen im Falle der quadratischen Trau.sfor- 
niation, dass jedem der drei Hauptpunkte des einen Systems 
im andern System nicht ein Punkt, sondern eine Gerade ent- 
sprach und wir erweitern diesen Satz jetzt zu dem andern, 
dass im A llgemeinen jedem der Punkte n, eiueUni- 
cursalcurve Ordnung entspricht. 

Offenbar wird das System von Gleichungen 

illusorisch, wenn wir den Punkt xi suchen, welcher einem 
den Curven X, = 0 gemeinschaftlichen Punkte Xi entspricht. 
Sei zuerst dieser Punkt ein einfacher Schnittpunkt derselben, 
so erhalten wir die Coordinaten x,’ eines ihm unendlich nahe 
benachbarten Punktes, respective proportional zu den Grössen 


dx -I- öx + Sx • 

wir erhalten somit für jedes in andrer Richtung vom Punkte 
Xi ausgehende Element einen andern entsprechenden Punkt 
Xi'. Wenn aber drei Curven einen gemeinschaftlichen Punkt 
haben, so geht ihre J ac obi'sche Curve durch diesen Punkt, 
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wie man iiachweist, indem man die Gleichungen X, = H in 
der Form 


gx 

rX, 


gx, 

giC, 

gx, 




gx, 

gjTj 


3 = 0, 


gx, + = 

X, + X., + X., = 0 

gx, ‘ ^ fx, - ' rxj ■' 

schreibt und zwischen denselben die Xi eliminiert. (Vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 360.) So erkennen wür, di«s, wenn wir 8x^ 
und dXj aus den vorher für die x,' erhaltenen Ausdrücken 
eliminieren, dx, auch verschwindet, und dass somit alle die 
Punkte, welche den in Xj beginnenden Elementen oder kurz 
dem Punkte Xi entsprechen, in der geraden Linie 
'gx, gx, _ gx, gX,\ 

gx, gx, gx, / 


> Vgx, 


^ 'gx, gx, gx, gx, ' 


+ (' 


gx, gx. 


liegen. 


</X, OXj gx, gx. 


gA', gX,^ 


.340. Wir verfahren ganz ähnlich, wenn der den Curven 
Xi ~ 0 gemeinsame Punkt ein vielfacher Punkt ist. Sei der- 
selbe beispielsweise ein Doppelpunkt, so verschwinden die im 
vorigen Art. für die x,' gegebenen Werthe; wenn wir aber 
die Differentiale durch obere Indices, die zweiten Differentiale 
durch dopj)elte obere Indices bezeichnen — wie früher durch 
untere, nur dass wir denselben noch das trennende Komma 
beifügen, um die Verwechslung mit Exponenten auszu- 
schliesssen — so sind x^, x^ x^ respective proportional den 
Grö.ssen 


Xi'-'dx,''' 4- X,2.*dx.,* -f X,-Vgx,''‘ + 2X,^-^öx.,äx^ 

2 X^^’'^x■JÖx^ -f 2X|'-dx, dajj, 

Xj'.'dx,? + ... 4- 2X,'‘‘8x^dx„ 

Xl'^'öx^^‘ 4- ... 4- 2X^'••>^x^öx,. 

Die Elimination der d'x,- zwischen diesen Gleichungen 
führt auf die Beziehung der Xi zu den X,-, welche wir suchen. 
Aber die vorhergehenden Ausdrücke sind in der That nur 
scheinbar ternär, sie sind in Wirklichkeit binär; denn für 
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eiue Function U und die frühere Bezeicliuung der Differen- 
tiale ist 

"f" "i" "l“ •• = 0 

die OleichuDg des Tangenten paares im Doppelpunkt der Gurve 
U = 0 und somit auf die Form 

f/,i (a;, — mx^y + '2 U,., (.r, — wx,) (x. — nx,) 

-f Uj-, (Xj — n Xj)'' = Ü 

zurüekfiilirbar. Es sind daher zwischen den drei durch das 
Vorige gegebenen Gleichungen nur' zwei Grössen 
dx, — mdXj, dXj — ndxj 

zu eliminieren und man darf ohne das Resultat zu ändern dXj 
gleich Null setzen und dx, und dx, eliminieren. Damit er- 
halten wir aber sofort allgemein für einen »• fachen Punkt die 
X,' jiroportional zu den Grössen 

(«, ... $ dx,, dx,)-; (n, ... 5 dx,, dx.p''; {n", ...J dx, , dx.,)’'; 
und indem wir nach der in Art. 44. erklärten Methode dx, 
und dXj zwistdien den entstehenden Gleichungen eliminieren, 
linden wir die x,' als rationale Functionen eines Parameters, 
als die Goordinaten eines Punktes in einer Unicursalcurve 
von der Ordnung r. 

341. Die Curveu des einen Systems, welche den Ilaupt- 
jiunkten des andern entsprechen, sollen die Hauptcurven 
des Systems genannt werden und wir wollen zeigen, dass 
ihre Gesammtheit die Jacobi’sche Gurve des 
Systems der Gurven 

t/i .X, n., A.^ -|- ti3 = 0 

bildet. Denn die Jacobi’sche Gurve ist der Ort der neuen 
Doppelpunkte in solchen Curveu des Systems, welche einen 
Doppelpunkt enthalten ausser den vielfachen Punkten, die 
allen seinen Gurven gemeinschaftlich sind. Da aber jede 
dieser Curveu bereits in diesen Hauptpunkten die Maximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, so kann sie einen neuen Doppel- 
punkt nur durch Zerfallen in Gurven niederer Ordnungen 
erhalten und diess wird nur geschehen, wenn die gerade 
Linie des andern 83 'stcms, welche ihr entspricht, durch einen 
der Hauptpunkte hindurchgeht. In diesem Falle zerfällt die 
Gurve 
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«, X, -f- (i._, Xj «3 Xj = 0 

in die feste Ciirve r*‘' Ordnung, welche diesem Hauptpunkt 
entspricht, und eine andere Curve von der Ordnung n — r, 
welche mit der gegebenen durch gehenden Geraden ver- 
ilnderlich ist. Für zwei Unicursalcurven, deren Ordnungs- 
zahlen r und r die Summe » haben, ist aber die Gesammt- 
Vielfachheit, welche aus den Singularitäten der Curveu und 
aus ihren Durchschnittspunkteu entsj)ringt, gleich werthig mit 
i (r _ 1) (r _ 2) i (»■' - 1) (/- 2) rr' 

oder 

i (» — 1) (» — 2) -f 1 

Doppelpunkten. So erkennen wir, dass die zusammengesetzte 
Gurve, welche einer durch den Hauptpunkt «r gehenden Ge- 
raden des andern Systems entspricht, ausserhalb der Haupt- 
[)unkte einen neuen Dojipelpunkt besitzt, welcher ein Durch- 
schnittspunkt der festen dem Haupt|>unkt entsiirechenden 
Ilauptcurve mit der veiänderlichen llestcurve ist; der Ort 
solcher Punkte ist daher jene feste Curve. Da.ss in der That 
die Summe der Ordnungszahlen aller dieser Haupteurven die 
Ordnung der Jacohi’schen Curve des Systems 
X, flj Xj -|- C/g Xg = 0 

ausmacht, ist schon in der Gleichung 3) ausgedruckt, nämlich 
«, -f 2«j -|- 3otg -f- r«r — 3 (» — 1). 

Aus der allgemeinen Theorie der .J ac ob i 'sehen Curve, 
in die wir im nächsten Kapitel genauer eingehen werden, 
ergieht sich, dass das System der Haupteurven durch jeden 
Punkt «I zweifach, durch jeden Punkt fünffach und durch 
jeden Punkt (3r — l)fach hindurchgeht. Andere Sätze 
über die Anordnung der Haupteurven in Bezug auf die Haupt- 
punkte brauchen wir nur anzuzeigen. Wenn wir z. B. eine 
gerade Linie in einem System nehmen, die nicht durch einen 
Hauptpunkt »r geht, so kann die entsprechende Curve 
a, X, -f- a.^ Xj -|- flg Xg = 0 

keinen gewöhnlichen Punkt mit der Ilauptcurve «r gemein 
haben, die Durchschnittspuukte von beiden müssen ausschliess- 
lich Haupt])unkte sein. .Auf diesem Wege können wir sehen, 
dass jede Hauptgerade durch zwei Hauptpunkte geht, deren 
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Ordiiungssunime der Vielfachheit »{ ist, und jeder Haupt- 
kegelsclmitt durch fünf Hauptpunkte von der Ordnungssunnne 
2 m, etc. 

342. Wir sind nun in der Lage, die Charaktere der 
Curve zu hestinimen, welche einer Curve S von der Ordnung 
k entspricht und von der wir voraussetzen, dass sie nicht 
durch einen der Hauptpunkte geht. Wenn wir in eine 
Function vom Grade k für die Veränderlichen x! die X, ein- 
setzen, so erhalten wir offenbar eine Function vom Grade 
m/i; und wenn die Curven X,- = 0 einen Punkt A gemein- 
schaftlich haben, so schneidet die ihm in der andern Figur 
entsprechende Gerade die Curven S in k Punkten, welche 
säinmtlich A entsprechen und daher einen A' fachen Punkt 
bilden; und ebenso entspricht jedem der Hauptjmnkte «r ein 
rAfacher singulärer Punkt. Wenn die Originalcurve keine 
vielfachen Punkte enthält, so hat die transformierte Curve 
keine solchen ausser in den Hauptpunkten. Die transfor- 
mierte Curve ist also von der Ordnung nk, welcher als 
Maximalzahl der Doppelpunkte 

^ (mA — 1) (mA — 2) 

entspricht; die Hauptpunkte ihrer Figur sind vielfache Punkte 
in ihr, zusammen gleichwerthig mit 

i «,A (A — 1) -f i «2 2A (2A — 1) -f ... + \ ur rk (rk — 1) 
oder 

i A^ («, 4- 4«j -f ... + r’ffr) — i A(«, + 2«2 + ... + r«r) 
oder in Folge der Gleichungen 1) und 3) mit 
i («^ - 1) A’ - - 1)A 

Dojipelpunkten. In Folge dessen ist der Defect der trans- 
formierten Curve 

^ nk (mA — 1) — (m’ — 1) A4 - 5 (« — l) A} 

= i (A - 1) (A - 2) 
d. h. dem der Originalcurve gleich. 

Wenn aber die Originalcurve vielfache Punkte ausser den 
Hauptpunkten ihres Systems hat, so entsprechen denselben 
in der transformierten Curve vielfache Punkte von derselben 
Ordnung und die Defeete oder Geschlechter der beiden Curven 
sind auch dann einander gleich. 
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VV'ejiu die Origiiialeurve durch einen der Hauptpunkte 
Ur geht, so ist für jeden einzelnen Durchgang die ent- 
sprechende Curve «r ein Theil der transformierten Curve und 
die Ordnung der eigentliclien transformierten Curve wird ent- 
sprechend reduciert. Es tritt auch eine entsj)rcchende Re- 
ductiou ein in der Zahl der Durchgänge, welche die trans- 
formierte Curve durch diejenigen Hauptpunkte macht, welche 
«r enthält. Die Wirkung ist auch jetzt, dass die Gleichheit 
der Defecte beider Curven erhalten bleibt. Wenn z. B. die 
Originalcurve durch einen der I’unkte geht, so erhält die 
transformierte Curve als Theil eine Gerade und die Ordnung 
der Restcurve wird von nk auf nk — 1 vermindert; es ent- 
springt daraus eine Verminderung um nk — 2 in der Ma.\i- 
mulzahl der Doppelpunkte. Geht nun diese gerade Linie 
durch zwei Punkte «„ a, so wird die Zahl der Durchgänge 
der Restcurve durch diese Punkte um je Eins verringert und 
die ä(|ui valente Anzalil der Doppel|iunkte um sk — 1 und 
tk — 1 respective otler ebenfalls um nk — 2 weil 
s -f- < = M ist. 

Wir ersparen das Eingehen in weitere Einzelheiten, weil 
wir sofort auf einem andern Wege zu denselben Ergebnissen 
gelangen werden. 

343. Jede Creniona’sche Transformation kann 
durch eine Folge von quadratischen Transforma- 
tionen ersetzt werden. 

Betrachten wir die allgemeinste Transformation, bei 
welcher den geraden Linien der einen Figur in der andern 
Curven n'"' Ordnung entsprechen, welche a, einfache, 
doppelte Punkte, etc. mit einander gemein haben. Wir haben 
in Art. 337. gesehen, dass es drei unter diesen Punkten 
giebt, deren Ordnungszahlen der Vielfachheit mehr als n zur 
Summe geben. Wählen wir diese als Hauptpunkte und voll- 
ziehen eine quadratische Transformation, so wird die Ordnungs- 
zahl der transformierten Curve 

2n — r — s — t 

noth wendig kleiner als n. ln derselben Weise vermindern 
wir durch eine weitere quadratische Transformation die Ord- 
nungszahl der Curve und setzen diess Verfahren so lauge 
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fort, bis wir gerade Linien als entsprechend den Curven n"’’ 
Ordnung erhalten. Da wir in Art. 327 . bewiesen haben, dass 
durch eine beliebige quadratische Transformation das Ge- 
schlecht einer Curve nicht geändert wird, so zeigt die gegen- 
wärtige Entwickelung wieder, dass diess auch durch eine 
Cremona’sche Transformation nicht geschieht. 

Der folgende besondere Fall erläutert die Methode und 
kann zugleich zeigen, wie man die Anordnung der Haupt- 
curven verfolgen kann. Wir betrachten die Transformation, 
bei welcher gerade Linien in Curven fünlter Ordnung über- 
gehen, die in drei einfache Punkte, in B„ B.,, 

drei doppelte Punkt und in C einen dreifachen Punkt gemein 
haben. Nehmen wir C, Ji, , B.^ als Hauptpunkte, so ver- 
wandeln sich durch eine ([uadratische Transformation die 
Curven fünfter Ordnung in solche von der dritten , welche 
B^’ als Doppelpunkt und die Punkte j 4 ,', A^, A^, C als 
einfache Punkte enthalten. Nehmen wir sodann A.j, B^, C 
als Hauptpunkte einer neuen quadratischen Transformation, 
so gehen die Curven dritter Ordnung in Kegelschnitte über, 
die durch die Punkte A", Aj", Bj' gehen; eine letzte Tran.s- 
formation mit diesen Punkten als Hauptpunkten führt dann 
auf das Gebilde zweiter Stufe aus geraden Linien zurück. 
Wir können in derselben Weise untersuchen, wie die geraden 
Linien oder allgemeiner wie Curven }i'" Ordnung im ersten 
System transformiert werden, die «ifach durch den Punkt 
A^, etc. gehen. Nach der ersten Transformation haben wir 
li ' — 2 — — c t j ~ ^2 ; 

0 ' ~h/ “ hj ; 

hy =k — c — &2 , b.^ = k — c — i», , 63’ = 63 ; 

== a,, a./ = a,, a/ = aj. 

Nach der zweiten Transformation, bei welcher A^, B^', C 
die Hauptpunkte sind, haben wir 
F' = 3 A: — 2 c — — ü», — b., — 6.,; 

c" = 2 k — c — a., — b^ — i.j — b^\ 
bi^ - k c ~~~ b^ f b'\ ' '* Ä c a*3 , & j ■ Ä ■ ■ c “ b ^ , 

= k — c — b^, a" = a, , a.," = a.,. 

Endlich nach der dritten Transformation mit den Haupt- 
punkten A,", j 4 ./', ßj" 
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h" = bh — 3 c — 26 , — 2 h., — 2 h.^ — a, — Aj — a,; 
c - ■■ - 2 A> c 6, ~~ hj 6<j ^31 

A,"' == 2 A- — c — 6, — 65 — 63 — «2 ) 

A 3 ■■■— 2 ^ c h , 63 ““ 63 ~~ ^0 ^ ^3 ^ ^ ^2 5 

h."' = k -c -b,, h"' = A- — c - 63 , 

63'” t= 3 A — 2 c — 6, — 63 — 63 — A, — A3 — A3. 

Wenn wir A = 1 und die übrigen Zalilen gleich Null 
setzen, so sehen wir, dass gerade Linien in Curven fünfter 
Ordnung übergehen, die einen dreifachen Punkt, drei doppelte 
und drei einfache Punkte gemein haben. 

Um ferner die Correspondenz der Hauptpunkte zu zeich- 
nen, bemerken wir, da.ss in der ersbui Trausforniation dem 
Punkte C die gerade Linie /#,' entspricht, dieser sodann 
in der zweiten Transformation ein durch 

^ > -^3 ) -^1 > > -®3 

gehender Kegelschnitt, und endlich diesem Letztem eine 
Curve dritter Ordnung, welche B."' zum Doppelpunkt und 
die übrigen sechs Punkte zu einfachen Punkten hat. 

Die folgende Reihe von Beispielen giebt die Wirkungen 
der verschiedenen Arten der Cremona’schen Transforma- 
tionen bis zu » = 6 an. Die Wcrthe zeigen auch die den 
Hauptpunkten entsprechenden Curven auf; z. B. im 3 . drückt 
der Werth 

c = 3A —2 c— 2 : (a) 

aus, dass dem Punkte C eine Curve dritter Ordnung ent- 
spricht, die C zum Doppelpunkt hat und durch die Punkte 
A geht. 

Beiap. 1. (II.) « = 2, «, = ,3 

A’ = 2 i' — A| — a, — a,, a' = A’ — a, — a, , 

A, k fl, -" fl, , flj k fl, fl,. 

Beiap. 2. (tU.) »i = 3, «, = 4, «, = 1. 
k' — 3 k — 26 — fl, — n, — flj — fl, . 
b' = 2k — b — fl, — fl, — fl, — fl,, fl,' = A" — 6 — fli, etc. 

Beiap. 3. (IV., I) n = 4, o, == 6, «, = 0, n, = 1. 

A’’ = 4 A- — 3c — "L (a), c = ik — 2c — Z («), n,' = k — c — o,, etc. 
Beiap. 4. (IV., 2) n = 4 , «, — 3, a, == 3. 
k' = 4 k — 2Z {bl — Z ^a), li = 2 k — Z (6) — fl, — a,, 
i),' ■= etc , fl,' = k — b, — 6„ fl,' = etc. 
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Beixp. 5. ^V., 1) H = 5, «I = 8, a, = 0, «, =(», t., == I. 

A' =. &A — 4ii K«), (/’ = 4A — -iil — Z{ai, ii,' — k — tl — «,. 
Beisp. 6. (V., 2) « = 5, «| = 3, a, = 3, «, = 1. 
k' = 5A- — c — 2Z(6) — Z(n), e' = 3/' — 2c — Z{6) — Z'«), 
b,' = 2A — c — n, — Z(6), — A — c — 6,. 

Beisp. 7. (V., 3) n = 5, a, = 0, n, = 6. 

i' - 5A — 2Z(b), h,' = 2<- — i, — fej — ?»4 — fcs — is, etc. 

Beisp. 8. (VI., 1) (I = G, o, ■= 10, = 1. 

A' =• 6A- — 6e — Z(fi), e'=i5A --4e — ^ (»). a' =- A — e — a, , etc. 

Beisp. 9. (VI., 2) « =■ G, «I =1, «f =■ 4. «j = 2. 

A-' = GA' — 3Z(e) — 2Z(6) — n, c,' = 3A' — 2c, — c, — Z(6) — u, 
b,'^2k-Z{r)-b,-b,- a = A — Z(c). 

Beisp. 10. (VI , 3) n = 6, «, = 4, «, = I, «j = 3. 

A' = GA 3Z(c) — 2b- Z(a), rf' = 4A - 2Z(cj — 6 — Z(a), 
fc,' = 2A — Z(c) - fc — o,', b, = etc., 6,’ =» etc. t»,' = etc. 
a,' = A — <H ~ <^3> > “s “ 

Beisp. 11. (VI., 4) M = G, a, =» 3, «, = 4, otj = 0, Oj = 1. 

A* s3s= gA — 4(1 — 2 Z(6) — ^(**j, c,* = 3A — 2(1 — ^(b) — a, — a^, 
c,' = etc., c,' => etc., b' = 2A — (/ — Z(6), a,' = k — ,/ — fc,, 
a,‘ == etc., a,' = etc., a/ = etc. 


Trangrorniatlon einer gegebenen Curre. 

344. Die im letzten Abscliuitt entwickelten Bedingungen 
sind nothwendig für die allgemeine rationale Transformation 
zwischen zwei Ebenen, bei der irgend einem Punkte der 
einen Ebene ein Punkt der andern entsprechen soll. Aber 
sie sind nicht nothwendig zur rationalen Transformation, 
wenn wir nur die Transformation einer gegebenen Curve 
S = 0 untersuchen wollen. Wenden wir auf die Curve 
S — 0 eine Transformation 

37 , 1 37 ^ . 37jj — — .A-, 1 

an, in welcher die X,- Functionen n'”'" Grades in den 37, sind, 
die nicht nothwendig den Creniona’schen Bedingungen 
genügen, so entspricht offenbar jedem Punkte der ersten Ebene 
ein einziger Punkt der zweiten Ebene, weil die 37, •' als ratio- 
nale Functionen der Xi gegeben sind. Nach der vorhergehen- 
den Theorie würden aber, wenn die Curven X, = 0 einfache 
Punkte in der Zahl a, , doppelte in a.,, etc. gemein haben, 
einem Punkte der zweiten Ebene 
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h’ — a, — 4«j — ... 

Punkte der ersten eutsprcclien und diese Anzahl — wir 
wollen sie 0 nennen — wird ini Allgemeinen von Eins ver- 
schieden sein. Der Ort der Punkte der zweiten Ebene, welche 
den Punkten der Curve S entsprechen, wird eine zu S ent- 
sprechende Curve .S' sein und jedem Punkt F der ersten 
entspricht ein bestimmter Punkt V der zweiten. Aus dem 
Gesagten geht aber hervor, da.ss dem Punkte F in der 
ersten Figur ausser P noch 0 — 1 andere Punkte entsprechen ; 
jedoch liegen diese Punkte gewöhnlich nicht in S, so dass 
die Curve der ersten Figur, welche der S' der zweiten ent- 
spricht, aus der Curve S und einer andern Curve besteht, 
die der Ort jener 0 — 1 Punkte ist. Und wenn wir nun die 
Punkte der Curve S betrachten, so erhellt, dass ebenso wie 
jedem Punkte P in S ein einziger Punkt P' in entspricht, 
auch umgekehrt dem Punkte P in &' ein einziger bestimmter 
Punkt P in S entspricht. 

Obwohl also die Gleichungen 

• X^ 

an sich nicht hinreichen, um rationale AusdrQcke für 

X^, X^j x ^ , 

in Function der x,' zu liefern, so thun sie dies in Verbindung 
mit der Gleichung S = 0. VV'enn wir zwischen diesen 
Gleichungen die Xi eliminieren, so erhalten wir eine Gleichung 
S' = 0, welche die Bedingung für die Verträglichkeit der 
Gleichungen des Systems ist. Und wenn diese Gleichung 
erfüllt ist, so können die Wertlie der Xj rational bestimmt 
werden, welche allen Gleichungen des Systems genügen. 
(,, Vorlesungen“ VI.) Wenn also eine gegebene Curve S = Q 
durch die Substitution 

X^ . X^ I X-^ • ^^3 

transformiert wird, so kann im Allgemeinen eine rationale 
umgekehrte Ausdrucksform 

X, : 3-j : = X ,’ : X/ ; X/ 

erhalten werden. 

Beiap. Sei gegeben 

X,' : X,' : T,‘ = X, X, -f .T,» : X, .T, + X, .r, : x, x, -f x, x,; 


Digitized by C>oo 



w 


383 


■o dass geraden Iiinien der zweiten Kbene Kegelschnitte der ersten 
entsprechen, die nur die beiden Punkte 

Xf — X, = t), Xf = a:, = 0’ 

mit einander gemein haben. Einem Punkte der zweiten Ebene ent- 
sprechen daher im Allgemeinen zwei Punkte der ersten. Die allge- 
meinen Ausdrücke der Xt in Function der x,' können leicht gebildet 
werden, indem man bemerkt, dass 

X, — X,. X, — X, 

respective proportional sind zu 

Xi Xf , X( Xg , 

was geometrisch aussagt, dass die Punkte x, und x' als in derselben 
Ebene liegend betrachtet und auf dasselbe System von Fundamental- 
elementen bezogen mit dem Einheitpnnkte in einer Geraden liegen. 
Mit andern Worten, die Gleichungen werden für 

X, = Xf -|- 1, a:, — Xf i, aij = x,' -j- i 
mit denjenigen Werthen von t erfüllt, welche der Gleichung 
21* -|- A (X,' -t- X,' -f X,') + X,' X,' = 0 
genügen. Man sieht, dass jedem Werthsystem der Xi zwei verschiedene 
Worthsysteme der x, entsprechen. Diess ist aber nicht mehr der Fall, 
wenn wir die Transformation einer gegebenen Curve betrachten. 
Nehmen wir die gerade Linie der ersten Ebene 
X, -I- {, X, -f Xj = 0, 

so ist die Beziehung zwischen einem Punkt dieser Geraden und dem 
entsprechenden Punkt der zweiten Ebene durch die Gleichungen 
X, = X,' -f- 1 

mit der Bedingung 

( 4 . + 4 . + 4 ») i ( 4 . + 4 . X,’ + 4 , .X,') 

ausgedrückt. 

Sei ferner iS = 0 ein Kegelschnitt der ersten Ebene und durch die 
Substitution von 

X( = X.' A 

in seine Gleichung erhalte man (vergl. „Kegelsch.“ Art. 35.t.) 

A* -f i'A S’’! 

so ist die dem Kegelschnitt S = 0 entsprechende Curve eine Curve 
vierter Ordnung, deren Gleichung man durch Elimination von A zwischen 
A’ -f- PI -f- S* = 0 und 
2 A» -f- A(x,' -f X,' -f X,') -f- X, X,' = 0 
erhält. Und der Ausdruck der x, in Function der x/ wird gebildet, 
indem man für A die gemeinschaftliche Wurzel dieser Gleichungen 
nimmt, welche durch die Gleichung 

{2P — (X,’ -f X,' -1- Xj') } A -f 2S' — .T,’ Xj' = 0 
beBtimmt ist. 
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345. Die Uuverilnderliclikeit des Geschleclites bestellt, wie 
wir schon aus Art. 83. wissen, l'iir jede Transformation, bei 
welcher einem Punkte der einen Curve ein einziger bestimmter 
Punkt der andern Curve entspricht. 

Es wird wie in Art 342. bewiesen, dass bei der Trans- 
formation einer Cun'e S von der Ordnung fi mittelst der 
Gleichungen 

Xf : x.^ : = A’, : A^ : A3, 

in denen die X, Functionen vom Grade p sind, die Ordnung 
der transformierten Curve 

HP — a, — 2a.^ — etc. 

ist, für «27 respectiven .Anzahlen der ein- 

fachen, der doppelten, etc. Punkte, welche den Curven 
Xi = 0 gemeinsam sind und zugleich in S = 0 liegen; denn 
die Punkte, in denen eine beliebige gerade Linie die trans- 
formierte Curve schneidet, entsprechen den Punkten, in denen 
die Curve S = 0 von der Curve 

I, X, + X 2 -f I, X, = 0 

geschnitten wird. 

Wir untersuchen nun, wie durch diese Transformation 
die Ordnung der transformierten Curve so stark als möglich 
reduciert werden kann. Wie in Art. 335. können die X, = 0 
nur zwei Bedingungen weniger unterworfen werden als der 
zur Bestimmung einer Curve //'■' Ordnung hinreichenden An- 
zahl, d. h. 

i P [p + 3) — 2 

Bedingungen; und wenn wir diese Curven durch eine mög- 
lichst grosse Anzahl der Doppelpunkte von S hindurchführen, 
so verfügen wir über jene Bedingungen so, dass die Ordnung 
der transformierten Curve am meisten verringert wird. Sei 
1) der Defect der Curve S, also die Zahl ihrer Doppelpunkte 
i (p’ - 3p) _ Z» -f 1 
und nehmen wir zuerst an 

P = P — I7 

so können wir die X,- durch 

i (p’ -f P) - 3 
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Punkten hindiirchführen; wir wählen als solche die säuinit- 
lichen Doppelpunkte und dazu 

2.« + 7) — 4 

andere Punkte der t'urvc iS. Schreiben wir daher 
«, = 2p + D — 4, i (fl'' — 3p) — J) + 1, p = p — 1, 
so erhalten wir für die Ordnung von ff den Werth 
fiji — a, — 2 a, = D -f 2. 

Nehmen wir ferner 

p = fi — 2, 

was also voraussetzt, dass p grösser als zwei ist. Indem wir 
ganz in der vorigen Weise verfahren, erkennen w'ir, dass 
“2 = Hf*® — 3p) — ü + 1, «, = p + 71 — 4 
gewählt werden muss und dass die Ordnung der transfor- 
mierten Curve noch immer J) 2 sein wird. 

Nehmen wir endlich 

. p = p-3, 

SO wählen wir 

«2 = i - 3p) - 77 -f 1, «, = 71 - 3, 

vorausgesetzt, dass 1) grösser ist als zwei; wir finden dann 
die Ordnung der transformierten Curve gleich 77 -f- 1. 

Da die transformierte Curve, wie wir bewiesen baben, 
mit der Originalcurve denselben Defect hat, so lautet unser 
Krgebniss dahin, dass eine Curve von der Ordnung p mit 
dem Defect 77 oder mit 

i(p’-3p) - 77+ 1 

Doppelpunkten immer in eine Curve von der Ordnung 77 + 2 
mit dem Defect 77 oder mit ^ (J)'' — 77) Doppelpunkten 
transformiert werden kann; und insbesondere wenn 77 grösser 
als zwei ist, in eine ( !urvc von der Ordnung 77+1 mit 
i (77’ — 377) Doppelimnkten. 

Ist aber das Geschlecht 77 grösser als p oder die Ord- 
nungszahl p grösser als fünf, so kann man durch 

P = ft — 4, 

wie früher und 

a, = 77 — p — t 

überführen in eine Cure von der Ordnung 77 — 1 mit 

Salniou, Höhere Curren. 25 
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i(7>- l)(7>-f.) 

Dopjielpunkti'n. “) 

Die Aiiweiuluiig derselben 'J’ransfonnation auf die trans- 
formierte Uurve giebt eine Curve der nämlidien Art wieder. 

iSo kann also eine Cur%’e für li ■== 0 in einen Kegel- 
schnitt und dieser dureh eine (.■remona’sebe Transformation 
weiter in eine Gerade, für 7> = 1 in eine Curve dritter Ord- 
nung, für I) = 2 in eine Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte, für /> = .T in eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung, für 7t = 4 in eine Curve fünfter Ordnung mit zwei 
Doj>|>eljmnkten, etc. transformiert werden; für 7t = 7 aber 
entweder in eine Curve achter Ordnung mit vierzehn oder 
eine Curve sechster Ordnung mit drei Doppelpunkten, etc. 

34ti. Di-r Fall der Unicursalcurven hält uns nicht auf; 
es ist 1) = 0 und die transformierte Curve ein Kegelschnitt, 
die Coordiiiaten x,’ sind, wie wir wis.sen, als cjuadratische 
Functionen eines Parameters e ausdrückbar, so dass die Oo- 
ordinaten Xt, welche rationale Functionen der xi sind, als 
rationale Fundionen dargestellt werden können. 

Betrachten wir den Fall 7t t= 1 ; die transformierte Curve \ 

ist eine Curve dritter Ordnung und zw'ar, was zu bemerken 
wichtig ist, von einer absoluten Invariante, die von der ge- 
wählten Transformation unabliängig ist; d. h. das Doppel- 
verhältniss der vier Tangenten ist unabhängig von ihr, welche 
von einem Piinktf^ der Curve aus an sie gehen. (Art. 2it0.) 

Es besteht daher ein entsjirechender Satz für jede Curve 
vom Geschlecht P]ins. '') Diese Curven haben eine absolute 
Invariante. Die Coordiiiaten eines Punktes der Curve können 
als rationale Functionen eines Parameters 6 und- von y'Q 
ausgedrückt werden, wo 0 eine Function vierten Grades von 
e ist. Es ist hinreichend, diess für den Fall der Curve dritter 
Ordnung zu zeigen, weil die av als rationale Functionen der 
x/ dargestellt werden können; für diesen Fall ergiebt es sich 
aber direct, indem man den Punkt 3 :, = a:, == 0 in der Curve 
gelegen denkt und daun x.^ = Gj", einsetzt in die Gleichung 
der Curve, die Verhältnis.se .r, : x., : a.’, werden unmittelbar in 
der bezeichneten Form erhalten. Und die Werthe von 0, für 
welche 0=0 ist, sind diejenigen, welche den vier Tangenten 
von X, = X.J = 0 au die Curve entsprechen. 
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Die Coordinaten eines Punktes einer Uurve vom Geschlecht 
Eins können also als rationale Functionen von 6 und ]'Q 
ausgedrückt werden und man kann durch eine lineare Trans- 
formation von 0 d. h. durch Einführung einer zweckmässig 
bestimmten Function 

(ae + b) : (c0 + (l) 

für 9 die Grösse auf die Form 

j/(i - e-’) 

bringen, welche für 9 = sinum « nichts anderes ist als cosam 
n A am «, so dass wir sagen können, die Coordinaten einer 
Gurve vom Geschlecht Eins können als elliptische Functionen 
eines Parameters u ausgedrückt werden. 

347. Es giebt eine analoge Theorie für das Geschlecht 

zwei, wo die Curve auf eine Gurve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt zurückführbar ist. Wenn wir den Dojipelpunkt 
dieser Letzteren als = 0 wählen und x.j == 03:, setzen, 

so können wir die Verhältnisse der x,- als rationale Functionen 
von 0 und j/0 darstellen, wo 0 eine Function seclisteii 
Grades von 0 ist; und diess ist gleichbedeutend damit, dass 
die Goordinatcn als hypcrelliptische Functionen der ersten .\rt 
von einem P.arameter ti .ausdrückbar sind. 

Für höhere Werthe von I) sind die Coordinaten irratio- 
nale Functionen eines Parameters und es ist nur in speciellen 
Fällen möglich, .sie durch lladicale darzustellcn. 

348. Wir wollen^ ehe wir diesen Theil der Unter- 
suchung abschliessen, eine andere Methode erwähnen, durch 
welche das nämliche Problem studiert werden kann. Wir 
gehen aus von den Gleichungen, setzen wir 

A, =0, A., = 0, A.,=0, 

die die Goordinatcn x,- und .r/ verbinden und welche in den 
einen wie in den andern homogen sind; seien ihre (irade 
in den verschiedenen Variabein 

«I, rij und ct,', n/, a.,' 

respective. Wenn wir zwischen diesen ilrei (Jleichungen die 
X,' eliminieren, so erhalten wir eine Gleichung /S' = 0 vom 
Grade 

ii.,(i^'a^' -f- ii.jfif'a./ 

•25 • 
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iu den Xj, und durch Eliininntion der Xi eine Gleichung der 
iT = 0 vom Grade 

iu den x,'. Die Kedingungen S — 0, S' = 0 müssen erfüllt 
werden, damit die Gleichungen 

yl| =0, A-, = 0, ^3 = 0 

zugleich Ijcstehen können ; aber für jedes System von Werthen 
der Xi, welches der Gleichung S = 0 genügt, lässt sich ein 
VVerthsystein der x/ linden, welches die Gleichungen Ai — t) 
und daher auch die Gleichung S' = 0 befriedigt. 

Die Zahl der Doppelpunkte der Gurve Ä = 0 kann nach 
den Methoden der Algebra untersucht werden, und das Re- 
sultat, das wir erhalteu, ist 

i (a.;«,' — I) -f- i 03'«,' «o,' — 1 ) r(j= 

+ i — 1) 

+ {(o,'< - 1) («>,' — 1) - i («t' — 1) («i' - 2)} Oifla 

+ {(«/«:,' — 1) («i'Oj' — 1) — i («•/ — 1) («•/ — 2)} «:i"i 

-f- ' ) i'h "3 — *) — i (**3 — 

man erhält den entsprechenden Ausdruck für die Zahl der 
Doppelpunkte in iS' = 0 durch Vertauschung der gestrichenen 
Huchstaben mit den ungestrichenen. Wir linden endlich den 
Defect in jedem Falle gleich ^ (Q -|- 2j für 
ö = o, fl.,’ + aAa^a, -f -f 

+ flj'* 11,0.3 + 20|f/|' (0.31/3' -|- Oj'Oj) -f . . 

— 3 (o, o.,'o,|' + . . -f fl, '«.Os + • •)• 

Beide Curven sind also vom nämlichen Geschlecht. 


Entsprechen von Punkten ln einer gegebenen Ciirve. 

;t49. Das bisher Gesagte mag hinreichen, um die Theorie 
des rationalen Entsprechens zu erklären. Im Folgenden 
untersuchen wir das allgemeine Entsprechen zweier Punkte 
derselben Ctirve, bei welchem je/ler Funkt den oder die ihm 
entsprechenden andern bestimmt. Nehmen wir an, eine ge- 
gebene Hage von F entspreche «' Lagen von F und einer 
gegebenen Lage von F a Lagen von V, so soll diess Ent- 
sprechen ein («,«’) Entsprechen otler eine (ß, « ) Gorrespon- 
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deiiz heissen. Für « = re' = 1 ist diese Beziehung die einer 
rationiilen Transformation. 

Als ein einfaches Beispiel des Entsprechens in einer 
C’iirve von der Ordnung fi nehmen wir an, dass die I’unkte 
P und jf*' mit einem festen l'unkte 0 in einer geraden Linie 
liegen; dann entsprechen dem gegebenen Pp — 1 verschie- 
dene Lagen von P' und dem gegebenen P' p — 1 Lagen von 
P, oder die so festgesetzte Beziehung ist eine (p — 1, p — l) 
Correspondenz. In Art. 329. stiessen wir auf diese besondere 
Beziehung im Fall eines Kreises. Dieses Entsprechen ist 
rational im Fall des Kegelschnittes p = 2. Wenn der Punkt 
() in der betrachteten Curve liegt, so entsprechen einer ge- 
gebenen Lage des einen Punktes p — 2 Lagen des andern; 
oder allgemeiner, wenn O ein vielfacher Punkt vom Grade p 
in der Curve ist, so entsprechen einer gegebenen l^age des 
einen Punktes p — p — l Lagen des andern und das Ent- 
sprechen ist ein (p — p — 1 , p — p — 1) Entsprechen. Wir 
erhalten in dieser Weise ein (1, 1) Entsprechen von Punkten 
in einer Curve dritter Ordnung, indem wir 0 willkürlich in 
der Curve wählen, oder in einer Curve vierter Ordnung mit 
Doppelpunkt, indem wir 0 im Doppelpunkt annehmen; aber 
wir können kein (1, 1) Entsprechen in einer allgemeinen 
Curve vierter Ordnung auf diesem Wege herstellen. 

3.Ö0. Im vorher betrachteten Beispiel war das Ent- 
sprechen ein symmetrisches, man gelaugte von P zu P durch 
dieselbe Construction wie von P' zu P und Uberdiess war 
re = «'. Als Beispiel eines nicht symmetrischen Entsprechens 
betrachten wir das, bei welchem P als Tangentialpunkt von 
P gegeben wird. Dann ist für gegebenes. P der Punkt P 
einer von den Schnittpunkten der Tangente in P mit der 
Curve, d. h. einer gegebenen Lage von P entsprechen g — 2 
[lagen von P; wenn aber P gegeben ist, so ist P einer der 
Berührungspunkte der von P an die Curve gehenden Tan- 
genten und einer gegebenen Iiage von P entsprechen somit 
V — 2 Lagen von P für i< als die Classe der Curve. Wir 
haben also ein (v — 2, p — 2) Entsprechen. Vielleicht ist 
es unnöthig zu bemerken, da.ss « = re' sein kann , ohne dass 
das Entsprechen ein symmetrisches ist. 
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3Ö1. liii Kalle einer Unieiirsaleurve, wo eiiieiii gegebenen 
Klinkte der (!urve ein einziger Werth des Parameters 0 ent- 
s]iricht, mul eiiieni gegebenen Werthe von 0 ein einziger 
Punkt der Cnrvc, können wir in Ausdehnung des Begriffs 
der Correspondenz von einem (1, 1) Entsprechen der Punkte 
und der Parameter sprechen. Es folgt daraus, dass, wenn der 
Punkt P « Lagen hat, sein Parameter 0 durch eine Gleichung 
vom Grade n gegeben sein muss, dass also, wenn die Punkte 
7’, J" ein Entsprochen («,«’) haben, die Itelation zwischen 
ihren Parametern 0, 0’ durch eine Gleichung von der Form 

(0, l)“ (.0', 1)“' = O 

gegeben sein nuuss, eine Gleichung nämlich, welche für ge- 
gebenes 0 vom Grade «' in 0' und für gegebenes 0' vom 
Grade ri in 0 ist. 

3.Ö2. Ein l’unkt kann sich selbst entsprechen und hei.sst 
daun ein Verbindungs[iunkt; wenn z. B. die Punkte P, P" 
- mit einem festen Punkte 0 in gerader 1/inie liegen, so ist 
der Berührungsjiunkt einer von 0 ausgehenden Tangente der 
tUirve ein Verbiudungspuukt und wenn diese Punkte die 
einzigen Verbindungspunkte sind, so ist ihre Anzahl — v. 
Die einzigen andern Punkte, welche auf den ersten Blick als 
Verbindungspunkte erscheinen könnten, sind die Doiipelpunkt« 
und Spitzen der Curveii; denn wenn P ein Doppelpunkt oder 
eine Sjiitze ist, so schneidet die Gerade OP die Curve in P, 
in demselben Punkte als einen der g — 1 Durchschnitts- 
]iuukte und in g — 2 andern Punkten, oder die Gerade aus 
O nach dem Doppelpunkt oder der Spitze schneidet die Curve 
ebenda zweifach und in g — 2 andern Punkten. Aber im 
Kalle des Dopjieljuinktes gehören die beiden in ihm liegenden 
Schnittpunkte zu verschiedenen .Aesteu der Curve, sie fallen 
zwar zusammen, aber sie sind keine aufeinander folgenden 
Punkte; im Kalle der S]iitze sind sie solche. Wirklich nimmt 
im Kalle einer Unieiirsaleurve der l’arameter 0 im Doppel- 
punkt zwei verschiedene Werthe an, denen die näinlicheii 
Cixirdinateu entsjirechen, während für die Spitze jene beiden 
Werthe einander gleich werden. Mit noch andern Worten, 
die Gerade von O nach einer Spitze ist obwohl keine eigent- 
liche Tangente der Curve doch in einem höheru Sinne eine 
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Tiingente der (,'urve als ilie (Jerude vun 0 nach einem Dopjiel- 
puukt. Wir schliesseii also, dass der I)o|>|>cl|>unkt kein Vcr- 
hindungs'puuki ist, während die Spitze es in einem hcsondern 
Sinne ist. Aiis-ser den Spitzen sind die Herührungspunkte 
der Tangenten aus 0 die eigentHchen Verbindungspunkte in 
der Curve. 

Indem wir zur Unicursalcurve und zur Gleichung 

( 0 , 1 1 “ ( 0 ', 1 )“' = 0 

zuriiekkehren , so haben wir in einem Verbindungspinikt 
0 = 0 und erhalten daher zur Be.stinimung dieser Punkte 
eine Gleichung 

te, l)“+“' = 0, 

d. h. wenn die l’uiikle P, ein Entsprechen («, «') haben, 
so ist die Anzahl der VT‘rbimlung.sj)unkte gleich « + 
(Art. X3.) Die Ainvendung des Satzes auf den Fall, wo V, F 
mit einem festen Punkte 0 in gerader Linie liegen und das 
Entsjirecheu ein (g — 1, g — I) Entsprechen ist, giebt 2(g — 1) 
Verbindungspunkte; unter ihnen ist die Zahl der eigentlichen 
Verbindungspunkte = v und die der besondern als die der 
Spitzen = x oder wir müssen, wie es in der 'l'hat für eine 
Unicur-salcurve der Full ist, die Relation haben 
n -f X = 2 (g — 1). 

ln dem andern Falle, wo F ein Tangentialpnnkt von P 
ist, sahen wir das Entsprechen als ein (v — 2, g — 2) unil 
die Zahl der Verbindungspunkte muss also g — 4 sein; 
nun sind aber in diesem Falle die eigentlichen Vorbinduugs- 
punkte die Inllexiouspunkte und die besondern die Spitzen, 
die Gesammtzahl derselben also gleich i x und wir er- 
halten den Satz 

t-j-x-|-g-|-i' — 4 oder 
t = 3 (g — 1) — 2x, 

was wirklich für eine Unicursalcurve mit x Spitzen der Fall ist. 

3Ö3. Wenn wir den l’unkt P als gegeben denken, so 
kommt die geometrische Construction zur Bestimmung von 
F im Allgemeinen darauf hinaus, dass eine gewisse von P 
abhängige Curve 0 durch ihre Durchschnitte mit der ge- 
gebenen Curve die F angiebt. In manchen Fällen ist F 
irgend einer der fraglichen Durchschnittspunktc, in andern 





3P2 

Füllen liegt eine gewisse Aii/.ahl von ihnen im Allgemeinen 
im gegeheneii l’unkte P ninl diese werden ausgeschlossen. 
So ist in dem Falle, wo V und P' mit 0 in eifier Geraden 
liegen, ilie.se Gerade OP die (^irve 0 und .sie schneidet die 
gegehene (.liirve in dem einfachen aus/uschlies.senden Punkte 
P und in g — 1 andern Punkten. Und wenn P ein Tan- 
gential|iunkt von P ist, so ist die Tangente in P, welche 
die gegehene thirve daselbst in zwei nicht zählenden Punkten 
sihneidet, die Curve 0 und es giebt g — 2 zählende Punkte 
als entsprechend. 

Die Curve 0 kann aber ferner die gegebene Cun'e in 
Punkten von zwei oder mehreren verschiedenen Classcn von 
Punkten schneiden, so dass nur die Punkte von einer derselben 
Lagen von P’ sind. So ist es im letzt vorhergehenden Bei- 
spiele, wenn wir die Punkte P und P vertauschen oder P 
als den Berührungspunkt einer von P an die Curve gehenden 
Tangente l)etrachten; die Curve 0 ist das Sjstem der v — 2 
Tangenten, welche von P an die Curve gehen. .Jede dieser 
Tangenten schneidet die Curve in P, W’elcher einfach zählt, 
im Berührungspunkt P, der zweifach zählt, und in g — 3 
andern Punkten P', welche wie wir sagen wollen zu P 
cotangential sind, so dass PP' die Curve in einem von P 
und P' verschiedenen Punkte P berührt. Oder was dasselbe 
ist, die Curve 0 von der Ordnung v — 2 schneidet die ge- 
gebene Curve in dem für v — 2 zählenden Punkte P , in 
V — 2 Punkten P', deren jeder für zwei zählt, und in 
{%' — 2) (g — 3) Punkten P", die einfach zählen. Die Corre- 
spondenz (P, P) ist, wie wir sahen (g — 2 , v — 2), die Corre- 
spondenz (P, P") ist ofienbar (n — 2g — 3,v — 2g — 3). 

354. Der Satz für eine Unicursalcurve führt zu einem 
analogen Satze für eine allgemeine Curve; mau erwartet, dass 
die Anzahl der Verbindungspunkte die um ein Vielfaches des 
Defects vermehrte Summe von a und n' sei; etwa 
= K n k'. 2D. 

Das letzte Beispiel zeigt jedoch, dass es nüthig ist, die Curve 
0 und die verschiedenen Classen von Schnittpunkten zu 
unterscheiden, die sie mit der betrachteten Curve hat. Der 
allgemeine Satz sagt daher aus, dass für eine Curve von 
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pegebenem Defecl 7), wpiin 1^ , P', . . . die entsprechenden 
Punkte von 1‘ sind und wenn V, P eine («, n ) Korrespon- 
denz mit a als Anzahl der Verbindungspunkte haben, P, P' 
eine (/J, ß") Correspondenz mit h Verbindimgspunkten etc., 
und wenn die 0, die ilurch ihre Schnitt|)unktc mit der ge- 
gebenen Kurve die Punkte P, P', ... bestimmt, dieselbe in 
in dem Punkk! 1‘ als /. fach, in jedem der Punkte P als 
p fach und in jedem der Punkte F' als q fach zählend schnei- 
det, etc., die Itelatiun besteht 

p (a — rc — K)-{-q{h--ß - /?' ) -f- . . . = /,-. 2 1) , 

wobei in jeder der verschiedenen Corre.s[iomlenzen die spe- 
ciellen Verbindungspunkte, wenn solche vorhanden sind, 
gezählt werden müs.sen. 

Wir erörtern iliess an den schon erwähnten lleispielen. 
V\'enn P und P mit O in einer Gerailen liegen, so erhalten wir 

1) e-f x = 2(jz- l)-f 2P. 

Wenn P ein 'J'angentialpunkt von F ist, so folgt 

2) t -\- X — fl V — 

und in dem Kalle wo P ein Tangentialpunkt von P ist und 
wo h, ß, ß' sieh auf die C'orre.spondenz P, P" der (Jotangen- 
tialen beziehen, 

ft — 2 (jt — 3) f I' — 2) -(- 2 (a — a — a) = (v — 2)2 D, 
wo nach dem vorigen Beispiel 

a — n — «' = «4-* — — 4) = 4P 

ist; somit 

ft — 2 (|a - 3) (n - 2) = (i- - 6) 2P. 

Die eigentlichen Verbindungspunkte ft sind hier die Be- 
rührungspunkte der Doppeltangenten, deren Zahl 2r ist; 
aber als specielle Verbinduugspunkte zählen die Spitzen jede 
(v — 3) fach, wie wir annehmen müssen, und das Ergebniss 
ist also 

3) 2r = 2(p — .3) (v — 2) -{- (u — 6) 21) - (v — 3) x. 
Die Gleichungen 1). 2) und 3), welche die (3a.sse, die 
Zahl der Inflexionen und die Zahl der Doppeltangenten einer 
Kurve von der Ordnung p aus d Doppelpunkten und x Spitzen 
angeben, stimmen mit den Plücker’schen Gleichungen über- 
ein; man bestätigt sie am leichtesten," indem man die in 
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Art. H3. gegebenen Ausdrücke der verscliiedeneu Grössen in 
(t, V und ß = 3r -|- X an wendet. 

3f)r). Wenn in einer Curvc die 1‘nnktc 1‘ und P' eine 
(1, 1) Ciirre.sjKindenz iiaben, die l’nnkte (P, P') eine eben- 
solulie, und so fort bis zu den l’uukten — so Imlien 
oHenbar aucb diu Punkte 1‘, eine (1, 1) lk)rres)i()iulenz. 
Und umgekelirt, die l’unktc P, P"\ welche sich (1, 1) ent- 
sprechen, können als mit einander verbunden tiurch die llcihe 
der vermittelnden Punkte P , P ', . . . P^" betrachtet werden. 

Im Kall einer (Uirve vom Geschlecht Null bringt die 
(I, I ) Correspomlenz der Punkte P, P auch eine solche 
Corre.spondenz der bezüglichen Piu'umeter ö, ö' mit sich; 
nämlich von der Form 

(e, 1) (0', 1) = ü 

oder was dasselbe ist 

nee' + 1,0 + cO' + r/ = 0, 

d. h. ilie Parameter e, 0' sind projectivisch von einander ab- 
hängig. Hie 'J'ransl'ormation hängt von drei willkürlichen 
Parametern ab. 

Itenken wir die Curve als Kogekschnitt, so ist bekannt, 
dass l'ür ein i l, 1) Entsprechen der Punkte P, P die Gerade 
P ]’’ einen Kegelschnitt umhüllt, der mit dem gegebenen 
Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat; ein solcher Kegel- 
schnitt hängt als der Hedinguiig der Üoppelberührung unter- 
liegend wirklich von drei Bedingungen oder Parametern ab. 
Wenn wir aber die Punkte A,P willkürlich wählen und 
sodann zwei l’unkte P, Q des Kegelschnitt.s mit .1 in gerader 
Linie annehmen, P aber in gerader Linie mitPQ, so haben 
die Punkte P, P ein (1, 1) Entsprechen, welches scheinbar 
von vier Parametern abhängt; es folgt daraus, dass die Punkte 
A und 7t ohne Verlust an Allgemeinheit einer einfachen Be- 
diugung unterworfen werden können. 
La.ssen wir die Correspondenz P, P 
mittelst des von derGeraden PP' um- 
hüllten Kegel.schnitts gegeben sein, 
und nehmen wir auf der Berührungs- 
sehne willkürlich den Punkt A an, 
ziehen PA, das den Kegelschnitt in 
Q schneidet und QP, welches in der Sehne den Punkt li 
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bestiiiimt, su ist mittelst tier Punkte .4, li die (1, 1) Corre- 
spondeii'/, auch hestimiiit, aber .1 ist als ein bestimmter Punkt 
iu der IJerühnuif'ssehne, sagen wir als ihr tMihnittiuinkt mit 
einer festen Geraden gegeben und II wird nach dem Vorigen 
gefunden und wir haben also die durch diese zwei Punkte 
vermittelte Corres]iondcnz ganz ebenso, als wenn .1 in der 
Berührungssehne willkürlich gewälilt wäre. 

Ein im Vorherigen mit enthaltener Fall ist es, wenn die 
(1, 1 1 Correspondenz von 1‘, V so beschatlen ist, dass die 
Gerade durch einen festen Punkt C geht; der umhüllte 

Kegelschnitt ist als liiniengebihle betrachtet hier der zwei- 
fach genommene Punkt ü, als Pnnktgebilde aber das l’aar 
der von C an tien gegebenen Kegelschnilt gehenden Tan- 
genten; d. h. die Berührungssohne ist die Polare von C und 
die Construction ist die nämliche vig- 

wie vorhin, indem wie maji leicht 
sieht die Punkte .1, H, V ein Trijtel 
conjugierter Punkte iu Bezug auf 
den Kegelschnitt bilden; die 
Originalcorrespondenz der Punkte 
P, P' als in einer Geraden aus C 
gelegen, wird durch eine Gorre- 
spondenz mittelst der Punkte A uinl II ersetzt, die mit G 
ein Trijiel harmonischer Pole bilden. 

Die vorhergehenden Eigenschaften stehen in Beziehung 
zu dem Problem von der Ein.schreibung eines Polygons in 
einen Kegelschnitt, falls seine Beiten entweder durch gegebene 
Punkte gehen oder Kegelschnitte heriiliron müssen, die selbst 
mit dem gegebenen in doppelter Berührung sind. 

356. In einer Curve dritter Ordnung (D=l) haben 
wir eine fl, 1) Gorrespondenz, die von einem einzigen Para- 
meter abhängt; aber es giebt zwei Arten die.ser Gorrespondenz, 
nämlich 1) die, dass die Punkte P, P mit einem Punkte A 
der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen, und 2) 
so, dass P mit in einer Geraden aus dem Punkte A der 
Curve liegt, indess Q und P in einer Geraden durch den fe.sten 
Punkt P der Curve enthalten sind. Die letztere Beziehung 
ist auch nur scheinbar von zwei Parametern abhängig; denn 
für C als einen bestimmten Piuikt der Curve dritter Ordnung 
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und mittelst der Geraden .1 C, welche die Curve noch in 0 
und ßO, welche sie noch in J) schneidet, wird derselbe corre- 
, .'-pondirendc Punkt 1^ m ß erhalten, 

r indem man P ß 11 und liCP zieht, 

\ d. h. mittelst eines einzigen I’uuktes 

Jf I). Es ist in Wahrheit ott'enbar, 

\ dass von P ausgehend und P als 
iScImitt von V// mit HC eonstruie- 
rend, die Curve dritter Ordnung durch 
die Punkte ,1, B, C, I), 0, P, ““d' diireh den Punkt 

P geht, so dass die F’unkte A, B und die l’unkte C, 1> zu 
ilemselben Punkte /> führen. 


__ ! i 


Üer in der vorigen Construction enthaltene Satz kann 
in folgender ,‘\rt ausges|irochen werden : Wenn in einer Curve 
dritter Ordnung ilie Punkte A, B, C, D so liegen, dass die 
Gera<len AC,BD sich in einem Punkte O derselben schnei- 
den , so giebt es unendlich viele der Curve eingeschriebene 
Vierecke PQP R, deren Seiten durch A, B, C, D respective 
gehen; jeder Punkt P der Curve kann als Ecke eines solchen 
Vierecks angenommen werden. 

357. Denken wir allgemeiner in die Curve dritter Ord- 
nung ein ungeschio.ssenes Polygon PQ . . . X von 2n — 1 
Seiten eingeschrieben, dessen Seiten durch feste Punkte der 
Curve gehen, so ist das Entsjirechen der Punkte P und X 
ein (I, 1) Entsprechen der ersten .\rt, d. h. die letzte Seite 
XP schneidet die Curve dritter Ordnung in einem festen 
Punkt. Wir erhalten damit unendlich viele der Curve dritter 
Ordnung eingeschriebene 2« ecke, deren Seiten durch feste 
Punkte der Curve gehen. Und diese festen Punkte sinil will- 
kürlich bis auf einen, der durch (Jonstruction eines solchen 
Polygons bestimmt wird. 

Wir können diese Theorie durch die Ausdrucksweise der 
Punkte der Curve dritter Ordnung mittelst Parameter nach 
.\rt. 347. erläutern. Das (1, 1) Entsprechen zwischen zwei 
Punkten einer Curve dritter Ordnung erfordert einen ratio- 
nalen Ausdruck für die Parameter sinatn u, cosam Aam 
u' in Function der sinam m, cosam «, Aam u und diess .so- 
dann erfordert eine Gleichung von einer der beiden Formen 
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M -|- u' = const. oder u — n = const. 

Wenn aber drei Punkte P, P und A in gerader Linie liegen, 
80 findet im Allgemeinen eine Relation 
« + «' + rt = A 

statt, für A als eine von der absoluten Invariante der Curve 
dritter Ordnung abhängige Constante. Eine Gleichung von 
der Form u + «' = const. fordert also, dass P und P mit 
einem festen Punkte A in einer geraden Linie liegen. Wenn 
aber die Gleichung « — u' = const. besteht, so denken wir 
die Constante in der Form der Differenz h — a gegeben, und 
können dann schreiben 

M -}■ + <* = n -f" ^ 

daraus aber ergiebt sich die geometrische Bedeutung dahin, 
<lass P und Q mit einem festen Punkt A und Q, 1' mit 
einem festen Punkt li in gerader Linie liegen. 

Wir können offenbar für die Punkte A, li zwei andere 
V, D substituieren, vorau.sgesetzt, dass wir haben 
h — a = c — d, oder a c = b + <7, 
d. b. vorausgesetzt, dass die Geraden AC und Ji I) sich in 
der Curve durchschneiden. Wir haben so die vorher erhal- 
tenen Resultate wieder gefunden. 

.358. Für eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten (P = 1) existiert eine gleiche Theorie des Ent- 
sprechens (1, 1); für eine solche mit einem Doppelpunkt 
(P = 2) wird durch diesen Letzteren ein (1, 1) Entsprechen 
vermittelt, das von keinem Parameter abhängig ist, indem 
die Gerade PP sich um den Doppelpunkt dreht. 

Es giebt eine interessante Theorie der ( 2, 2) Correspon- 
denz in einer Unicursalcurve und insbesondere in einem 
Kegelschnitt; die Parameter, welche die Lage der Punkte 
P, V bestimmen, sind daun durch eine Gleichung von der 
Form 

(e, i)He', 1)^ = 0 

verbunden. Für Kegelschnitte erhalten wir die Pon celet'schen 
Sätze in Bezug auf die ein- und umgeschriebenen Polygone.'“) 
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Nountes Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Curven. 

.‘5.'i9. Wir wollen in diesem Kapitel die allgemeine Theorie 
der Ourven im Sinne des Kap. II. weiterführen und beginnen 
mit der Theorie der Doppeltangenten einer durch die all- 
gemeine Gleicliung n"" Grades dargestellten Gurve, welche 
wir in Art. 78. vertagt hatten. Wir wollen zwei Methoden 
erklären, durch welche man die Gleichung einer Gurve bilden 
kann, deren l.)urch.schnittspunkte mit einer gegebenen Gurve 
die Herühruugspunkte ihrer Doppeltaugenten bestimmen. 

In Art. t)4. wurde die Theorie der Taiigenten einer (äirve 
vermittelst der Gleichung A = 0 studiert oder der Gleichung 

A-U' -f A»-' (lAir + i + . . . = p, 

welche die Goordinaten der Punkte bestimmt, in denen die 
Verbindiingsgerade zweier gegebenen Punkte die Gurve schnei- 
det. W'ir sahen dort, dass tiir einen Punkt a;/ der Gurve und 
einen beliebigen Punkt a;, der in ihm die Gurve berührenden 
Tangente die Itelationen 

t/' = 0, AZ7' = 0 

und wenn diese Tangente in drei auf einander folgenden 
Punkten schneidet, zugleich die Relation A- IT = 0 bei vier 
auf einander folgenden Schnittpunkten auch = 0 er- 

füllt ist und so fort. 

Wenn die Tangente im Punkte .t/ die Gurve noch in 
einem andern Punkte berührt, so muss die durch U' = 0 und 
AU' = 0 redneierte Gleicliung A = 0, die nun vom Grade 
(w — 2) ist, gleiche Wurzeln haben und wenn wir die Dis- 
criminante dieser Gleichung durch )' repräsentieren, .so mu.ss 
die Relation 1' = 0 durch die ('oordinaten t,- und x/ erfüllt 
werden. 
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Im Falle der luflexionspunkte, wo die zwei Bediuguiigeu 

A = 0, A’ tr = 0 

bestehen, welche respective vom ersten und vom zweiten 
Grade in den Xi sind, und doch beide für jeden beliebigen 
Punkt der Tangente befriedigt sein müssen, ist offenbar, wie 
wir in Art. 74. entwickelten, dass AU' = 0 die Gleichung der 
Tangente ist und dass A* U den Factor A U' enthält, ln der- 
selben Art muss im Falle einer Dopjieltangente Y die Grösse 
A i/'als Factor enthalten und durch Aufstellung der Bedingung, 
unter welcher diess der Fall ist, erhält man die Bedingung, 
unter welcher der Punkt x,' der Berührungspunkt einer Doppel- 
taugente i.st. Da die in Art. 74, benutzte specielle Methode 
auf den allgemeinen Fall nicht anwendbar ist, so gebrauchen 
wir die folgende von Cayley herrühreude Methode. Es ist ' 
zweckmässig mit dem nachstehenden I.emiua zu beginnen. 

3(!0. Wenn die Gleichungen von zw'ei Curven II = 0 
und F = 0 die Variabein x, in den Graden a,h respective 
und die xi in den Graden d, h enthalten und wenn die ah 
Schnittpunkte dieser Gurve säinmtlich mit x,' zusammenfallen, 
so wird der Grad der weiteren Bedingung verlangt, unter 
welcher sie andere gemeinschaftliche Punkte haben, was 
offenbar nur dann der Fall sein kann, wenn U und F einen 
gemeinsamen Factor besitzen. Wir bemerken, dass in diesem 
Falle eine beliebige Gerade 

i -f = 0 

einen den Curven (7=0 und V = 0 gemcin-scbaftlichen 
Punkt enthalten muss, nämlich den Punkt oder die Punkte, 
in welchen sie die durch Verschwinden des gemeinschaft- 
lichen Factors dargcsteljte Curve schneidet. Daraiis folgt, 
da.ss das Resultat der Elimination zwischen f7i=0, f' = () 
und der linearen Gleichung in diesem Falle gleich Null sein 
muss. Diess Residtat enthält die im Grade ah, die x,’ im 
Grade ah' d h und die t'oefficienten von U und F in den 

Graden h und a respective. Da aber das Eliininationsresultat 
erhalten wird, indem man die Substitutionsre.sultab" der Co- 
ordin.aten der Durchschnittspunkte von U und F in 
g,x, + l,x.. -f 

mit einander multi])liciert, so ist sie in cliesem Falle von der Form 
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TT(g,x,' + S.*/ + SaO"*- 

Die Bedinirune 

|,x,'+ ..=0 

zeigt aber nur an, dass die willkürliche Linie durch den 
Punkt Xi gehe, in welchem Falle sie allerdings einen geiiieiu- 
schaf’tlicheii Punkt der beiden Curven unter allen Uinständen 
enthält. Die Existenz eines gemeinschaftlichen Factors von 
II und V wird also nur durch das Verschwinden des andern 
Thcils der Itesultante , also durph fT = 0 bedingt und wir 
sehen, dass diese Bedingung die S, nicht mehr enthält und 
vom Grade 

ah’ a b — ah 

in den Xj sowie von den Graden b und a respective in den 
Goefticieuteii von U und V ist. 

.%1. Wenn wir die beschriebene Methode auf die Unter- 
suchung der Inflexionspunkte anwenden, d. h. auf die Be- 
stimmung der Bedingung, unter welcher A U' und A* IP einen 
gemeinsamen Factor haben, so ist 

n=l, a' — n — 1, h = 2, h' — n — 2 
und die erhaltene Formel giebt für den Grad von TT in den 
Xi die Zahl ;J(« — 2), die früher gefundene Ordnungszahl 
der llesse'schen Determinante; auch ergiebt .sich, dass TT vom 
zweiten Grade in den Coefficieiiten von A U' und vom er.sten 
in denen von A'-* U' ist, also da beide die Coefficienten von 
U sind, vom dritten Grade in den Coefficienten von U, was 
ebenfalls dem Früheren entspricht. 

Für den Fall der Doppeltangenten reduciert sieh die 
Gleichung A — 0 auf’ die Form 

i A’ U'/l + T7fi"-> = 0 

und ein Glied ihrer Discrimiuaute ist z. B. 

(A’I/)"-» U—^, 

d. h. diese Function Y ist vom Grade (« -f- (« — 3) i» 

den Xi, von dem Grade (n — 2) (n — ■ 3) in »len x,' und von 
2(»i — 3) in den Coefficienten der Originalgleichung U = 0. 
Wir konneu dann ferner zeigen, dass alle Schnittpunkte von 
y = 0 und A f/' == 0 mit x/ zusammeufallen ; denn die 
(lleicbuug des Systems der ii'- — v — 2 Tangenten vom Punkte 
Xi' wird nach der Methode des Art. 78. in der horm 
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+ Y{A^Uy = 0 

gefunden und diess System kann von AU' = 0 in keinem 
andern Punkte als x/ geschnitten werden, so dass wir durch 
Einsetzen von AU' — 0 in die letzte Gleichung erkennen, 
dass AU' = 0 weder 1’’= ü noch A'^ U' <= 0 in einem andern 
als dem Punkte x/ schneiden kann. Wir können daher die 
Methode des Art. 3G0. anwenden, indem wir 

a == 1 , u = n — 1 , t = (n -|- 2) (« — 3), 
b' = (n — 2) (« — 3) 

setzen, also 

ah' -|- a’b = (n^ -f* 2« — 4) (n — 3). 

Wir erhalten somit den Grad von TT in den x! gleich 
(„ + 3) (n - 2) (« - 3). 

Es ist auch vom Grade (« -|- 2) (« — 3) in den Coefficienten 
von A U' und vom ersten Grade in denen von 1', somit vom 
Grade (n -|- 4) (n — 3) in den Coefficienten der üriginal- 
gleicliung. Die Doppeltangenteucurve TT = 0 schneidet die 
Originalcurve U = 0 sonach in 

« (n + 3) (n — 2) (n — 3) 

Punkten und da zwei dieser Punkte zu je einer Doppeltangente 
gehören, .so ist die Zahl der Doppeltangenten 
= ^ » (n — 2) (m- — 9), 
wie in anderer Art in Art. 82. gefunden ward. 

3ü2. Die Methode des Art. 300. erlauht aber auch durch 
die wirkliche Durchführung der angegebenen Operationen die 
Uilduug der Bedingung TT = 0 selbst. Kind die x,' wie vor- 
her die Coordinaten des Punktes der Curve, so haben wir im 
Falle der InHexion zwischen 

|,x, -f + 1,X, = t), AU' = 0, A-^ U' = 0 
zu eliminieren und die letzten Gleichungen lauten in ent- 
wickelter Form mit Weglassung der Striche bei den <7/ uml TT',.*. 
U^x, -f- UjX.^ 4- U^x.^ = 0, -f -f T7.,.,x/ 

-)- 2 Uj^XjXx 2 T73|X.,x, 4" 2 = 0. 

Wir wollen dabei, um numerische Factoren zu vermeiden, 
die üriginalgleichung U — 0 mit Binomialcoefficienten ge- 
schrieben und die gemeinschaftlichen Factoren nach der 

8almon, Höhere ('nrveii. 20 
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Differentiation entfernt vorausaetzeu, so dass die üt die ersten 
Differentiale von U' durch n dividiert, die J/,* die zweiten 
Differentiale von U’ dividiert durch n (»i — 1) bedeuten und 
die Euler’schen Gleichungen von den homogenen Functionen 
lauten 

UiXt + Ujxj + = ir, 

ü,^x^ -f + Cijx/ == P,, etc. 

Die Bedingung, unter welcher zwei Gerade von den Coordi- 
naten U, und sich in einem Punkte eines Kegelschnitts von 
den Goefficienten Ua schneiden, kann in Form einer Deter- 
minante 


Un, 

Uu, 


u>, 

ll 1 


^12 > 

üjj, 

^ 23 » 


§2 1 


^\ 3 ) 

^ 23 » 

t^ 33 » 

Ü 3 , 

63 1 

= 0 

U, , 

u, , 

fh , 

0 , 

0 i 


I 

?2 > 

In , 

0 , 

0 i 



geschrieben werden, weil diese Determinante identisch ist mit 
dem Resultate der Substitution der Coordinaten des Schnitt- 
punktes der Geraden, d. h. 

in die Gleichung des Kegelschnitts. Diese Determinante kann 
aber nach den Euler’schen Gleichungen dadurch reduciert 
werden, dass man die ersten drei Reihen und Zeilen mit 
x{, X. 2 , xj respective multipliciert und von der vierten Reihe 
respective Zeile subtrahiert. Für 

w'ird sie dann zu 

^11 J ^I2> il 

f/|2, f/jj, tfjj, 0, |.j 

U.^3, ^ 

0 ,0 , 0 , — r', — R i 

'I, , ,l,,-R, 0 j 

oder zu 

! U,,, 

IV i ^^2» ^ri) 

' U II 

• I ‘' 13 » 

' ?. , ^2 , 


^131 5 | 
^^23 > ^2 
^^33 > Sn 

Sn , 0 


' Uu, 

U,„ 

1 

- ' U,„ 

U», 

f^23 

1 U,„ 

^23» 

^33 I 


403 


und wenn wir nach Clebsch das Zeichen Q‘) für die mit 

ir multiplicierte Delemiiiiaiite brauchen, in der die Gruppe 
der H esse 'scheu Deterininaute mit dem Saum der hori- 
zontal und vertical versehen ist, und in consequeuter Erwei- 

( U i \ 

j." die ursjirüngliche 

Determinante bezeichnet, so haben wir also die Gleichung 
begründet 



Wenn also die Xi das Verschwinden von U' bedingen, so 
folgt, dass die Gleichung = 0 sich auf JEf = 0 re- 

duciert, wie bekannt. 

363. Um durch dieselbe Methode die Gleichung der 
Doppeltangentencurve zu finden, haben wir das Resultat der 
Substitution von 

Ujig — Ujgj, Uji, — 

für X,, X.,, x^ respective in die üiscriminante der reducierten 
Gleichung A = 0 (Art. 359.) zu entwickeln und wir werden 
zu diesem Ende die Resultate dieser Substitution in die ver- 
schiedenen Coefficienten dieser Gleichung, nämlich in A- U', 
U', etc. oder wie wir cabkürzend schreiben wollen, in 
A’, A*, etc. aufsucben. Im vorigen Art. ist das Resultat der 
Substitution in A^ entwickelt und Hesse"“) hat gezeigt, dass 
das Resultat der Substitution in A* von der Form 
p* V + V* (i,a-v + I.X.: + i,x,y 
ist, welches sich für x,' in der t'urve auf redueiert. 

Seine Metliode zeigt, dass, wenn diess für zwei auf einander 
folgende A*~', A*’ gilt, es auch für A*+‘ wahr ist und sie 
erlaubt uns P*+i, V« 4 i mittelst der vorau.sgehemlen tloeffi- 
cienten auszudrücken. Wir erinnern, dass nach der Definition 
A*+' == A (A*) ist, wo A die Operation 

(i , I il 

X, , , + X, . . + X, . . 

‘ o .T, ' • o .r, ' 

bezeichnet, in der jedoch die ar,- und die xf von einander 
unabhängige Grö.ssen sind. Tn dem hier betrachteten Falle ist 

3'. = 

•J6* 


Digitized by Google 



404 

und also eine Function der x,'\ man bat daher die Operation 
A so zu vollziehen, dass die Differentiation die xi nur trifft, 
insofern sie explicite erscheinen , und nicht insofern sie in 
den Xi enthalten sind. Bezeichnen wir die Operation 

dx,‘ + dl? dx,‘> 

ohne diese Einschränkunp; durch y, so haben wir für die 
tlperation an irgend einer Function S nach der allgemeinen 
Regel zur Ableitung der Differentiale nach den a:,' in der 
Voraussetzung, dass die Xi Veränderliche sind, aus den Diffe- 
rentialen in der Voraussetzung, dass sie Constanten sind 

y.S = A 5 -f y X, + y x, + y x,. 

.104. Der nächste Schritt ist die Berechnung der Werthe 
der yx,-. Das Ergebniss der Operation y an einer Function 
S ist offenbar die Determinante 

, «3 : 

ff, , 112 , U 3 j 
S, , 63 , I 3 

und daher für die Function x, oder — P 3 S 2 insbesondere 

: ^3jSj ^23^2) ^^23^.1 

(« - 1 ) U, , U, , u, 

' ) 63 

wo der Factor n — 1 aus der Annahme euispringt, die wir 
machten, dass die Differentiale der Ui die (»» — 1) fachen 
Uik seien. 

Wir reducieren nun die eljen geschriebene Determinante 
in folgender Weise. Sie ist 

I ^ i > ^23 > t^33 1 

0, t/ljl.,, ^^' 13^3 ^33^2 I 


0, 

Ui 

> 

u. 

f 

0, 

s. 

} 


§2 

7 



^3» 

Ui3, 

Ui3, 

U33 i 



^2» 

Uli) 

Uxi, 

U,3 



0, 

Ui, 

U„ 

U, ' 



1 0, 

ti, 

I 2 , 

?3 ' 
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u,. 


Un 

u.,, 


U,, 

Un 


R 


^ ) S| ) ?•• I 1.1 > 

^ 1*1 > ^ 11 ^ 1 » U\i^\) 


I, 

0 

= R 


, Vv. , 

I ^^3 ( 

, 6, . 

^11! ^n> ^23 
^137 ^^ 23 » ^33 

I. , i, , «3 


u;. 


h » 

1 + •^' (ii)' 


U., 

ün 

S.3 


Bezeichiieu wir (j‘) durch Z und durch Z, die halben 

Difi'ereuiiale dieser Function nach den |,, so differieren diese 
Letzteren nur iin Vorzeichen von den als Factoren von R 
in den Werthen der yi,- auftretenden Determinanten; wir 
erhalten daher 

V (S) - a (S) - 0. - I J ü (2, + i:. H) 

+ <" - ') (':) (».' + *.' S + »>' j0- 

Ist insbesondere S = A*(F) für V als eine Function 
vom Grade >t' in den x/, so ist wegen 
US , U 


nothwendig 


rfX| 




7(a*K) — A‘+‘(V) 


- 1 (» _ 1) B (z, . + Z, . + z; a-- ( n 

+ * (” - 1) (1:) (*.' 3 % + *.• Ä*- (V). 

Da aber A*~‘ F eine in den xi homogene Function vom 
Grade n — A: + l ist, so reduciert sich das letzte Glied auf 

k(n-\){n -k+\) (|)a*->(F). 

365. Es ist zweckmässig, hier die Abkürzung für die 
Operation 

S7.’ + 2:2 + I3 A: 


dxi 


einzuführen, und wir bemerken noch, dass 
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U,„ 

Un, 

Un, 

K, 

Uu, 

Un, 

Un. 

V, 

Un, 

Un, 

Un, 

V, 

6. , 

62 . 

r, , 

Ü 


ist, wofür wir auch schreiheu dürfen Q 

Weun man in der vorigen Determinante an Stelle der 
Vi und iler 0 die (trössen 

UrA:,— 

und eiuselzt, so y.eiTiillt sie in zwei, welche je 

zwei gleiche Ueihcn eiithulteii und verschwindet also, d. li. 
das Kesultat der Operation it' an x, verschwindet. Wenn 
man daher die Operation if’ an einer Function ausführt, die 
die X, enthalt, so ist das Itesultat das nämliche, ob man diese 
Grössen als (,'onstanten betrachtet oder nicht. Die Gleichung 
des letzten Art. giebt daher in ihrer Anwendung auf die 
(trössen A* etc., welche wir zu berechnen wünschen 

A*+' = y (^A*) + /.■ (m — 1 ) lii’ (A*“*) 

— /,: (« — 1) (n — Ä- + 1) 5 : 

366 . Aus dem so eben gefundenen Ausdruck ergiebt 
sich nun, dass tiir 

A*-> = P*. . U+ Qk-x und A* = P,U+ Q,B- 
für A*+* die gleiche Form folgt. Denn wir haben nur diese 
VVerthe von A*"', A* in die Gleichung des letzten Art. ein- 
zusetzen und wir müssen dabei bemerken, dass y (U) und 
y (Ji) verschwinden, wie sogleich durch Einsetzung der Ui 
oder der für die Ai, in 

A>| , , Ä3 

^11 

folgt. 

Es ist also 

A (y‘) = f/y ( 2 ^a) + (%)• 

Indem wir daun 

H f/| , iiU<jf w i/3 und ^1, ^2, ^3 

für S,, Sj, 1S3 in substituieren, folgt 
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ti> ({/) => — nHE uad i> {R) = 

und daher 

(A*->) = Ut (P*_.) + RH’ 

— «P*_i HR + 2RlQu-i. 

Verbinden wir endlich die im Ausdruck des Art. 365. 
für A*+' vorkommenden Glieder, so erhalten wir 
= U P,+ t + RH^,+, 

mit 

P*+, = V (P*) - k (» - 1) ( « - k + l) r P* _ . 

-j- k (;i — 1) R4’ (P*-i)) 

und V*_i == V (V*) — k (« — 1) {n — k — 1) I i 
-f- k (n — 1) Pif’ (Va-i) •— »' (« — 1) ^ P*-i H. 

367. Aus diesen Formeln können wir nun die Werthe 
von Pj, $3 etc. entwickeln. Man hat zuerst P, = 0 == 0 

und (nach Art. 362.) 

P, = - Z, (?3 = - 

also 

P3 = - A (Z), (?:, = - A {U). 

Wenn die Gurre eine Curve dritter Ordnung ist, so wird 
A^ die cubische Function selbst und der so eben für ge- 
fundene Werth erhält die folgende geometrische Bedeutung: 
Wenn eine Gerade 


S,x, + IjXj + |.,J-3 = 0 

eine Curve dritter Ordnung schneidet, und von den Schnitt- 
jiuukten aus die je vier Tangenten an die Curve gezogen 
werden, so liegen die zwölf Berührungspunkte derselben in 
der Curve vierter Ordnung 


if,, H„ U, 

Uf, fJj, P3 


= 0 ; 


j ll ) ij » 5.1 j 

denn djese Bedingung muss, wie wir gesehen haben, für 
je^en Punkt der Curve erfüllt werden, dessen Tangente sieh mit 


-f |,x, -f Ija:, = 0 

in der Curve schneidet. Dasselbe Resultat folgt auch un- 
mittelbar aus Art. 184. 

Um nun zu weiter zu gehen, so haben wir nach Art. 366. 
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y, = — V (Ai/) + 3 (n — 1) (n — 4) li/ 

- 3 (n - 1) Hi> (//) 4- 3» (n - 1) ZH 
= — V (Ai/) + 6 (h — 1) (« — 2) Zi/ — 3 (h - 1) JU>H. 

Aber in Uebereinstiinuiuiif? mit dem llesulUt von Ende 
Art. 304. erlialteu wir l'iir k = 1 und n als den Grad der 
II esse ‘sehen Determiminte oder 3 (« — 2) 

V (Ai/) = A’// - (» - 1) 11^' (i/) + (h — 1) n ZU 

und .somit 

= — A'^i/ + (n - 1) n ZH — 2 (n — 1) lii'U. 

308. Damit haben wir die Miltel zur Hildung der Dojipel- 
tangentialcurve für eine l'urve vierter Ordnung. Nach der 
in Art. 303. erklärten Methode war zuerst die Discriminante 
von A = 0 oder von 


zu bilden und nach Substitution von «tc. für 

a;,, etc. müssen mit Hilfe der L'urvengleichung die 5. entfernt 
werden.' Indem man die Substitution vor der Hildung der 
Diseriiuinante macht, wird die Gleichung 


+ YT5.3 + r2'3 '4 ~ 

und ihre Discriminante weicht nur durch einen numerischen 
Factor von >‘b, einer Function, welche die 5t 

noch im zweiten Grade enthält und daher eine weitere Ue- 
duction erfordert. Dazu ist die folgende Formel nützlich. 

309. Wenn wir das System der Hesse’schen Determi- 
nante mit drei Itcihen und drei Zeilen säumen, so ist die 
entstehende Determinante offenbar dem l’roducte der beiden 
horizontal und vertical hinziigetretenen Determinanten bis auf 
das Zeichen gleich. Insbesondere also, wenn V, IF Functionen 
von den Graden n, n" sind, so ist 

1 ^ 11 ) ^151 ^la» ^i> ^1 > ^1 I 

lln, v„ U, I 

Un, U,,, 5:„ V„ U, ! 

?i , ^2 > Sa » > 0 , 0 I 

W„0,0 ,0 
U, , U,, U,, 0,0 ,0 i 


- A(F) A(>r) = 
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Uu, 

^n, 

i/.3. 

g. , 

V, 

, 0 



Un, 

g. . 

y, 

, 0 

Un, 


U 33 ) 

f 

V 3 

, 0 

, 

s. , 

1,3 , 

" , 

0 

, - H 


VF„ 



0 

, — »»" w 

0 . 

0 , 

0 , - 

-R, - 

H 

v,-u 

K) A (W) = 

= n n" 


)- 

-n'F7t(p 


und wenn die xi der tileiclnmg U = 0 j'eiiügen , so ver- 
schwindet das letzte (ilicd. Es ist also inshesondere 


(A vy = n‘ E^(j;) - 2« Vli Q + IV Q), 

oder in der vorher gebrauclilen Hezeirhiiungsweise 

Qy = (£iHy = n’^IP'L — 2 n'H H t (77) + IV ("'), 

^vo das letzte ülieil das Uesultat bezeichnet, welches man er- 
hält, indem man in "L anstatt der die iJiD'erential- 
coefficienteii von 7/ setzt. 

In ganz derselben Art erhalten wir eine Kediictions- 
formel für A’ V, indem wir in der vorhergehenden Deter- 
minante 

fx,> dV dl f“*- ^3 und für lE,, W„ W, 

setzen und die Operation an V vollziehen. Wir haben daun 
in der lleductiou statt n V und n" V 


, d , , d , > d 

di, + dx. + "^3 rfi; 

und die Formel wird 

A3 r = n' (« - 1) r (p - 2 («' _ 1) 7J (p + 7J3 (J ) V, 

worin das letzte Symbol das Resultat bezeichnet, welches 
man erhält, indem mau in Z anstatt der £, üiffereutiations- 
symbole eiusetzt und die entsprechenden Operationen an V 
vollzieht. 

Indem wir nun den so für gefundenen Ausdruck 

in den im Art. 388. für Q, gegebenen Werth einsetzen, er- 
halten wir 

(>4 = - n' (n — »») Z77 -f 2 (n' — n) (^‘)h. 
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Und weil <e*j = — H ist, so erhalten wir allgemein 
{n - n) - n Q, Q, = {(n - n) (") - ^'2/ (J; ) Ä } . 

Im Kalle der Kurve vierter Ordnung, wo »i = 4, n' = ti ist 

und demnach die (i leichung der durch die Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten gehenden Kurve 

(JJ) 

d. h. für I als die Kuiietiou — das adjungierte System der 
Uu als XJ,* hezeichneiid — 

u„£,^ + 11,3^/ 

+ 2U„|,l3-f 211,3^,5:, + 2U,J, 5, 

in entwickelter Form 


j, äH> 

dx~i da:,« 

+ 2U,3 -f 2U„ + 2U„ ^ 


d«// I 917 
ix, d j, ' dx, d . 

eilte Kurve von der Ordnung vierzehn. 


+ j;';,. + «u.. i:; + 2«.= 1 * 


370. Die erhaltene Gleichung kann mit Hilfe des in 
Art. 356., 1. der ,,Kegelsch.“ entwickelten Ausdrucks der 
Bedingung transformiert werden, unter welcher die Polarlinie 
eines Punktes in Bezug auf einen Kegelschnitt einen andern 
Kegelschnitt berührt. Für 

«!ia;,^ + =0 

als den einen und 

-f- = 0 

als den andern Kegelschnitt haben wir 

(flj-, «33 «*m‘) (™ii ”1" ®:t)^ 

= { flii' - «2»’) + •■•}{ aii'^i’ + 

für 1' als einen Contravarianten Kegelschnitt. Und in der- 
selben Art ist 
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(«2j'V — «jD + «,3X3)* + . . . 

= { «11 (aji'a«' — + • ■ } { «11*1’ • • • } - 

VV'eiin wir uuu die «,* als die Un der vorigen Entwickelung 
und ebenso die «',* als die zweiten Differentialcoenicientcn 
der Hesse’schen Curvc denken, so sind, weil n der Grad 
der letzteren Function ist, die 

+ a„'Xj + «, 3 'X 3 , etc. 

die (h' — 1) laclieii der ersten Differentialcoefticienten und 
(rt„rt ,3 — «„■•’) (n,,V| + «ij'x, + + etc. 

ist das (n — !)• faclie der C’ovuriaiite, welche wir 0 genannt 
halben. Wir kniinen ebenso durch 0' die entsfirecliemle t'ova- 
riante bezeichnen, in welcher verglichen mit 0 die Differential- 
coet'ticienten der üriginalcurve und der II esse 'sehen Curve der- 
selben vertauscht sind und deren Vcrschwimlen die Hedingung 
liefert, unter welcher die gerade Polare eines Punktes in Bezug 
auf die Curve die conische Polare desselben Punktes in Bezug 
auf die Hesse sehe Curve berührt, ln <lerselben Art ist 
rt|, 033 ”f" etc. 

die Grösse <|) und a,,' x,’ + gleich h (n — \) H. Wir 
erhalten daher die identischen Relationen 

(»' - 1)J 0 = n (»' - 1) //d) - i-’, 0' = U<t>' — F, 
also {11 — 1 0 — n (m' — I) H<t> = 0’ — U d>'. 

ln dem besondern Falle der Curven vierter Ordnung aber 
wegen n — 6 

250 - 30 jy<t> = 0' — 

Die Beriihrungsjmnkte der Doppeltangenten mit der Curve f 

sind also nicht bloss ihre Schnitte mit der vorher erhaltenen 

Curve 

0 — 3ir<t) = 0 

sondern auch mit der Curve 

150 — 0=0 

und mit der dritten 

0' _ 45i/d> = 0. 

Man sieht, die Doppeltangen tencurven können in Function 
der Covariante F ausgedrfickt werden. 

371. Wir wollen zur fünften Ordnung fortschreiten. 

Wir haben (Art. 366.) 
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% = V(<? 4 ) - 4 (« - 1) (n - 5) Z (?3 
+ 4 (n - \) 11 1 (Q.,) - 4» (« - 1) HI\ 
lind erlmltfii mit Amveiiduiig des zuletzt erhaltenen VVertlies 
von (^^ und mit den Abkürzungen 0 fiir und für ) H 
= — n («' — ii) 7/A (Z) — n {n — n) ZA (//) 

+ 2 (n — ») T^AV- (77) 7i”A (d>) +4» (h — 1) 7/A (Z) 

+ 4 (« — 1) (n — 5) ZA77 — 4 (11 - 1) (A77) 

= _ 2 (w^ - 13 n 4- 1«) 77 AZ — 2 (»•’ — 3 « + 8) ZA (i/) 
4- 4 (II — 3) 7/A (i^7/) _ 4 (n — 1) liil' (A77) — 7i-’A (0). 
Fiir n = 5 also insbesondere 

= 4477A (Z) - 36Z A (77) 4- 87/A (</'7/) 

— 167/ii- (A77) — 7/’A (0). 

Es ist mich in diesem P’nlle 

- min + 87/ Ii- (77) — 7/'0, 

(tj = — ^ II , Q.^ >= — 77. 

Um dann die Gleichung der Dojipeltangentencurve wirklich 
zu bilden, hat man den Ausdruck 

(27V.V, - = 5(4<;t3’ - - 12Va<;>s) 

zu berechnen, welcher die im sechsten Grade enthält und 
aus welchem daher mit Hilfe der Gleichung der Curve die 
secliste Potenz von 7/ herausdividiert werden muss. In Folge 
einer früheren F'ormel haben wir aber 

4 Vj* — 9 Q, = 7/^4 0 — 9 770). 

Man kann auch leicht zeigen, dass 

'2iq,q, - und - 12 

je durch 7/ theilbar sind; aber die weitere Reduction ist nicht 
gelungen. 

Alle diese Berechnungen können übrigens durch die 
Methoden der Symbolik vollzogen werden. 

372. Eine andere Methode’") zur Lösung des Problems 
der Dop|ieltangenten wird durch den in den Art. 184., 236. 
bewiesenen Satz au die Hand gegeben , wonach der Punkt, 
in welchem die Tangente einer (’urve dritter Ordnung die- 
selbe ferner schneidet, durch den Schnitt der Tangente mit 
der Linie 
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+ x^H-i + x^H.^ = 0 

bestimmt ist. Man wird in analoger Weise die Gleichung 
einer Curve von der Ordnung n — 2 zu bilden suchen, welche 
durch die (« — 2) Punkte geht, in denen die Tangente einer 
Gurre n'" Ordnung sie noch schneidet. Wenn die Gleichung 
dieser Tangentialcurve bekannt wäre, so würde man nur die 
Bedingung zu bilden haben , unter welcher die gegebene 
Tangente diese Curve berührt, um darin die Gleichung der 
Curve durch die Berührungspunkte der Doppeltangenten zu 
erhalten. 

Das frülier über die Ordnung dieser Curve Bewiesene 
erlaubt uns zu erkennen, welches die Ordnung der Tangential- 
curve in den Xi und in den Coefficienten sein muss. Die 
Bedingung, unter welcher die Linie 

U,x^ + UjX., + Ux^3 = 0 

eine Curve (m — 2)'" Ordnung berührt, ist von der Ordnung 
(m — 2) (n — 3) in den Ui und von der Ordnung 2 (« — 3) 
in den Coefficienten dieser Curve. Wenn also die Coefficienten 
in der Gleichung der Tangentialcurve die xl in der Ordnung 
Q die Coefficienten der Origiualgleichung in der Ordnung p' 
enthalten, so wäre die Curve der Doppeltangenten von der 
Ordnung 

(n — 1) (« — 2) (n - 3) + 2p (n — 3) 
in den x,' und von der Ordnung 

(„ _ 2) (« - 3) -f 2p' (n - 3) 
in den Coefficienten der Originalgleichung. Da dieselbe nun 
in Wirklichkeit von der Ordnung 

(„ - 2) (» - 3) (« + 3) 

in jenen und von der Ordnung (n -|- 4) (« — 3) in diesen 
ist (Art. 3ti1.), so folgen für p, p' die Werthe 

p = 2 (« - 2), p' = 3; 

oder die Tangentialcurve ist von der Ordnung 2(n — 2) in 
den Xi' und von der dritten Ordnung in den Coefficienten 
der Originalcurve. 

Wir wissen ferner, dass für xi als einen Punkt der 
Hesse’schen Curve die Tangentialcurve diesen Punkt selbst 
enthält, so dass die Substitution der xi für die ar, die Gleichung 
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der Tangentialcurve auf // = 0 reducieren muss, diese Ueber- 
leguug und die bekannte Form ihrer Gleichung in dem falle 
der Curven dritter Ordnung führten zu der Vcrmuthung, dass 
dieselbe im Allgemeinen die (>i — 2)'' Polare von xi in Be- 
zug auf die Hesse’sche Curve oder H — 0 sein werde; 
denn diese Function giebt die richtigen Ordnungen in den 
Xi und Xi und in den Coefticienten , und die entsprechende 
Curve geht durch den Punkt xi, sobald derselbe in der 
Hesse 'sehen Curve liegt. Wir untersuchen daher im nächsten 
Art., ob die Curve A"~*(if) = 0 durch die Punkte geht, in 
welchen die Curve von ihrer Tangente ausser dem Berühmngs- 
punkte geschnitten wird; und obgleich die Antwort vernei- 
nend ausfällt, so leitet doch die Methode der Untersuchung 
zur wahren Form der Gleichung der Tangentialcurve. 

i573. Wir denken für Cartesische Coordinaten den 
Anfangspunkt in der Curve und die Axe der y als die ent- 
sprechende Tangente und setzen die Gleichung der Curve 
nhy -j- ^ H (n — l) {CgX^ + 2c,a;y + Cjy’) 

+ 2 ^ « (»i — 1 ) (»* — 2) (d„ a;’ -f 3 d, a:’ y -f 3 dja: y’ -I- dj y’) -f etc. = 0. 

Wir bemerken sofort, was in der Folge nützlich sein wird, 
dass die Gleichungen der verschiedenen Polaren des Ursprungs 
in Bezug auf die Curven aus der so geschriebenen Gleichung 
hervorgehen, indem mau einfach w — 1, n — 2, etc. für n 
in dieselbe einsetzt. Damit nun die Curve durch die Taii- 
geiitialpuukte gehe, so muss ihre Gleichung von solcher Form 
sein, dass sie für y ■= 0 sich auf 

i n (n — 1) ^ n (« — 1) (« — 2) il„x -f etc. = 0 

reduciert. 

Wir bilden nun die Gleichung der flesse’scheii Curve 
und vernachlässigen, weil wir ihre Polarcurven für den An- 
fangspunkt der Coordinaten zu bestiinmen und in ihren 
Gleichungen y = 0 zu setzen haben, von vorn herein die- 
jenigen Glieder in ihr, welche y enthalten. Die zweiten 
Ditferentialcoeflicienten der Originalgleichung sind 

= Co + l« — 2) d^x + i (« — 2) (« — 3) c„a;’ -f etc., 

^ r-, + (w - 2) d^x + .J (H — 2) (n — 3) r.,a;’ -f etc.. 
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U ^3 = H»» — 2) (» — 3) c„a;5 + etc., 

f^j:i = + ('» — 2) c, a: -|- ^ (« — 2) (n — 3) (/, x'‘ -f- etc., 

= (« — 2) c„a: 4- i (h — 2) (n — .■$) + etc., 

= Pi + (” — 2) f/,a: 4- i {»' — 2) (« — 3) e^x'‘ 4* p*«- 

Die Gleichung der Hesse 'sehen Curve ergiebt sich also in 
der Form 

+ (»» - 2) d,h^x 4- I ^ _ 2) (« - 3) e„ld 

4- (« - 1) (» - 2) P} ic’ 4- { i (« - 2) (« - 3) (» - 4) f„h^ 
4- (« — 1) (m — 2)^Q 4'(w — 1) (w — 2)(m — 3)P|a:’4-etc.=0, 
wo abkürzeud gesetzt ist — weil diese Werthe für unsern 
Zweck unwesentlich sind — 

2P= c,c„^ — 4 - 26c, </„ - 26c„</,, 

2Q^d,c,^-2r„r,J,+r„^ch, 

3P = Co^i'^n — df,c,'^ 4- 2e„6r, — 2co6c,. 

Von Wichtigkeit ist, dass die Gleichung sich in Gruppen von 
Gliedern theilt, die dieselbe Function von n als numerischen 
Coefficienten haben, so dass wir, um die Gleichung der 
Hesse’schen Curve von der ersten, zweiten, etc. Polare der 
gegebenen Curve in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt 
zu bilden, nur n — 1, « — 2, etc. für n in der obigen 
Gleichung zu setzen haben. 

Da nun die geradlinige Polare des .\nfangspunktes für 
eine Curve n'''' Ordnung 

**o + ’'i + ^ durch WM„ 4“ «1 = G 

dargestellt wird, so ist sie für die Hesse 'sehe Curve von der 
Ordnung 3 (ft — 2) nach der vorigen Gleichung durch 
3Co 4- d^x = 0 

ausgedrUckt, wenn wir ein Glied in y als unwesentlich in 
der gegenwärtigen Frage weglassen; und da diese Gleichung 
w nicht enthält, so sehen wir, dass die Polaren eines Punktes 
der Curve in Bezug auf die Hesse sehe Curve der Curve 
selbst oder einer ihrer Polarcurven die Tangente in dem näm- 
lichen Punkte schneiden. In der That ist die Polare in 
jedem Falle dieselbe Linie. Für « — 3 ist 3r„ -f- d^x das 
Kesultat der Substitution y — 0 in die Gleichung der Curve, 
d. h. die Polare in Bezug auf die Hesse'sche Curve ist die 
Tangential-Linie, wie w'ir früher gesehen haben. 
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Die Gleichunp; iles Polarkegelschnitts des Anfangspunktes 
in Bezug auf eine Curve n'" Ordnung ist 

i n (« — I) «u + (h — 1) u^ -f- »fj = 0 
und daher die vom Polnrkegelschnitt des Anfangspunktes in 
Bezug auf die Hesse’sche Curve 

I (n — 2) (3« — 7) ejr- + (n — 2) (3m - 7) 

{ i (n - 2) (n - 3) + (m - 1) (m - 2) P } a:’ = 0; 

und man sieht sofort, dass derselhe im Falle der Curve vierter 
Ordnung nicht die Tungentialcurve sein kann, weil sie die 
Gruppe der Glieder P enthält, die in der Gleichung der 
Curve nicht analog auftreten. 

Aber wir können leicht eine Gleichung bilden, die diese 
Glieder nicht enthält. Bezeichnen wir durch A*i/ = 0 die 
soeben erhaltene Gleichung, und sei A’i/, der Polarkegel- 
Bchnitt des Anfangspunktes in Bezug auf die Hesse 'sehe 
Curve der ersten Polare des Aufungspunktes, so wird nach 
dem Vorhergehenden A’.?/, aus abgeleitet, indem man 

n — 1 für M schreibt. Daun bestätigt man leicht, dass 
(M — 2) — (m — 1) A^if, 

= (m — 3) {6c„ -f A(l„x + c^x'- } . 

Wenn aber die gegebene Curve von der vierten Ordnung ist, 
so ist die rechte Seite das Bcsultat der Substitution von 
»/ = 0 in die (Jleichuug derselben; und daher ist 
A-^H — SA^H, =0 

die Gleichung der Tangentialcurve der Curve vierter Ordnung. 

ln derselben Art finden wir die Gleichung der dritten 
Polare des Anfangsjmnktes in Bezug auf die llesse’sche 
Curve 

I (3m — 0) (3m — 7) (3 m — 8) 

-P i (n — 2) (3m — 7) (3m — 8) (l„Px 
-(- p (m — 2) (m — 3) (3m — 8) Cgli'^x- 
(m — 1) (»» — 2) (3 M — 8) Pas’ 

+ i (M - 2) (M - 3) (M - 4) f,yx^ 

+ (p — 1) (M - 2y Qx^ + (M — 1) (m - 2) (m - 3) lix^, 

und A’i/|, A^H.,, etc. werden aus ihr durch die Substitution 
von M — 1 , M — 2, etc. für m gebildet. Und wir bestätigen 
sodann, dass 
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(w - 3) (w - 4) A’// — 2(» - 1) fw — 4) //, 

+ (« — !) (w — 2) A^if, 

= 2(h — 4) (10r„ + -f fx^) 

ist. Für n — f) ist aber die rechte Seite da.s Itesultat der 
Substitution voll y — 0 in die Orif'inaloleicbnng und es folgt 
daher, da.ss die Tangentialcurve für die Curve iünfter Ord- 
nung durch 

A'.^ — 4Aä//, + «A»//, = 0 
ausgedrückt wird. 

Für n = C ergiebt sich in derselben Art 
A'//— ÖA'W, -f- IOA'7/.^ = (). 

Auf diese Weise gelangte der Verfasser durch Indiiction zu 
dem Schlüsse, dass die Gleichung der Tangentialcurve im 
allgemeinen Fall sein müsste 

— (H— l)A"-*7/, 

"t“ i (** — (” — A"~* //., — etc. = 0; 

unil dieser Schluss ist sodann durch Gayley unabhängig 
bestätigt worden. 


374. Was oben gefunden wurde, dass die Polargerade 
des Anfangspunktes in Bezug auf die II esse 'sehe Curve die- 
selbe ist, wie die in Bezug auf die Hesse’.schc Curve irgend 
einer der Polarcurveu der Originalcurve, kann leicht direct 
bestätigt werden. Wir haben 


tm 

dx. 


dH dU„ 


etc. 


tl U„ äx, 

oder mit den Abkürzungen U|, für — Ij/, etc. 


dx,^dx, I*-’" t 


ä> 


d' 




(/» 


mit analogen Ausdrücken für die nach x^ und t., genommenen 
Differentiale. 

Es ist zu bemerken, dass dieselben in der abgekürzten 
Form 

dH d (ds\ 

dx, dx, vC / 

geschrieben werden können. Nun werden die Differential 
coefficienten der ersfen Polare 

^ 1 + 

Salnion, II'-btTC f’urTen. ‘*27 
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aus tli'ii corresiiondieroiulcn der Originaknrve durch die an 
derselheii zu vollziehende Operation 

> tt , , </ , f 

,r, , 4- X., , + . 

' ttx^ ' • f/xt * •’ dx^ 

gebildet, die bei Ersetzung der I, durch die r,' der Multipli- 
cntion mit den Factoren n — \ , n — 2, etc. für jeden äqui- 
valent ist. Da aber derselbe numerische Factor jedem Glied 
im Ausdruck für H, angehört, so repräsentiert 


ar, i/| -f- x.,Hj + 


0 


dieselbe Gerade, ob die Polare in Bezug auf die Hesse 'sehe 
Gurve des Originals oder seiner ersten Polare gebildet wird. 
Derselbe Hchluss ist auf die übrigen Polurcurven anwendbar. 

Geben wir zum Polarkegelschuitt weiter. Wenn wir die 
soeben für H, etc. gegebenen Ausdrücke ditfereutiieren , so 
bestehen die Differentiale aus zwei Grupjteu von Gliedern, 
nämlich dem Ditl'erenfial in der Voraussetzung, dass die U,* 
constant sind, und der die Diifereutiale dieser Grössen ent- 
haltenden Gruppe. Wenn wir zur Abkürzung die Differen- 
tiationssyinbole nach x,, x.,, x^ durch ^ dj, bezeichnen, 
so haben wir 


a,2i/ = 0,2 1 + U.,,V + • • ■ } 

+ { Uti U, 


wo die Accente in der letzteren Gruppe von Gliedern erst 
nach der Entwickelung anzufügen sind, und z. B. das Glied 


rfO/ 


dW 


für Ult jxtdx,' dx,dx^' 
steht. Wir können für diese Gleichung die kurze Sj'mbolfomi 


anwendeu. In Folge dessen kann die Gleichung des Polar- 
kegelschnittes eines Punktes in Bezug auf die Hesse’sche 
Curve in der Form V IF = 0 geschrieben werden, für V 
als Zeichen einer (Jruppe von Gliedern, in deren jedem ein 
viertes Differential mit dem Product von zwei zweiten Differen- 
tialen mnltipliciert ist, und W als Symbol für eine Gruppe, 
wo ein zweites Ditl'erential zu dem Product zweier dritten 
Dilferentialo als Factor tritt. W'eun wir nun die llcsse’sche 
Gurve der ersten Polare nehmen, so werden, wie oben fesG 
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gestellt ist, die zweiten, dritten und vierten Differentiale mit 
n — 2, n — .1, « — 4 respeetive niultii)liciert und das Er- 
geljiiiss ist 

(n — 2) ()i - 4) F + (n — 3)’ W = 0, 
also für n = 4 reduciert auf die letztere tirujtpe von Gliedern. 
Die Gleichung der Timgentialeurve einer Curve vierter Ord- 
nung ist also von der Form V -}- A- IF = 0 und kann ent- 
sprechend transformiert werden. So kann man sie in der 
Form schreiben 


( rfx.' c/.r,' + 


Die Gleichung d<?r Curve durch die Herührungs])unkte der 
Dopjieltangenten wird aber endlich gebildet, indem man die 
liedingung schreibt, unter welcher die Tangente 


l7,x^ -j- -|- U 3 X 3 = 0 


den eben geschriebenen Kegelschnitt berührt, und sie enthält 
drei Gru])pen von Gliedern, nach der Form der Herührucig.s- 
bedingung 

I -f Ao -f = 0 


für die Gleichung S -f- AS' — 0. Der Function ü entspricht 
hier die Covariante 0', und es ist be.stätigt, dass die lieiden 
andern Grui)pen von Gliedern auch in der Form 0 A//<h 

ausdrückbar sind. 


375. Pole un d Polaren. Wir stellen hier zuerst einige 
Eigenschaften der Jacobi 'sehen Curve eines Systems von 
drei Curven zusammen. Dieselbe ist der Ort der Punkte, 
deren gerade Polaren in Ilezug auf die drei Curven sich in 
einem Punkte schneiden, und ihre Gleichung i.st daher für 
f( = 0, f) = 0, te = 0 als die Gleichungen der (hrve 




= 0 . 


C|, TCj, W3 I 

In Art. 192. zeigten wir — denn die angeführten Gründe 
beziehen sieh nicht bloss auf Curven dritter Ordnung — i'ür 
Curven von einerlei Ordnungszahl, dass die Jacobi’sche 
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(!urvc <ler Ort dor L)op]>plpnnkto dor (hirvon des 
(ieljildos 7,weiti;r Stufe 


k II k' r -}- k" w — 0 

ist. 

Wen u die drei Curven einen geiueinsainen Punkt 
haben, so liegt derselbe auf ihrer Jacobi’schen 
Curve, und wenn sie insbesondere von einerlei 
Ordnungszahl sind, so ist er ein Doppelpunkt ihrer 
.1 a cob i ’s ch en Curve.'*^) Denn was das Ersten“ betrifft, 
so folgt für (t, fl', ft" als die Ordnungszahlen ans den 
Gleiihuugen 

j-|«, -f + X,«:, = fiit, x^v^ + ajjOj -j- - fi'n, 

x^lc^ + Xjio.^ + a:.,«;., = ft"«; 

sofort 

JXf= Hu(ViW^ — t;., ft’ V -- -j- ft '»f 


oder schreiben wir 

,1 x^ = fl J « + y! Jiv -|- y'üw\ 
d. h. f/ verschwindet mit dem gleichzeitigen Verschwinden 
von U, V und W. 

Und für das zweite folgt aus der Differentiation nach a", 


, dJ (i A , / 

dx, = t/¥, + f* 


dB 


-|- ftj4«, -|- (i Bv^ + y"Cu\ 


dC 

lix, 


und da 

AUf -f- BVf -|- CWf = J 

ist, so verschwindet für ft = ft' == ft" das Differential für 

alle die Werthe, welche «, t’, w und folglich J gleich Null 
machen. 

So ist ferner 


dJ dA , .dB , ...,dC 


d.v, ■ 


und da 


+ ft^«2 + i>-'Bv^ + ft"CM?2, 


A U.J -j- Bv.j -}- CfCj = 0 

ist, so verschwindet diess für jede Werthegruppe, welche w, r, 
u’, J zur Null macht, sobald ft t= ft' — ft" ist; in derselben 
Art verschwindet aber auch der dritte Ditferentialcoeflicient 
von J für denselben Punkt. 
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Wenn nur zwei der Curveii von einerlei Ord- 
nungszahl siiul, so beriilirt die dritte t'urve die 
.(acohi’sche Curve der drei in ihren gemeinsanien 
i’unkten. Denn die oben geschriebene üleicdiung wird für 


fl = 


J -j- X 


dJ 
• dx, 


— fl U 


dA 

dx, 


+ /iP 


dB 

ilx, 


+ fl" IV 


dü 

(/.C| 


fl J + (g' — fl) Cw, 

und für einen genieinsmncn Punkt also reduciert auf 
J,x, = (fl" - fl) Ctv,-, 


da iuan nun in gleicher Weise erliält 

JjX, == (fl" — fl) Cwj, JjX, = (ft" - fl) Cif,, 
so repräsentieren die beiden Gleichungen 
J,x, + + J:,x„ = 0 und w,x, -4- te-^x.^ + = 0 

die nämliche gerade Linie. 

Wenn in diesem Falle der gemeinsame Punkt 
ein Doppelpunkt in der Curve u> = 0 ist, so ist er 
auch ein solcher in der Jaco bi 'sehen Curve des 
Systems und hat als solcher dieselben Tangenten 
wie für die Curve if = ü."'*) 

Die für J,, J,, «7, so eben erhaltenen Werthe ver- 
schwinden , wenn iv, , «.'j, w., verschwinden. Differentiieren 
wir aber wiederholt, indem wir die Glieder unterdrücken, 
welche, weil sie u, v, w, J, J, oder tv, enthalten, verschwin- 
den, so erhalten wir 


iPJ / dA d B\ , , „ ^ f, 

^ dx,’ = 0‘i ,75, + dx,) + 

Aber aus den Werthen von A und li erKiebt sich 


dx, + dx, + ‘'i 

durch Elimination von x,, x.j, X-, zwischen den Gleichungen 
x,u, + -4- x.,ii., = 0, a:,t>| -|- x.,v.j x.,v„ ~ 0, 

x,w, x.^w.j = 0 

erhält mau aher 


II, (^2^^111 12 ^^1.1 

= Jt'ii ( 1 ( 2 f, ’bP'l) ~ Cif II 

und somit 

= (K' - 2fi) C’ifii, 


II,) 
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mit ähnlicheu Wertlieii für die ülirigen zweiten Differential- 
coefficieiiteii von J, ilie also siiiimitlifh zu den entsprechenden 
von w proportional sind. Die Ix'iden Curveii J = 0 und 
w = 0 haben also die nämlichen Tani'enten in ihrem gemein- 
samen Doppeljiuukt. 

;}76. Man beweist ferner wie in Art. 11)1., dass es 
(f» - 1)’ -f — 1) (Jt' — 1) + (ß — 1)’ 

Pu]ikte giel)t, deren gerade Polaren in Bezug auf 
zwei Curven « = 0, y = 0 sich decken; durch die.se 
Punkte muss otfenbar die Jacol)i'sche Curve gehen, welche 
diese beiden mit irgend einer dritten (Jurve bestimmen. Und 
in Art. 1)7. wanl gezeigt, dass die dacobi'sche Curve die 
Curve u =« 0 in denjenigen Punkten schneidet, welche Punkte 
der Berührung von u = 0 mit Curveu des Büschels 
« Xw = 0 

sein können. Daraus folgt unmittelbar, dass der Ort von 
Punkten, welche Berührungspunkte der Curven 
des Büschels g"’’" Ordnung i<-j- An* = 0 mit Curven 
des Büschels von der g'""' Ordnung « -}- A' r* = ( ) eine 
Curve von der Ordnung 2g -f- 2g' — ij ist, deren 
Cleichung in jeder der injuivalenten Formen geschrieben 
werden kann 
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Ferner erhellt aus dem Vorigen, dass die Punkte, in 
welchen Curven der Systeme 

it + — ü, ü -j- A' V* = 0, w X"tv* = 0 

sich zu dreien berühren,' nur unter den Hchuittpuukten zweier 
Curven von den Ordnungen 

2g -f 2g' - 3, 2g -f 2g" — 3 
sein können ; da aber unter diesen die g’ Punkte « = 0, u* = 0 
und die 3(g — 1)^ Punkte sind, welche die Ja co bi 'scheu 
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V. 


Ciirveu gemein luibeii, die das Hüschel = 0 mit 

andern Ctirven l)estimmt, su giebt die Subtraction dieser Zalilen 
für die Zahl von l’unkten, in welchen sich drei 
(,'urveu der Büschel von den Ordnungen fi, fi, fi" be- 
rühren, 

4 {nii' -f- (t jx" -(- ft/t") — t) (ft ft' ft") b. 

377. Wir haben im Art. 97. gesehen, dass der Urad der 
Bedingung, unter welcher zwei Ourven « = 0, r = 0 sich 
berühren, — wir wollen sageji der (Jrad ihrer Berührungs- 
Invariante — in den Coeflicienten von u gleich 
ft (ft -}- 2 ft' — 3) — 2 d — 3 X 

oder gleich e -j- 2ft (ft' — 1) und in den Coeflicienten von it 
gleich n' -|- 2ft' (ft — 1) ist. 

Die Berührungs -Invariante im Kalle von zwei Kegel- 
schnitten wurde in Art. 348. „Kegelschn.“ gebildet, indem 
man von der Discriminaute von m -j- At; als von einer Function 
von i. die Discriminaute bildete. Aus analogen Gründen, wie 
die dort entwickelten, kann man schliessen, dass die An- 
wendung desselben V^organgs auf zwei Curven von der Ord- 
nung ft ein Besultat giebt, welches die ßerührungs-Iuvariante 
als Factor enthält. Ist dieselbe A und ist B = 0 die Be- 
dingung, unter welcher A so bestimmt werden kann, dass die 
Curve « -|- Ay = ü zwei Doppelpunkte hat, und dazu 6' = 0 die 
Bedingung, unter welcher k so bestimmbar ist, dass tt Av=<) 
eine Spitze hat , so ist die Discriminante der Discriminaute 
von u kv als eine Function von A gleich AB’C^. Dass 
Jt und C Factoren sind, ergiebt sich, indem man ti = 0 als 
eine Curve mit zwei Doppelpunkten oder als Curve mit einer 
Spitze annimmt. Dann verschwindet nicht nur die Discri- 
minante von u sondern auch ihre Differentiale nach den 
Coeflicienten von «, .so dass in der Discriminaute von u -j- A r 
die Glieder mit A" und A' verschwinden und P ein Factor 
der Discriminante ist; dann aber muss ihre Discriminante 
nach A verschwinden. 

Wenn z. B. u - 0, o = 0 Curven dritter Ordnung sind, 
so enthält die Discriminante einer jeden ihre Coefficieuteii 
im zwölften Grade und dieselben treten im Grade 132 in ihre 
nach A gebildete Discriminante ein. Aber die Berührungs- 
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InvHrimite eiitliUH tlie Cofffiuieiitoii einer jeden iin Grade 18, 
lind die Invarianten, welelie verschwinden, wenn h -f" Ai; = Ü 
eine Sjiitze oder ein Paar von l)oj)|ieljiunkten hat, enthalten 
die C'oefticienteu jeder der beiden Functionen in den Graden 
24 und 21 respective. Denn der Grad in den Coel'ficienten 
stimmt mit der Zahl der Curveu des Systems 
H + 

iiherein, welche die fraoliclieu Siiij^uiaritäten haben; im Falle 
der Spitze liefern die Invarianteu-Kelationon Ä' = 0, T—U 
eine Gleichung vom sechsten und eine vom vierten Grad zur 
Bestimmung von A und g, und somit 24 Lösungen; in dem 
Falle von zwei Doppelpunkten aber können wir voraussetzen, 
(lass H = 0, t> = 0, w = 0 sieben Punkte gemein haben und 
die 21 Systeme aus einer Geraden und einem Kegelschnitt, die 
durch dieselben gehen, geben die Antwort. Wir haben in 
dieser Art i;i2 = 18 + 2. 21 + 3. 24. 

378. Im allgemeinen Falle, wo die Discriminaute vom 
Grade 3 (g — 1)’ ist, enthält die Discriminaute derselben nach 
A die Goef'ficienten jeder Curve im Grade 

3 tg — 1)’ (3 g’ — 6g + 2) 

und die Berühruiigs- Invariante enthält .sie je im Grade 
3g (g — 1) und man findet (Art. 381.), dass der Grad der 
Bedingung, unter welcher « A r = 0 ein Paar Doppelpunkte 
hat, oder, was dasselbe ist, die Zahl der Curven des Systems 
M -j- An + X'io = 0, 

welche zwei Doppeljiunkte besitzen, gleich 

I (g - 1) (3g^ — 9 g’ - 5 g + 22) 
ist und die entsprechende Zahl für den Fall der Spitze gleich 
12 (g — 1) (g — (?)• In der That bestätigt- man sofort 
3 (g — 1)’ (3g’ — 6 g + 2) = 3g (g — 1) 

-|- 3 (g 1 ) (3g^ — 9 g’ — 5 m + 52) -f- 36 (g — I ) (g — 2). 
Wenn man sodann die Discriminaute von 
A?« + A'n -[- k”ic = 0 

gebildet hat für « =0, v == 0, w = 0 als Curven derselben 
Ordnung, so kann mau ihre Discriniinante als die einer 
Function von A, A', A" betrachten; sie enthält die Resultante 
von n, V, te als einen Factor und die Bedingungen für die 
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Existenz vun drei l)o|i|iel{mnkten, vou Üojijtelpuiikt und yjiit/.e 
und für die von einem Herührungsknoten als andere Factoreu. 
Und jede dieser IJedingun''en ist in den Coel'ficienten jeder 
der Curven vou einem Grade, welcher der Anzahl der Curveu 
des Systems 

A « -(" A' V -j- ^ ' w t — 

gleitli ist, die die nämliche Singularität l)eaity.en. Wenn die 
Curven sämmtlich Kegelschnitte sind, so ist die Diseriuiinante 
von A« -j- iv nach A, A', A" gleich ^1/»'', für A als 

Kesultantc von », r, tv und H — 0 als die Hediiigung, unter 
welcher 

Alt -j- A'e -|- k"tc — 0 

zwei zusamiuenfallende Gerade darstellt. Die allgemeine 
Theorie bleibt jedoch zu entwickeln. 

S79. In Verbindung mit dem Vorigen mag bemerkt 
werden, dass die Ilerührungs Invariante einer Curve und ihrer 
liesse’schen Determinante, weil sie in den Coefficienten der 
ersten vom Grade 3 (ft — 2) (5 ft — 9) und vom Grade 
ft (7ft — 15 ) in denen der letztem ist, vom Grade 
(3 (tifi- — 17 ft + 9) 

in den t 'oeflieienten der Originalcurve sein muss. Für ft = 3 
ist sie die sechste Potenz der Discriminante, und wenn man 
deshalb annimmt, dass die sechste Potenz der Discriminante 
stets ein Factor in ihr ist, so bleibt ein Factor vom Grade 
(j (ft — 3) (3 ft — 2), dessen Verschwinden die Hedingung 
ausdrückt, un ter welcher dieCurveeinenUn dulations- 
punkt besitzt. 

Itetrachten wir ferner die Bedingung, unter welcher die 
t’urve mit ihrer Hesse'schen Determinante, und der Curve 
der Berührungs|)unkte der Doppeltaugenten einen gemein- 
samen Punkt hat, so ist sie, als von den Graden 

3 (ft 2y {ft- — 9), fl (fl - 2) (ft^ - 9) und 3 ft (ft 2) 
in den Coefficienten dieser Curven, vom Grade 
3 (ft - 2) (ft - 3) (:Sfi‘ + 8 ft - 16) 

in den Coefficienten der Originalcurve. Für ft = 4 muss man 
dieselbe wohl als das Produkt aus der zwölften Potenz der 
Discriminante in das Quadrat der vorher betrachteten Inva- 
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riiuite auselien. Und wenn man anniinmt, dass die nämlichen 
Kactnren im allgemeinen Falle aiiftrcteu, so bleibt eine In- 
variante vom Grade 

•j _ 4) (.-i -f- r,,u - ;-52 ^ + 18) , 

welche immer dann verschwindet, wenn die (’nrve eine 
Inflexiunstangcnte hat, die sic noch anderwärts 
berührt. 

880. Die lletrachtuug der Jacob! sehen Uurve als Ort 
derjenigen I’nnkte, deren gerade Polaren in Bezug auf drei 
gegebene Uurveii sich in einem Punkte schneiden , führt 
natiirgemäss zur Betnichtung des Ortes dieser Schnittpunkte 
der Polaren, oder, was dasselbe ist, auf die Untersuchung 
des Ortes der Punkte, deren erste Polarcurven in 
Bezug auf die drei gegebenen Curveu einen geraein- 
suhaftlichen Punkt haben. 

Wir werden uns auf die Untersuchung des Falles be- 
schränken, in welchem die drei gegebenen Curven die drei 
ersten Polaren einer gegebenen Cun'e sind, und in dem die 
Jacübi'sche Curve derselben ilie Ilesse’sche Determinante 
der letztem ist, die erwähnte Ortscurve also die Stein er’sche 
Uurve (.\rt. 70.). Die zu entwickelnde Theorie ist die Ver- 
allgemeinerung derjenigen, welche wir für die Curve dritter 
Ordnung in .\rt. 17ü f. gegeben haben.*’’) 

Jedem Punkte P der Steiner’.schen Curve entspricht 
ein Punkt (j der llesse’scheu, die erste Polare von P hat 
Q zum Doppelpunkt und der Polarkegelschnitt von Q besteht 
aus zwei geraden Linien, die sieh in P durchschneiden. Be- 
trachten wir sodann zwei aufeinanderfolgende Punkte P, P' 
der Steiner’scheu Curve, so ist wie in Art. 179. der Durch- 
schnitt ihrer ersten Polaren der zweifach zählende Punkt V 
zusammen mit den Berührungspunkten der ersten Polare mit 
ihrer Euvelop]ic. Die in Bezug auf die Curve genom- 
mene Polargerade eines Punktes der Uesse’scheu 
Curve ist somit die Tangente der Steiner’schen Curve 
im entsprechenden Punkte P. Wenn insbesondere V 
ein luHexiou.spunkt der Curve ist, so ist seine gerade Polare 
die entsprechende Tangente und wir lernen, dass die 8tei- 
ner’sche Curve von den 3g (g — 2j stationären Tan- 
genten der Curve berührt wird. 
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381. Wir salieu in .4rt. 70., ila.ss die Ordnungen der 
Hesse’schen und der Htein ersehen (.’nrve durcli 3 (ft — 2) 
und 3 {ft — 2i’ respcctive .lusgcdriickt sind. Da min die 
Hesse 'sehe Curve im .Allgemeinen keinen Doii[>el[)unkt be- 
sitzt, so sind ihre Charaktere die folgenden 

= 3 (g — 2), d* = 0, xa = 0, i/A = 3 (g — 2) (3 ft — 7), 
I"* = V - 1) (8 3) (3ft — 8), 

t* = 9 (ft — 2) (3 ft — 8). 

In Folge der ( l, 1) Correspondenz zwisehen der llesse'sehen 
und der Stei n er’sthen Curve sind beide von demselben (ie- 
sehlecht. Und wir kennen ülierdiess die Classe der iStei- 
ner'schen Curve; denn jede durch einen festen l’tinkl M 
gehende 'langente derselben muss ihren Pol in der ersten 
Polare von J\I und zugleich in der llesse’sehen Curve haben, 
d. h. derselbe muss einer der 3 (ft — 1) (ft — 2) yehnittimnkte 
beider Curven sein. Die IM ückcr'schcn Charakterzahlen der 
Steiner’schen Curve sind daher 

ft, == 3 (ft — 2)^ V, = 3 (ft — 1) (ft — 2), 
d- = J (8 — ^) — 3) (3ft' - 9 ft — 5), 

X, == 12 (ft — 2) (ft — 3), 

= ? (.“- ^?) (f* — 3) (3fi‘—3 fl — 8), t,=3 (ft - 2) (4 ft — 9). 

Das Geschlecht beider Curven ist 

= 1 + (ft - 2) (ft - 3). 

Da ein Punkt nur dann ein Doppeljainkt oder eine Spitze 
der Stei ne r'schen Curve ist, wenn seine erste Polare zwei 
Do|H)clpunkte oder eine Spitze hat, so sind die eben gefun- 
denen Zahlen ä, und x, die Anzahlen von ersten l’olaren 
der gegebenen Curve, welche die fraglichen Singularitäten 
haben. (Art. 378.) 

382. Wenn die ersten Polaren von zwei Punkten A und li 
sich in einem Punkte V Iterühren, wobei dann ihre ent- 
sprechende gemeinsame Tangente ist, so fallen zwei von den 
i’olcn der geraden Linie A li mit dem Punkte Q zusammen 
und die ersten Polaren aller Punkte von Ali mit einziger 
.Ausnahme des Schnittpunktes von Pf^mit ihr berüliren gleich- 
falls <^F in Q. Die erste Polare des Durchschnittspunktes 
von AB mit-P^ hat Q zum Doppelpunkt, so dass wirk- 
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lieh der II esse’sclieii Curve aiigehört und P der ihm eut- 
M])reeheiidc Punkt in der 8teiner’»cheu Curve ist. 

8o ist die Steiner’sehu (hirve die Envelojipe einer Ge- 
liiden , welche zwei zusiuumenfulleiule Pole besitzt, und die 
11 esse 'sehe Curve ist der Ort dieser zusamnicnfalleiideu 
Pole. 

Steiner hat uiudi bereits die Euveloppe der Linie 
i'V untersucht, welche zwei entsj)recheii de Punkte P 
und Q verbindet, oder welche die gemeinschaft- 
liche Tangente von zwei sich berührenden ersten 
Polaren ist; eine Curve, die wir wie im Falle der Curven 
dritter Ordnung (Art. 17S.) die Cayley 'sehe Curve nennen 
wollen. Auch sie hat mit der Hesse’schen und der Stei- 
ne r’schen Curve eine (1,1) Correspondenz und somit das 
nämliche Geschlecht wie diese. Um ihre Classe zu bestimmen, 
benutzen wir das in Art. l-kiS. und Art. 344. der „Kegelschn.“ 
iM'grilndete Princip, da.ss in zwei in einander liegenden gerad- 
linigen Puuktreihen oder Strahlenbüscheln zwischen deren 
Elementen eine {m, m) Correspondenz besteht, (»i -f- m) Ele- 
mente existieren, welche mit ihren entsprechenden zusammen- 
lällen. Betrachten w'ir nämlich die geraden Linien, welche 
einen angenommenen Punkt M mit zwei con'espondierenden 
Punkten P, Q verbinden, so werden, weil die Steiner’sche 
Curve von der Ordnung 3(g — 2)’ ist, mit der fest gedachten 
Linie il/P 3 (g — Lagen voji P und ebenso viele von (J 
fixiert und in gleicher Art entsprechen jeder Lage von M 
3 (g — 2) Lagen von P. Es giebt somit 

3 (g — 2)'^ + 3 (g — 2) d. h. 3 (g — 1) (g — 2) 

durch M gehende Gerade, welche zwei correspondierende 
Punkte P und Q enthalten, und die.se Zahl drückt daher die 
Classe der Cayley 'sehen Curve aus. Sic berührt oflenbar 
die Inllexionstangenten der gegebenen Curve. InHexionen 
sind in ihr im Allgemeinen nicht vorhanden uml ihre Cha- 
rakterzahlen sind somit 

g. = 3 (g - 2) (5g — 11), V,. = 3 (g — 1) (g — 2) , 
d, = J (g - 2) (5g — 13) (5g’ - 19 g + 16), 

= IS (g — 2) (,2g — 5), 
i (f* — ((*' — 2g— 1), =>0. 
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383. Die vorher gegebenen Definitionen erfahren ihre 
naturgemässe Erweiterung, wenn wir die Dopj)elpunkte nicht 
auäschliesslich in den ersten Polaren, sondern in irgend 
bestimmten andern Polarcurven untersuchen. 

Der Ort eines Punktes, dessen Polare einen Doppel- 
])uukt hat, ist eine Curve von der Ordnung 3r(fi — r — 1)'*, 
die Steiner’sche Curve der gegebenen; und der Ort 
des Do}>pelpunktes ist dann eine Curve vou der Ordnung 
3r' (fl — r — 1), die r'‘ Hesse’sche Curve derselben. Wir 
wissen, dass wenn die r'" Polare eines Punktes P durch den 
Punkt V geht, auch die (fi — r)" Polare von Q den Punkt 
P enthält und finden leicht, dass auch, wenn die P'' Polare 
des Punktes P einen Punkt Q als Doppelpunkt enthält, die 
(fl — r — l)'“' Polare von Q einen Doppelpunkt P hat. Daher 
ist die P' Steinor’sche Curve mit der (fi — r — 1)"" 
Hess eschen identisch und die »■'* Hesse’sche mit der 
(fl — r — 1)'"' Bteiner’scheii — wie im Falle r == 1 bei den 
Curven dritter Ordnung. In gleicher Weise entsteht die 
Cayley’sche Curve als Enveloppe der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte der Steiner’schen und r'' " 
Hesse’schen Curve und die drei Curven haben auch im all- 
gemeinen Falle dasselbe Geschlecht. Von dem Falle r = 1 
abgesehen sind diese Curven wohl noch nicht studiert worden. 

384. Wir haben in Art. 185. die Enveloppe der in Bezug 
auf eine Curve dritter Ordnung genommenen Polargeraden 
der Punkte einer geraden Linie untersucht und sie als die 
Polare dieser Geraden bezeichnet. Wenn sodann all- 
gemein ein Punkt P sich längs einer Curve S von der Ord- 
nung fl' bewegt, so ist die Enveloppe seiner P‘" Polare in 
Bezug auf eine gegebene Curve U von der Ordnung fi 
eine Curve, welche wir als die P' Polare vou S in Bezug 
auf U bezeichnen können, ln Art. Ü8. sahen wir aber, dass 
die Enveloppe einer Curve, deren Gleichung die Coordinateii 
eines in einer andern Curve S bewegten Punktes als Parameter 
entliält, gefunden werden kann, indem man diese Parameter 
als Coordinateii betrachtet und die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die bewegliche Curve die Leitcurve S berülirt. Dem- 
nach ist die Polare vou S auch der Ort derjenigen 
Punkte, deren (fi — r)" Polaren die Curve S berühren. 
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Wenn wir dann den Aiisdnu k des Art. 07. für den Grad 
einer Beriihrung.s- Invariante anwendeu, so linden wir, dass 
die r" l’olare von iS' eine Gnrve von der Ordnung 
fl' (ft' + 2r - 3) (ft — »•) 

ist, und dass diese Zahl für jeden Doppelpunkt von S uni 
2 (ft — r) und für jede Spitze um 3 (ft — r) vermindert wird ; 
wenn also die Classe von S durch v' bezeichnet wird, so ist 
die Ordnung der besprochenen r"" Polare 

ft" = (ft — r) { V + 2ft' (r — 1)} . 

Ihre Gleichung ist vom Grade r (2ft' -j- »• — 3) in den Coef- 
Heieuton der Gleichung von S. So ist in dem besondem 
Palle >■ = 1 die Euvelojipe der ersten Polaren der Punkte 
einer Curve S identisch mit dem Ort der Pole der Tangenteu 
von S und ihre Ordnung ist v (fi — 1). Für ft' == l redu- 
ciert sich wegen v = 0 diese Ordnung auf Null, wie hekannt, 
weil die Enveloppe dann in die (ft — l)* Pole der Geraden 
S degeneriert. 

Für den allgemeinen Fall ergiebt sich, dass jede Doppel- 
tangente von S durch ihre (ft — 1)’ Pole ebenso vielen Doppel- 
punkten in der Enveloppe den Ursprung giebt, und ebenso 
jede stationäre Tangente von S ebenso (ft — 1)’ Spitzen in 
der Enveloppe. Wir erhalten daher für die Classe der En- 
veloppe den Ausdruck 

(ft — 1)2 ft' — (ft — 1) v' — 2 (fl — 1)2 T — 3 (ft — l)2t', 
und weil 

V (v — l) — 2r' — 3i = (I 
ist, die Classe der ersten Polare 

V" = (ft — 1) (ft — 2) 1 /' -U (fl — 1)2 ft'. 

So ist in Bezug auf eine allgemeine Curve dritter Ord- 
nung die erste Polare eines Kegelschnitts eine Curve vierter 
Ordnung zwölfter Classe; die einer andern allgemeinen Curve 
dritter Ordnung aber zwölfter Ordnung und 24‘" Classe, weil 
die 94 Spitzen derselben eine Keduction der Classe um 108 
hervorbriugen. 

Für r = ft — 1 sudaiiu ist die Enveloppe der Polarlinien 
der Punkte einer Curve S oder der Ort der Punkte, deren 
erste Polaren 8 berühren, eine Curve von der Ordnung 
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H' (ft' -f 2ft — 5) oder v + 2fi' (ft — 2). 

Und weil die Zahl der Polariteraden durch einen beliebijgen 
Punkt M ebenso gross ist, wie die Zahl der Durchschnitte 
von S mit der ersten Polare von M, so ist die Classe der 
Eaveloppe gleich (ft — 1) ft'. 

Und iin Allgenieiiien ist die Zahl der Doppel]>unkte der 
yin Polare von M gleich der (g — »■)■■' fachen -Anzahl der 
(ft — 1 Polaren eines Punktes, welche die Curve zweifach 
berühren, und die Zahl ihrer Spitzen die (g — »•)’ fache An- 
zalil solcher Polaren, w-elche die gegebene Curve osculieren. 

385. Wenn die r'' Polare einer Curve S eine Curve li 
ist, so muss die (g — r)" Polare von R als einen Theil die 
(Jurve S enthalten. So ist für r = g — 1 die Curve R <lie 
Enveloppe der geraden Polare eines Punktes P, welcher sich 
in S bewegt; weil aber der Pol dieser Polargeraden nicht nur 
der Punkt P ist, sondern (fi — 1)’ — 1 andere Punkte die 
gleiche Holle spielen, so folgt, dass wir, wenn wir den Ort 
der Pole der Tangenten von R suchen, oder was dasselbe 
ist, die Enveloppe der ersten Polaren der Punkte von R, die 
Curve Ä zusammen mit einer andern Curve erhalten, welche 
der Ort der übrigen Punkte ist, die mit den Punkten von S 
dieselben geraden Polaren haben. In diesem Falle r = g — 1 
sahen wir, dass die Classe von R gleich g' (g — 1) ist und 
schliessen nach Art. 384., dass die Enveloppe der ersten 
Polaren der Punkte von R von der Ordnung g' (g — 1)’ ist, 
d. h. dass ausser der Curve S eine Curve von der Ordnung 
g'g (g — 2) zu ihr gehört — sagen wir als eine begleitende 
Curve. Wir sahen, dass jeder Punkt der Hess eschen 
Curve ein Punkt ist, in welchem zwei Pole einer Tangente 
der Steiner’scheu Curve zusammen fallen; es werden folg- 
lich die Punkte, in denen S die Hesse’sche Curve schneidet, 
Punkte in dieser begleitenden Curve sein, welche ausserdem 
S in ^ g' (g — 2) (g — 3) Paaren von copolaren Punkten 
trifft. 

Wenn r = 1 ist, so ist R der Ort der Pole der Tan- 
genten von S, und weil ein gegebener Punkt eine Polare hat, 
so müssen wir als Enveloppe der Polargeraden der Punkte 
von R die Curve S wieder finden, ohne eine begleitende 
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(!urve zu erhalten. Es ist jedoch zu bemerken, dass die ge- 
meinsamen Tangenten der Curve S und der Stein er scheu 
Curve einen Theil der Envelopj)e bilden. Nun haben wir 
gesehen, dass jeder dieser gemeinsamen Tangenten zwei zu- 
sammenfallende Punkte in Jf entsprechen, und schliessen, 
dass bei Anwendung des umgekehrten Verfahrens diesen zwei 
Punkten zwei zusammenfallende Linien entsprechen , deren 
Punkte sämmtlich als zur Euveloppe gehörig gezählt werden 
müssen. Ferner muss die Curve S in dieser Enveloppe 
(fi — 1)’ fach gerechnet werden, weil jeder Tangente von S 
Pole in li in der Zahl (g — 1)’ entsprechen und daher, wenn 
wir umgekehrt von den Punkten von It zu ihren Polarge- 
raden gehen, jede Tangente von S uns (g — 1)’ mal begegnen 
wird. Und wenn g" und v" Ordnung und Classe von It be- 
zeiclmen, so ist die Ordnung der (g — l)'*"" Polare nach dem 
Vorigen v" -j- 2 (g — 2) g", aber auch 
v" = (g - 1) (g — 2) I/' -f (g — 1)^ g', g" = v' (g — 1); 
die Ordnung der Polare ist also 

3 (g — 1) (g — 2) F -f- (g — 1)5 g' 
in Uebereinstimmung mit den vorigen Erörterungen, weil die 
Zahl der gemeinschaftlichen Tangenten von N mit derStei- 
ner’schen Curve nach der Classe 3 (g — 1) (g — 2) der 
Letztem gleich 3 (g — 1) (g — 2) v' ist. 

Es muss eine gleiche allgemeine Theorie der Reciprocität 
bestehen für 11 als die r'*' Polare von S und S als die 
(g — >•)'■■ Polare von Jf; dieselbe ist aber noch uiiuntersucht. 

386. Osculierende Kegelschnitte. Die Form einer 
Curve in der Nachbarschaft eines Punktes P derselben wird 
durch den Krümmungskreis angegeben, aber sie gestattet noch 
eine andere Bestimmung. Wir denken parallel der Tangente im 
Punkte P eine unendlich kleine Sehne QR und die Normale 
in P, welche ihr in N begegnet, und bezeichnen den Mittel- 
punkt der Sehne durch M] dann sind die Bögen PQ und 
und PB und die Geraden NQ, NR als Grössen erster Ord- 
nung einander gleich, aber um Grössen zweiter Ordnung ver- 
schieden, insbesondere ditferieren N Q, NR um eine Grösse 
zweiter Ordnung, oder die Entfernung NM ist von der zweiten 
Ordnung. Indem wir aber bemerken, dass PN auch von der 
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zweiten Ordnung ist, erkennen wir, dass der Winkel MPN, 
d. h. arc (tan = p^)j im Allgemeinen ein endlicher Winkel 


ist; d. h. die Gerade, welche den Berührungspunkt 1' mit dem 
Mittelpunkt M der zur Tangente parallelen Sehne QR ver- 
bindet, ist unter einem endlichen Winkel gegen die Nor- 
male in P geneigt. Ira Falle des Kreises fallt RM mit der 
Normale zusammen, und der bezeichnete Winkel ist daher ein 
•Maass für die Grösse der Abweichung der Curve von der 
Kreisform an der betrachteten Stelle. Wir können ihn als 
die Abweichung und die Gerade l‘M als die Axe der 
Abweichung bezeichnen.^“) 

Im Falle des Kegelschnittes ist die Axe der Abweichung 
der durch P gehende Durchmesser und die Abweichung selbst 
die Neigung desselben gegen die Normale. Und wenn man 
zu einer gegebenen Curve einen im Punkte P vierpunktig 
berührenden Kegelschnitt zeichnet, so haben beide — dieser 
Kegelschnitt und die Curve — dieselbe Axe der Abweichung, 
d. h. die Centra aller in P die Curve vierpunktig berührenden 
Kegelschnitte liegen in der Axe der Abweichung für diesen 
Punkt. Ferner wird die Axe der Abweichung im Punkte P 
von der Axe der Abweichung im näch.stfolgeuden Punkt der 
Curve in einem Punkte geschnitten, welcher der Mittelpunkt 
desjenigen Kegelschnitts ist, der in F eine fünfpunktige Be- 
rührung mit der Curve hat, wir nennen ihn den Mittel- 
punkt der Abweichung. Die.ser Kegelschnitt ist voll- 
ständig bestimmt durch die.ses Centrum, durch die Berührung 
mit der Curve in P und dadurch, dass er hier dieselbe 
Krümmung mit der Curve besitzt. 

Es ist leicht zu zeigen, da.ss die Abweichung in P durch 
Formel 


tan d 






ausgedrückt wird, in welcher j), q, r den ersten, zweiten und 
dritten Difl'erentialcoefficienten von y in Bezug auf x be- 
zeichnen. 


387. Die Axe der Abweichung ist eine Gerade, welche 
von der unendlich fernen Geraden der Ebene, aber nicht 
von den in derselben liegenden nicht reellen Kreispunkteii 
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anhängig ist; die Sehne Q Jt wird durch den Schnittpunkt 
0 der Tangente in P mit der unendlich fernen Geraden oder 
überhaupt mit der geraden Linie IJ gezogen und M ist der 
vierte harmonische Punkt zu 0 in Bezug auf die Endpunkte 
Q und It derselben. 

Der Satz von der Lage der Centra der in P vierpunktig 
berührenden Kegelschnitte in einer Geraden ist, weil die frag- 
lichen Kegelschnitte nicht bloss vier Punkte, sondern auch 
vier Tangenten (in der Tangente von P) gemeinsam haben, 
gleichbedeutend mit dem allgemeinen Satze, dass die Pole 
einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar, 
d. h. die von vier festen Geraden berührten Kegelschnitte, in 
einer Geraden liegen ; dem reciproken von dem noch bekann- 
teren, dass die Polaren eines Punktes in Bezug auf den 
Kegelschnitt eines Büschels selbst ein Büschel bilden. 

Wenn die unendlich fernen Kreispunkte durch einen 
Kegelschnitt ersetzt werden, so existiert eine analoge Theorie 
der Abweichung nicht. ' 

388. Die in Art. 237. gegebene Untersuchung der Glei- 
chung des Kegelschnitts, der eine Curve dritter Ordnung in 
einem gegebenen Punkte füufpunktig berührt, kann auf Curven 
beliebiger Ordnung ausgedehnt werden. Sei S = 0 der 
Polarkegelschnitt und T = 0 die Tangente in diesem Punkte, 
so ist die Gleichung eines in demselben Punkte berührenden 
Kegelschnitts S — P P = 0 für 

P=^^x^ + -f- 133:3 

mit noch zu bestimmenden Coefficienten Daun wird die 
Gleichung der geraden Linien, welche den Punkt x,' mit den 
Durcbschnittspunkten des Kegelschnitts mit der Gurve ver- 
binden, erhalten, indem man in die Gleichung jeder Curve 
Xi -p Ixi für Xi setzt luid A zwischen beiden so entstandenen 
Gleichungen eliminiert. Das Resultat der Substitution in die 
erste Gleichung ist 

P-f- ^ AS-(- i ^ A’A< -t-etc., 

das Resultat der Substitution in die Gleichung des Kegel- 
schnitts dagegen 

2(g — 1) P— P'P-f A (S - PP); 
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und wenn wir das Letztere in der Form QT ^.V sclireiben, 
so ist das Resultat der Elimination von A zwischen beiden 
Gleichungen durch T theilbar und der Quotient giebt 

F/--«- F"-»S+ J e’F-“- etc. =0 

als Gleichung der 2 (ft — 1) Verbindungslinien von x( mit 
den 2 (ft — 1 ) andern dem Kegelschnitt und der Curve ge- 
meinschaftlichen Punkten. Damit der Kegelschnitt eine drei- 
punktige Berührung mit der Curve habe, muss eine dieser 
Linien mit T zusammen fallen , oder die eben geschriebene 
Gleichung d. h. die Verbindnng ihrer beiden ersten Glieder 
muss durch T theilbar sein, eine Bedingung, welche 9 = 2 
fordert, und da 0 = 2 (ft — 1) — P' ist, P' = 2 (ft — 2). 
Hierher gehört das Problem der Bestimmung des Osculations- 
kreises, als des durch zwei gegebene Punkte gehenden oscu- 
lierenden Kegelschnittes. Wenn wir im allgemeinen Falle 
den erhaltenen Werth von 9 einsetzen und die Division durch 
T vollziehen, so erhalten wir 

— PF“-» -f 2 i F'‘-^PA< -f etc. = 0, 

als Gleichung der 2ft — 3 Geraden vom Punkte x,' nach den 
übrigen Durchschnittspunkten des Kegelschnitts mit der 
Curve. 

Die Berührung wird eine vierpunktige, wenn diese Glei- 
chung, d. h. wenn JA* — PS durch P weiter theilbar ist; 
und die entsprechende Bedingung wird wie in Art. 362. ge- 
funden, indem man in diese Grösse die Coordinaten eines 
willkürlichen Punktes in P, nämlich 

— (7j?i 

einsetzt und sie mit Null identisch vergleicht; wir finden so, 
dass P von der Form 


sein muss für g als noch zu bestimmende Grösse. Darum 
schneidet die Sehne der Schnittpunkte des Polarkegelschuitts 
und eines jeden vierpunktig berührenden Kegelschnittes die 
Tangente in dem festen Punkte X, welcher in Art. 373. be- 
stimmt wurde, wo die Tangente sowohl die Polarcurve dritter 
Ordnung als auch die gerade Polare von xi in Bezug auf die 

28 * 
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Hesse’sche Curve der Curve selbst oder eine ihrer Polar- 
curven trifft. 

Bezeichnen wir dann die Gerade 



durcli TT und erinnern die identische Gleicliung 

A» — ns = jj, 

so wird durch Einführung des Werthes P=^TT-f-p^ die 
Gleichung durch T theilbar und giebt als Gleichung der 
2/1 — 4 Verbindungslinien von x! mit den übrigen Schnitt- 
punkten der Curve und des Kegelschnitts 

(I J -j. p-^ _ p,S’) F-“-3 — ^ -f etc. = 0. 

Die Bedingung der fünfpunktigen Berührung ist dann 
die Theilbarkeit dieser Gleichung durch T und wir bestimmen 
den einer solchen Berührung entsprechenden \V erth von (t 
durch Substitution von 

für x^, Xj, x^ in die vorstehend geschriebenen Glieder. Aus 
der identischen Gleichung des Art. 236. können wir J er- 
mitteln und finden, dass durch die erwähnte Substitution J 
den Ausdruck erhält 

- 3 (g - 1) (fi - 2) I + -V - 

für Z,R und als die in Art. 365- ebenso bezeichneten 

Grössen. Die Resultate der Substitution in S, T und in A* 

sind respective 3"^ *?3 Qf Wenn wir daun die 

Werthe des Art. 369. anwenden, so erhalten wir 
g J7^ = ^{3 (p - 1) fg - 2) 17/ _ 2 (g - 1) 

— J { 9 (> - 2)’ 7/1 _ 6 (g — 2) R4>(U) -f ^ 7P0} 

— i { — 0(fi — 2) (fl— 3)I77+4(fi — 3)7J((*(77) — R‘^}, 
woraus durch Reduction hervorgeht 

die vollständige Bestimmung des fünfpunktig berührenden 
Kegelschnitts. 
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389. Die Untersuchung ist von Cayley zur Ermittelung 
der Bedingung fortgesetzt worden, welche die Coordinaten xi 
erfüllen müssen, damit die Berührung eine sechspunktige sei ^'), 
und wir geben, weil die Untersuchung selbst zu lang ist, das 
Ergebniss an, welches dahin geht, dass die xi der Gleichung 
— 27) IIJ 1) HJ' {U, H, <h) 

+ 40 {yi. — 2)* J ( ü, H, 6) = 0 
genügen müssen, in welcher J(U,H,<t>) die Jacobi'sehe 
Determinante dieser drei Functionen bezeichnet und der dem 
J beigefügte Strich bedeuten soll, dass bei Bildung der Ja- ’ 
cobi 'sehen Determinante <t> in der Voraussetzung zu differen- 
tiieren ist, dass die in der Function <t> auftretenden zweiten 
Diflerentialcoefficienten von H eonstant sind. Die geschriebene 
Gleichung repräsentiert eine Curve von der Ordnung 12g — 27, 
deren Durchschnittspunkte mit U — 0 die g (I2g — 27) 
Funkte sind, in denen sechspunktige Berührung 
mit einem Kegelschnitt stattfindet. 

3tK). Systeme von Curven. Die Bestimmung der An- 
zahl von Kegelschnitten, welche mit einer gegebenen Curve 
eine sechspunktige Berührung haben, gehört zu einer Classe 
von Fragen, welche auf die Eigenschaften solcher Systeme 
von Curven führen, die einer Bedingung weniger unterliegen, 
als zu ihrer vollständigen Bestimmung erforderlich sind; also 
für Curven von der Ordnung m der Zahl von 
I m (m + 3) — 1 

Bedingungen. Ein solches System oder eine solche Curven- 
reihe wird durch den Index N charakterisiert, weun N die 
Zahl von Curven der Reihe ist, welche durch einen willkür- 
lich angenommenen Punkt gehen;**) so dass z. B., wenn die 
Gleichung der Curve einen Parameter algebraisch enthält, 

N der Grad ist, in welchem dieser Parameter eintritt — ohne 
dass umgekehrt immer die Gleichung einer Curve des Systems 
oder der Reihe vom Index J\T stets in dieser Form ausgedrückt 
werden kann.**) Oder man kann sie durch zwei Charak- 
teristiken*®) definiren, nämlich durch die Zahl g von 
Curven der Reihe, welche durch einen willkürlichen Punkt 
gehen und die Zahl v derselben, welche eine willkürlich ge- 
wählte Gerade berühren. Durch die Symmetrie der Resultate, 
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welche sie in dem Falle von Kegelschnitten als von Curven 
derselben Ordnung und Classe liefert, ist diese Methode be- 
sonders beaclitenswerth.'") 

301. Der Ort der Pole einer gegebenen Geraden in Be- 
zug auf die Curven der Beihe ist eine Curve von der Ord- 
nung V. Denn diess ist offenbar die Zahl der Punkte, in 
denen die Linie selbst den Ort schneiden kann. Die Enve- 
loppe der Polaren eines gegebenen Punktes in Bezug auf die 
Curven des Systems ist in gleicher Art eine Curve der (i“" 
•Classe. 

Der Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf eine 
feste Curve von der Ordnung m und Classe n mit seiner 
Polare in Bezug auf eine Curve des Systems zusammenrällt, 
ist eine Curve von der Ordnung v -t- {m — 1). Denn wir 
bestimmen die Zahl der in einer gegebenen Geraden liegenden 
Punkte des Ortes, indem wir zwei Punkte A, A' dieser Ge- 
raden betrachten, welche so liegen, dass die Polare von A in 
Bezug auf die feste Curve mit der Polare von Ä' in Bezug 
auf eine Curve des Systems zusammenrällt ; es ist zu ermitteln, 
in wie vielen Fällen A und A' zusammenfallen können. 
Denken wir dabei zuerst A fest, so dass seine Polare in Bezug 
auf die gegebene Curve auch fest ist und der Ort der Pole 
dieser Geraden in Bezug auf die Curven des Systems nach 
dem ersten Satze von der Ordnung v ist, so sehen wir, dass 
jeder Lage von A Lagen von A' in der Zahl v entsprechen. 
Setzen wir sodann aber A' als fest voraus, so dass seine Po- 
laren in Bezug auf die Curven des Systems eine Curve von 
der Classe ft umhüllen, während nach Art. 3S4. die Polaren 
der Punkte der gegebenen Geraden in Bezug auf die feste 
Curve eine Curve von der Classe (»«’ — 1 ) umhüllen, so folgt, 
da.ss ft (m — 1) gemeinsame Tangenten der beiden Enveloppen 
und daher ebenso viele dein festen A' entsprechende Lagen 
von A vorhanden sind. Die Anzahl der Coincideuzen von A 
und A' ist daher r -f- g («»’ — 1) und eben diess ist die Ord- 
nungszahl des in Frage stehenden Ortes. 

Dieser Ort schneidet offenbar die gegebene Curve in den- 
jenigen Punkten, in welchen sie von Curven dos Systems 
berührt wird und daher ist die Zahl solcher Curven 
m 1 -j- ft (m — 1)| oder m v -f- «'ft. 
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392. Im Allgemeinen wird die Zahl der Curven des 
Systems, welche irgend einer andern Bedingung genügen, 
von der Form (la vß sein und die Zahlen «, ß können als 
Charakteristiken dieser Bedingung angesehen werden. Wenn 
eine Curve durch eine hinreichende Anzahl von Bedingungen 
bestimmt ist, und diese Charakteristiken für jede Bedingung 
bekannt sind, so kann die Zahl der Curven bestimmt werden, 
die den vorgezeichneten Bedingungen genügen. Wir erörtern 
diess an dem Falle der Kegelschnitte. Die Zahl der durch 
fünf Punkte, durch vier Punkte und eine Tangente, durch 
drei Punkte und zwei Tangenten, durch zwei Punkte und drei 
Tangenten, einen Punkt und vier, endlich durch fünf Tan- 
genten bestimmten Kegelschnitte ist respective 
1, 2, 4, 4, 2, 1 

und die Charakteristiken der durch jene Bedingungen respec- 
tive bestimmten Systeme sind daher 

(1, 2), (2, 4), (4, 4), (4, 2), (2, 1). 

Die Zahl der Kegelschnitte, welche einer Bedingung von den 
Charakteristiken «, ß genügen und zugleich durch vier Punkte 
gehen oder drei Punkte enthalten und eine Gerade berühren, 
etc. ist daher 

« + 2ß, 2 k + 4ß, 4« + 4ß, 4a + 2ß, 2u + ß. 

Wenn wir diese Zahlen durch ft'", v"', p'", ff"', r'" respective 
bezeichnen, so erkennen wir, dass dieselben nicht unabhängig 
von einander sind, sondern den Belationen 

F" = 2g'", ff-" = 2r'", p'" = i {v" + ff'") 

genügen. 

Die Charakteristiken der Systeme, welche mit der Be- 
dingung a, ß zusammen mit der von drei Punkten oder mit 
zwei Punkten und einer Tangente, etc. gebildet werden, sind 
dann offenbar 

v"), (v'", p’"), (p'", ff'"), (ff'", r'") 
und die Zahl der Kegelschnitte dieser Systeme, welche einer 
neuen Bedingung a, ß' genügen, ist daher 

g'"a' v" ß', v"a -|- q"' ß', etc. 

In entwickelter Form erhalten wir für die Anzahlen g", v", 
p", ff " der Kegelschnitte, welche zwei Bedingungen von den 
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Charakteristiken (a, ß), {a, ß') erfüllen und zugleich durch 
drei Punkte gehen, oder zwei Punkte enthalten und eine 
Gerade berühren, etc. 

fl" =aa' + 2 Cßa + aß') + 4ßß', 
v' = 2««' + 4 (ßn + o-ß') ^ßß't 
p" = 4rt«' 4- 4 {ßa -f- uß’) -j- 2ßß', 
a"^4aa+2{ßa+aß) + ßß‘-, 
und wir bemerken, dass diese Zahlen durch die identische 
Kelation 

g" — } v" + f q" — fl" = 0 

verbunden sind. 

In derselben Art sind die Charakteristiken des Systems 
der Kegelschnitte, welche zwei Hedinguugen (n, ß) und («’, ß') 
gejiügcn und zugleich durch zwei Punkte gehen, oder einen 
Punkt enthalten und eine Gerade berühren, oder zwei Gerade 
berühren, (g", v"), (y", p"), (p", fl") und die Anzahlen solcher 
Kegelschnitte, die einer dritten Bedingung («", ß") genügen, 
sind daher respective g"«" Also in entwickelter 
Form für ft', v, p' als die Zahlen der Kegelschnitte, welche 
drei Beiiinguugen («, ß), («', ß ), («", ß") genügen und über- 
diess durch zwei Punkte gehen, etc. 

fl' = aaa' + 2Taaß" + 4T«ßß" + 4ßß'ß", 

V = 2atitt" + 4Tciaf -f- 4Zttß'ß" + 2ßß'ß", 
p" = 4uua" -j- 4Znn'ß" -f- 2Znß' ß' -\- ßß'ß". 

Dann sind die Charakteristiken des Systems, das man bildet, 
indem man den drei vorigen Bedingungen eine vierte ß'") 
hinzufügt, g'«"' -f- V k" Q ß’" oder in entwickelter 
Form 

g = ««'«"«"' -|- 2Z(tu u' ßi" 4Zcta ß" ß'" 

+ 4Zaß'fß!"^2ßß'ß"ß"', 

V — 2aa a'a" -)- 4Z«a a" ß"' -[- 4Zac< ß" ß'" 

+ 2Zaß'ß’'ß'" + ßß-ß-ß’". 

Und wenn wir endlich eine fünfte Bedingung ß"") hin- 
zufügeu, so ist die Zahl der Kegelschnitte, welche allen ge- 
nügen g«"" -(- vß'"' oder 

-f- 2Zaft' a"(c" ß"" -f- 4Zaa a" ß^" ß"" 

+ 4Zcia'ß"ß"r + 2Zaß'ß”ß'"ß- -f- ßß’ß"ß ''ß"-\ 
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Diess giebt z. B. die Zalil der Kegelschuitte, welche fünf 
gegebene Curven berühren, indem man für «, ß, etc. die 
Classen und Ordnungszahlen dieser Curven substituiert. Und 
in derselben Weise würden wir die Zahl von Curven irgend 
einer Ordnung finden, welche durch die Bedingung der Be- 
rührung mit gegebenen Curven bestimnlt sind, wenn wir die 
Anzahl derselben in jedem Falle wüssten, wo die Bedingungen 
nur das Hindurch gehen durch Punkte und das Berühren mit 
geraden Linien vorschreiben. 

H93. üie im vorigen Art. betrachteten Bedingungen 
waren unabhängig von einander oder einfache Bedingungen; 
aber wir können Bedingungen bilden, die zwei oder mehreren 
einfachen äquivalent sind, wie z. B. die Bedingung, dass ein 
Kegelschnitt eine Curve zweimal o<ler öfter berühren .soll, oder 
die, dass eine Curve eine andere osculieren oder nach einer 
andern höheren Ordnung berühren soll. Eine solche Bedin- 
gung, welche zwei andern äquivalent ist, können wir als eine 
doppelte, oder genauer die Vereinigung von beiden als zwei 
untrenidjare Bedingungen bezeichnen. Man findet, das.s die 
im letzten Art. erhaltenen Formeln für unabhängige Be- 
dingungen unter geeigneten Modificationen für untrennbare 
Bedingungen gültig bleiben. 

So sind für zwei untrennbare Bedingungen die Cha- 
rakteristiken ft", v", g", ff" die Zahlen der Kegelschnitte, 
welche durch die Combination der gegebenen zweifachen Be- 
dingung respective mit der durch drei Punkte zu gehen, oder 
zwei Punkte zu enthalten und eine Gerade zu berühren, etc. 
erhalten werden, und diese Zahlen sind immer durch die 
Relation 

^ n" + f p" - ff" = 0 

verbunden. 

Wir geheir daun genau so wie vorher zur Aufsuchung 
der Zahl von Kegelschnitten weiter, welche durch Combination 
der zweifachen Bedingung mit irgend drei andern bestimmt 
werden und erhalten so die folgenden Formeln. Wenn m", 
»", r", s" die Charakteristiken einer zweiten zweifachen Be- 
dingung sind, so werden die Charakteristiken des durch beide 
Paare zweifacher Bedingungen gegebenen Kegelschuittsystems 
respective 
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— J {(‘■"n" + 7h"v") + {r’ii" + P' ”* ") 

+ { n'v" — i (r"v" + 
a"s" — J {a"r" s'q") + (v"s" + n'a") 

+ T ?"»■'’ — V (P"»‘" + 

Und für (i, v', g' als die Charakteristiken einer dreifachen 
Bedingung ist die Zahl von Kegelschnitten, die durch diese 
dreifache und die zweifache Bedingung (g", v", g", a') be- 
stimmt werden, gleich 

I g' (2 ff" — g") -fl p' (2 g" — v') 

+ A *'' { » (f*" + P") — 6 (f*" + ■ 

394. Zwischen den beiden Charakteristiken g, v einer 
Reihe von Curven wi'" Ordnung, welche einer Bedingung 
weniger unterworfen sind als der zur Bestimmung derselben 
hinreichenden Zahl, besteht eine Relation, die wir im Fol- 
genden untersuchen. Betrachten wir die Punkte A, Ä, etc., 
in welchen eine Curve der Reihe eine gegebene gerade Linie 
schneidet, so entsprechen, weil jede durch A gehende Curve 
die Gerade in (m — 1) andern Punkten schneidet, dem Punkte 
A die Zahl von g (m — 1) Punkten Ä und umgekehrt; die 
Zahl der Doppelpunkte dieser beiden entsprechenden Reihen 
ist daher 2g (»« — 1). Dieselbe würde mit der Zahl v über- 
einstimmen, wenn die Doppelpunkte nur aus der Berührung 
einer Curve der Reihe mit der Geraden A A' entspringen 
könnten. Da es aber Curven der Reihe geben kann, welche 
zusammengesetzt sind aus einem einfach und einem doppelt 
zählenden Theile , so sind die aus ihnen durch die letzteren 
entspringenden Doppelpunkte von 2g (>» — 1) abzuzieheii, 
um die Zahl v der eigentlichen Berührungen zu erhalten. 
In dem speciell betrachteten Falle der Kegelschnitte erhalt 
man für A als die Zahl der Kegelschnitte der Reihe, die sich 
auf zwei zusammenfallende Gerade reducicren 
v = 2g — L 

.39.0. Ein Kegelschnitt kann als Curve zw'eiter Ordnung 
in ein Linienpaar degenerieren , so dass seine Gleichung in 
Liniencoordinaten ein vollständiges Quadrat wird und jede 
durch den gemeinschaftlichen Punkt des Liuieupaares gehende 
Gerade als eine Doppeltaugente der Curve zu betrachten ist. 
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Ebenso kann ein Kegelschnitt als Curve zweiter Classe in 
ein Paar von Punkten degenerieren, und jeder Punkt in der 
Geraden, welche dieselben verbindet, gehört in gewissem 
Sinne doppelt zur Curve. Das Punktepaar kann als Grenz- 
form des Kegelschnittes betrachtet werden und die durch die 
Punkte gehenden Geraden insbesondere als seine Tangenten; 
der Kegelschnitt ist unter Festhaltung seiner Hauptaxe durch 
fortschreitende Verkürzung seiner Nebenaxe in die Grenzform 
übergegaiigeu, in welcher nun alle seine Tangenten unendlich 
nahe den zwei festen Punkten Vorbeigehen. 

Bezeichnen wir durch X die Zahl der Punktpaare im 
System und durch oj die der Linienpaare desselben, so' ist 
(t — 2 1' — a, V = 2(1 — A, 3g = 2A-f-(o, 3r> = 2oj + A. 
Weil die Zahlen der Kegelschnitte eines Systems, welche in 
Linien- oder Punkten - Paaren degenerieren, in der Regel 
leichter zu erkennen sind , als die Zahlen der Kegelschnitte 
desselben, welche einen beliebigen Punkt enthalten, oder eine 
beliebige Gerade berühren, so konnten sie in der Theorie 
der Kegelschnittsysteme von Zeuthen mit Vortheil statt der 
Chasles'schen Charakteristiken (i , v benutzt werden. Ein 
besonderer Fall bietet sich dar, wenn die zwei Punkte eines 
Punktpaares zusammeufallen , ohne dass darum ihre Verbin- 
dungslinie aufhört bestimmt zu sein, oder wenn die zwei 
Linien eines Paares vereinigt sind ohne da.ss ihr Schnittpunkt 
unbestimmt wird; man kann ihn als den des Linien-Paar- 
Punktes bezeichnen. 

3t)C. Im Falle der Kegelschnitte hat das Linienpaar in 
Punktcoordinaten eine Gleichung x^x^ = 0 und das Punkte- 
paar in Liniencoordinaten reciprok = 0. Wenn wir aber 
nach der Gleichung des Letztem in Punktcoordinaten fragen, 
so ist dieselbe nicht a;,* = 0, welches vielmehr nur die dop[telt 
zählende Verbindungslinie der Punkte des Paares darstellt, in 
gewissem Sinne einen Kegelschnitt — ebenso wie 
(S,x, -I- i,x, -f i,x,y = 0 

— welcher jede beliebige gerade Linie berührt . Die Anschauung 
der Grenzform oder des unendlich flachen Kegelschnitts führt 
zur richtigen Darstellung. Denken wir die Kegelschnitte, 
welche zwei gegebene Punkte in der Geraden x, =» 0 nämlich 
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x.j — aXj — 0 und Xj — ßx^ = 0 
eiitlialteii und zwei gegebene Gerade Xj = 0, Xj = 0 berühren, 
80 lassen sich dieselben durch die Gleichung mit dem will- 
kürlicheu Parameter 6 darstelleu 

X|* 20X|Xj -f 20 yttß X/X, -j- 0- (Xj — «Xj) (Xj — ßXj) = 0, 
oder 

{ X| -j- O-' j + 6 — 0* (et -j- XjX., = 0 

und für 0 als ein unendlich kleines, sagen wir der ereten Ord- 
nung, rejiräaentiert diese Gleichung den unendlich flachen 
Kegelschnitt oder das gegebene Punktepaar. Der Vergleich 
mit der allgemeinen Gleichung 

+ + 2«j;,j,X 3 + 2n,.iX,X3 -f 2«,jX,Xj = 0 

giebt 

0 |, = 1 , a„ = 02, «,.j = e^nß, — = — i 02 (n ß), 

«i? = e> 

also für ein endliches unendlich kleine Werthe erster 
Ordnung für ti,.^ und «,3, aber unendlich kleine Werthe der 
zweiten Ordnung für (I3.,, tijjj wobei dann die Ver- 
hältnisse 

j/«22 : : |/«23 : «13 : 

so zu bestimmen sind, dass den vorgeschriebenen Bedingungen 
genügt wird. Insofern 0 unendlich klein ist, erscheint die 
Gleichung somit vollkommen bestimmt. Die in der Grenze 
verschwindenden Coefficienten der Gleichung des Kegelschnitts 
sind also als unendlich kleine von verschiedener Ordnung zu 
betrachten. 

Gehen wir zur Gleichung einer Curve Ordnung weiter, 
so wird diese, wenn sie gewisse unendlich kleine Coefficienten 
enthält, mit dem Verschwinden derselben sich in eine zu- 
sammengesetzte Gleichung P“ . . . = 0 verwandeln und in 
ihrer ursprünglichen Gestalt eine Grenzform der Curve dar- 
stellen. Betrachten wir die von einem willkürlichen Punkt 
zu dieser Grenzform gehenden Tangenten, so bestehen die- 
selben 1) aus den Tangenten von ihm zu den verschiedenen 
componierenden Curven P = 0, § == 0, etc. 2) aus den nach 
den singulären Punkten dieser Curven gehenden Geraden; 
3) aus den nach den Durchschnittspuukten der Curven P = 0, 
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<3 = 0; etc. unter einander gehenden Geraden ; 4) suis den 
geraden Linien nach gewis.sen bestimmten Punkten in den 
verschiedenen Curven P=0, Q = 0, etc. respective, die 
wir als „freie Scheitel“ bezeichnen wollen, indess die 
Punkte unter 4) als „feste Scheitel“ bezeichnet werden' 
sollen. Wir haben so eine Degenerr.tionsform der Curve n'" 
Ordnung, die als zusammengesetzt angesehen werden kann 
aus <ien componierenden Curven in ihren etwaigen Graden 
der Vielfachheit und aus den als Scheitel bezeichueten Punkten, 
und die daher nur unvollständig durch die Endgleichuug 
P*Q''' ... = 0 dargestellt wird. Die Zahl und Vertheilung 
der Scheitel ist nicht willkürlich, sondern durch Gesetze be- 
stimmt, die sich aus der Betrachtung der Grenzform ergeben. 
Entsprechend verschiedenen Formen der Endgleichung 

0 

und der Zahl und Vertheilung der Scheitel in den compo- 
nierenden Curven giebt es für einen gegebenen Werth von 
n verschiedene Degenerationsformen der Curve. Im Falle 
einer Curve vierter Ordnung mit der Endgleichung x^y ' = 0 
hat sich ergeben '•**) , dass neun freie und drei feste Scheitel 
existieren. Die letzteren liegen im Schnittpunkt der beiden 
Geraden a; = 0, y = 0; von den ersteren liegen drei in einer 
der Geraden, sagen wir in y = 0, und sind drei von den 
Schnittpunkten der Curve vierter Ordnung mit ihr, indess 
der vierte dem Punkt a: = 0, y = 0 unendlich nahe liegt; 
die sechs andren liegen willkürlich in der Geraden x = 0. 
Die Zahl der untersuchten Fälle ist jedoch klein***) und die 
Frage nach diesen Degenerationsformen daher wohl weiterer 
Untersuchung bedürftig. 

Auf Grund der Betrachtung der Degenerationsformen der 
Curven dritter und vierter Ordnung sind durch Maillard 
und Zeuthen*'*) die Anzahlen solcher Curven bestimmt 
worden, welche gegebenen Elementarbedingungen genügen. 

397. Für ein System von Kegelschnitten, welche vier 
Bedingungen der Berührung genügen , ist ziemlich leicht zu 
erkennen, welches die Punktepaare und Linienpaare des 
Systems sind. Um aber die Werthe von A und a zu finden, 
ist Jedes dieser Paare nicht einfach, sondern in bestimmter 
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Vielfachheit zu zählen und die ßestiinmun^ dieser Vielfach- 
heiten bildet die eigentliche Schwierigkeit des Problems. 

Zeuthen gebraucht zu diesem Zwecke die folgende 
Ueberlegung: ln dem elementaren System der durch vier 
Punkte bestimmten Kegelschnitte ist offenbar die Anzahl der 
Linienpaare drei und die der Puuktepaare Null und wegen 
fl = 1 , V = '2 erhalten wir A = 0, o = 3 und erkennen, dass 
ein Linienpaar, welches vier gegebene Punkte zu zwei mit 
einander verbindet, in der Zahl der Linienpaare einfach zählt. 

Nehmen wir aber ein durch drei Punkte und eine Tan- 
gente bestimmtes System von Kegelschnitten, so haben wir 
drei Linienpaare, nämlich je eine Verbindungslinie von zweien 
der gegebenen Punkte und die von ihrem Schnittpunkt mit 
der gegebenen Tangente nach dem dritten Punkte gehende 
(lerade; auch hier sind keine Punktepaare vorhanden und weil 
fl = 2, V = A sind, so werden A t= 0, w = 6 und wir er- 
keunen, dass ein Linienpaar doppelt zählt, wenn es wie hier 
aus der Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten und 
der Linie vom dritten Punkt nach ihrem Durchschnitt mit 
einer gegebenen Geraden besteht. 

Nehmen wir endlich das durch zwei Punkte und zwei 
Tangenten bestimmte System, so ist nur ein Linienpaar vor- 
handen, welches vom Durchschnittspuukt der beiden Tan- 
genten nach den gegebenen Punkten geht und ein Punkte- 
paar in der Verbindungslinie der Punkte auf den Tangenten; 
wegen ft = r = 4 ist also A = o> = 4, oder ein Linienpaar 
zählt vierfach, wenn es zwei gegebene Punkte mit dem Schnitt- 
punkt von zwei gegebenen Geraden verbindet. Wir können 
es ersparen, auf die reciproken Singularitäten weiter einzu- 
gehen. 

Die Bewegung eines Kegelschnitts, welcher eine gegebene 
Curve berührt, kann als eine Drehung um den Berührungs- 
punkt oder als eine Verschiebung längs der Tangente des- 
selben bis zum Eintritt der Berührung betrachtet werden; 
man schliesst hieraus im Falle eines Kegelschnitts, welcher 
eine gegebene Curve berühren soll, dass unter den Linien- 
paaren diejenigen {A') einfach zu zählen sind, welche aus 
zwei gemeinschaftlichen Tangenten von zweien der Curven 
bestehen; dass wir die andern (i/") zweifach zählen müssen. 
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welche aus einer gemeinschaftlichen Tangente von zwei 
Curven und einer von ihrem Schnittpunkte mit der dritten 
Curve au die vierte Curve gehenden Tangente bestehen; und 
endlich vierfach diejenigen (C') , welche aus Tangenten an 
zwei der Curven aus einem Durchschnittspunkte der beiden 
andern Curven bestehen. Und ebenso zählen wir unter den 
Puuktepaaren di^’enigen (.4) einfach, welche aus Durchschnitts- 
punkten von zwei der Curven bestehen; sodann zweifach die 
andern (/i), wo eine Tangente der einen Curve durch einen 
Schnittpunkt zweier andern Curven und die vierte Curve be- 
grenzt wird; endlich vierfach diejenigen (C), welche Paare 
von Begrenzungspunkten einer gemeinschaftlichen Tangente 
von zwei Curven in den beiden andern Curven sind. Dabei 
kann au Stelle des Durchschnitts von zwei Curven der Durch- 
schnitt einer Curve mit sich selbst, also ein Knotenpunkt 
und an Stelle der gemeinsamen Tangente von zwei Curven 
eine Doppeltangeute einer Curve treten. 

. 398. Wir erörtern das Beispiel von der Zahl der Linien- 
paare in dem System von Kegelschnitten, welche vier feste 
Curven berühren. 

Wir haben nw'»"n"' Linienpaare, welche aus einer der 
nn gemeinsamen Tangenten der beiden ersten und einer der 
n"n"' gemeinsamen Tangenten der beiden letzten Curven be- 
stehen, und weil wir die vier Curven in drei Arten zu Paaren 
verbinden können, so ist die Zahl A' gleich 3nn'«"n"'. 

Ferner giebt es ntin"m"' Paare aus einer gemeinsamen 
Tangente der beiden Curven und einer aus einem Schnitt- 
punkte derselben mit der vierten an die dritte gezogenen Tan- 
gente; und da wir dieselbe Anzahl erhalten, wenn wir von 
einer gemeinsamen Tangente der zweiten und dritten oder 
der dritten und ersten Curve ausgehen, so wird 
li = ^Znn'n'tn". 

Endlich giebt es offenbar Znn’ m" m’" Paare von Tangenten 
der mit C bezeichneten Gruppe. Wir haben also 

0 ) = 3nn'n"«"' -}- GZnn ti' m" -(- AZnn m" m" 
und erhalten in gleicher Art 

4 = AZnn' m" m" QZnm m" m" -f- Zmm m" m"' 
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und leiten endlich aus diesen Zahlen dieselben Werthe für 
fl und V ab, welche wir früher in anderer Weise erhielten. 

Wir verfahren in aualoxer Weise, wenn die Be- 
dingunj;'en des Problems fordern, dass der Kegelschnitt die- 
selbe Curve mehr als einmal oder nach einer höhern Ordnung 
berühren soll. Uabei benutzen wir" die zweckmässigiy Be- 
zeichnung von Cayley, in welcher (1) die einfache Berührung, 
(1, 1) die einfache Berührung mit derselben Curve in zwei 
verschiedenen Punkten, (2) die dreipunktige oder die Berilh- 
rührung zweiter Ordnung etc. bedeuten, so dass das bisher 
untersuchte Problem von der einfachen Berührung mit vier 
verschiedenen Curven durch (1), (1), (1), (1) bezeichnet wird. 
Wir betrachten nun das System (1, 1), (1), (1), also das- 
jenige, dessen Kegelschnitte eine Curve dopjielt und zwei 
andere Curven einfach berühren, ln diesem Falle ergiebt sich 
genau wie vorher 

A' = T»'«" -|- »n. nn"; 

ferner 

B' — r {n m" n'ni) -j- nn (ni — 2) n" -|- nn" (ni — 2) n' 
-f nn m" {n — 1) -|- nn'm' (« — 1) -f- nn'm (n — 2); 

C •= d n n" -|- m in {n — 2) n" -j- m m" (n — 2) n' 

-f- m'm" ^ H (m — 1) 

für T und ä als die Anzahlen der Doppeltangenten und Doppel- 
punkte der doppelt berührten Curve. W^ir müssen aber hierzu 
noch die Zahl (2/) von xn'n" Linienpaaren fügen, welche 
aus einem Paar von Tangenten der zweiten und dritten Curve 
bestehen , die von einem ROckkehrpunkt der ersten Curve 
ausgehen — für x als die Zahl derselben. Dass diese B' 
dreifachzu zählen sind, hat Zeuthen dadurch ermittelt, dass 
er sie zuerst mit dem unbekannten Factor x in die Formeln 
einführte und sodann diess x durch Untersuchung der elemen- 
taren Fälle bestimmte, in denen die zweite und dritte Curve 
sich auf Punkte oder Linien reducieren. Durch Verbindung 
der Zahlen 

A' + 2B' + -IC -f- 3ir 

erhalten wir ‘dann 

ö = n'n" (n® -|- n — 8m — 4»» -|- r 4d -f- 3 x) 

-|- 2 {mit" -f- m"n) («’ -f 2 m n — « 4 »i -f r) -j- 2 in'm"n in — 1 ) 
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mit einem entsprechenden Ausdruck für A. Mittelst dieser 
P’ormeln bildet man sodann die Werthe von p und v, nämlich 

fl = fl'" m'm" -)- fl" {in n' + m"n') + 

V = v'" m m" -f- v" {m n" m"n) + v n'n", 

für 

fl = 2»« {in n — 3) -f- ■r, 
fl" = V — 2m {m -t“ 2 m — 5) -(- 2t, 

fl'" = v" = 2m {2m n — 5) -|- 2d, 

v" = 2 M {in + M — 3) -f- d. 

Diese Zahlen drücken die Anzahl von Keffelschnitten aus, 
welche bestimmt sind respective durch die Bedingungen der 
zweifachen Berührung einer Curve und drei Punkte, oder zwei 
Punkte und eine Tangente, einen Punkt und zwei Tangenten, 
oder endlich drei Tangenten. 

Es ist unnöthig, den Fall(l, 1), (1, 1) besonders zu be- 
trachten (vergl. Art. 392.) und wir bemerken nur, dass die- 
selben Principien auf die Fälle (3), (1) und (4) anwendbar sind. 

Wir verweisen für weitere Details auf die Abhandlungen 
von Zeuthen und Cayley’*^) und theilen nur noch die fol- 
gende Tafel mit, in welcher Cnyley die einfacheren Resul- 
tate mit Hilfe der Charaktere m, n und a (= 3 m -)- t = 3m -j- x, 
Art. 83.) zusammengestellt hat. 

(1,1,1) fl' = ^ + 2 »m’m -|- »mm-’ -f- J h’ — 2>h’ 3 »MM 

— i»»’ — y m _ y H -f a (— 3 »m - i»! + 1.3), 

V = ^ in^ -j- 2 »>»’ »i -|- 2 m »»’ -|- »j’ — »m’ — 4 m n 

— ti‘ — — y >» -f- a ( — 3 »M — 3 »» -|- 20), 

p' = i»»’ + m’‘n -f- 2>M»t’ l»»'* — i»»P — 3 »MM 

— 2m’ — y >M — y »» + a { — J»M — 3 m -(- 13); 

(1, 1, 1, 1) fl = A»m^ 4- ^»M^n »m’m’ 4- 1»mm’ 4- 4tM^ 

— I »m’ ~3m'‘n — 2mn'‘ — |m’ - y^' »m’ — 21 mn 

— yj’ »»’ + ' n ' »»» + ’ »j “ ( — i — 3 »» » 

— Jm’ + y »M + Vm - ’i’) + 1«’, 

V = »M* + ^in^n -|- »m’»»’ -j- ^ »M»»’ -|- j'j »»' 

— J im’ — 2 Mi’ n — 3 in m’ — J m’ — yi’ »»’ — 21 m n 
— W "f" — 3 »mh 

— Jm’ + y»M -f yn — ’i’) -f 

SalmoQ, Höhere ('nrTen. 29 
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(2) fl" = a, v" = 2«, q" = 2«, a" = «; 

(2, 1) fl = 12hi -f- 1^« + " (-"* + ” — 

V = 24 m + 24 »1 -f- a (2 m -f- '2 h — 24 ) , 

Q = 12»! -f- 12» -)- a (m + 2» — 14); 

(2, l, l) fl = 24m’ 3öm« -f- 12»’ — lG8m — 168» 

-f- ß (»«’ + 2 w w -f- J «’ — 2» m — y » -|- 1 38) — J 

V = 12»i’ -t- 36m« -)- 24»’ — 168m — 168» 

-j- et ( ^ »»’-{- 2 m »t -f- »’ — ’j* »I — 2.”)« -{- 1 38) — | c’ ; 
(2, 2) ft == 27 m + 24 » - 20« + J 

V = 24m + 27» — 20 k + J 

(3) fl' = — 4 m — 3 » + 3 K, 

V = — 8 m — 8» + 6 k, 

Q = — 3 Hl — 4 H + 3 K ; 

(3, 1) ft = — 8m’ — 12mn — 3«’ + Ü6m + 53« 

+ ß (6 m + 3« — 3Ü), 

V = — 3m’ — 12m» — 8»’ + 53m + 56» 

+ ß (3m + 6» — 39); 

(4) fl — — 10m — 8» + 6ß, V ~ — 8m — 10» + 6a. 

400. Es bleibt noch übrig, Formeln für die Znlil von 
Kegelschnitten zu geben, welche fünf untrennbaren Bedin- 
gungen genügen, wie z. B. (5), d. h. die Zahl von Kegel- 
schnitten, die eine Berührung fünfter Ordnung mit einer 
gegebenen Curve haben. Diese Zahlen werden durch Unter- 
suchung des Falles bestimmt, in welchem eine von den 
Kegelschnitten des Systems berührte Curve in zwei andere 
Curven zerfällt. So z. B. werden die in Berührung fünfter 
Ordnung mit einer in zwei Curven zerfallenen Curve stehenden 
von den Kegelschnitten gebildet, welche die gleichartige 
Berührung mit der einen respective der andern Theilcurve 
eingehen und der Ausdruck für (5) muss daher eine solche 
Function von m, n und a sein, dass mau hat 

<l) (m + »»', » + »', ß + ß') = 4> (m, M, ß) + «t> (»r, »', ß'), 

d. h. von der Form 

am + hn + ca. 

Nun muss aus Gründen der Symmetrie a = b sein und aus 
der Zahl der sechspunktig berührenden Kegelschnitte für die 
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Curven dritter Ordnung können a und c bestimmt werden; 
man lindet 

(5) = — 15?» — 15?? -f- 9“- 
Die Kegelsclinitte (4, 1) für die zusammengesetzte Curve 
werden von denen, welche dieselbe Art der Berührung mit 
den Theilcurven haben, und von den anderen gebildet, welche 
mit der einen von diesen eine Berührung vierter Ordnung 
und mit der ändern eine einfache Berührung haben. Da die 
Zahl der Kegelschnitte der letzten Gruppe durch die Formeln 
des vorigen Art. bestimmt ist, so ist 
0 (?« ???', n ??', « + ß') — 0 (???, n, ß) — 0 (???', ??', ß') 

eine bekannte Function von tu, n, u. 

Mittelst des so erläuterten Verfahrens wurde von (Jayloy 
die folgende Tafel begründet 
(4, 1) = — 8?«’ — 20?»?? — 8??* -f- 104 (?» ??) 

-1- Gß {in -f- ?* — 11); 

(3, 2) = 120 (?» + ??) -j- « (_ 4?« — 4?? - 78) + 3ß’; 

(3, 1, I) = — ^?»^ — 10???’?? — 10?«??’ — 5??’ -j- '^’?»’ 

-|- 116?»?? + if’??’ — 434 (?» w) 

+ ß (5 ???’ + G?»» ^ ??’ — •’j“ ??? — 'y ?? -(- 29 1 ) — Je’; 

(2, 2, 1) = 24 ???’ -j- 54 ????? + 24??’ — 4G8 (??? -{- ??) 

-I- „ (_ 8?» — 8?? + .327) + ß’(i ?» + i?? — 12); 
(2, 1, 1, 1) = G?»’ -j- 30???’?? -f- 30?»??’ + G??’ 

— 17 ?? (?» -j- ??)’ -|- 1320 (??? -}- »0 

a ^ f »??’ + ?»’?? + ?»*?’ + ^??’ — y ?»’ — 26 mn 

— y w’ + (»» + n) — 960 1 

+ ß’ (— pn — J?i + 28 ); 

(1, 1, 1, 1, 1) = yjTi(???5+M^) + ,ij?????(???’+n’)+J ???’??’ (???+??) 

— 2???’??’ — -fij (?»* -|- ??<) — J »??? (???’ ??’) 

— 2???’??’ — (???’ -j- ??’) — YV’???? (??? -|- ??) 

+ ' (???’ + ??’) ^j’????? — ’y’ (??? 4- «) 

-j- ß ( — j ???■’ — j»?’?? — j ?????’ — j??’ -f- y ???’ 

-|- 23 ??? ?? -{- V * ’* ”f" ^^l’) 

+ ß’ {!(»» + ??) — 15}. 

Von Zeuthen und Cayley sind auch Formeln gebildet 
worden für die Fälle, in welchen die Berührung mit einer 
Curve in gegebenem Punkte vorgeschrieben ist. Cayley ’s 
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Abhandlung enthält endlicli Untersuchungen über eine Formel 
von de Jonquieres*®), welche die Zahl von Curven der 
Ordnung angiebt, die mit einer gegebenen Curve Ordnung 
t Berührungen von den respectiven Ordnungen a, b, c eingeht 
und Qberdiess p Punkte der Curve enthält. Der Gegenstand 
kann seiner Ausdehnung wegen hier nicht wohl weiter ent- 
wickelt werden. 
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Literatur-Nacliweisungcn und Zusätze. 

Zu Kap. I. S. 1 — 14. 

1) S. 12, Art. 22 n. 23. Für diese Coordinaten-Entwickeliing vergleiche 
man die Abhandlung de« Ilerausgeben) in „Vierleljalmwchrift der 
Naturforsch. OescllBchaft zu Zürich“ Bd. 1.5, p. 1.52 f , sowie seine 
„Darstellende Geometrie“ Art. 133 f. und Art. 141. Dazu für die 
Grundidee v. Staudt „Beitrüge“ 2. Heft (18.57) § 29, p. 261 -267 
und W. Hamilton „Elements of Quatemiona“ (London 1866) 
p. 24 u. 62. 

Ein Beispiel für den Gebrauch der allgemeinen Transformationa- 
geactze findet man im Text, p. 50 unter 2. 

Sonst ist das Kapitel „Von den Coordinaten“ im Wesentlichen 
ein Beitrag von Prof. A. Cayley zum Original. 

Zu Kap. II. B. 15-78. 

Zu Art. 31 mag ausser Art 32 das folgende Beispiel angeführt 
werden. In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen Achteck 
12 . . 8 schneiden sich die zwei ßeihen abwechselnder Seiten 12, 
34, 56, 78 und 23, 46, 67, 81 ausser in den Ecken in acht Punkten 
eines neuen Kegelschnitt«. 

2) S. 25. Art. 34. Euler (vgl. Abhandlungen der Berliner Akademie 
vom Jahre 1748 „Sur une contradictiou apparente duns la doctrine 
des ligncB courbea“) scheint zuerst die Paradoxie bemerkt zu haben, 
dass zwei Curven Ordnung sich in einer grösscni Zahl von 
Punkten schneiden, als zur Bestimmung einer solchen Curvc nöthig 
sind. Gramer hat dieselbe Bemerkung in seiner im Jahre 1760 
veröffentlichten „Introdnction A l’Analyse des Eignes courbes algii- 
briques“. Aber man hat erst in viel späterer Zeit die wichtigen geome- 
trischen Sätze erkannt, welche daraus entspringen. Von Lamd ward 
der Begriff des Curvcnbüachels durch n* Grundpuiikte gebildet. 
(„Examen des diffdrentes mdthodes employdes jiour rdsoudre les iiro- 
blemes de gdomdtrie“ 1818 p. 28.) 1827 gab Gergonne den Satz 
des Art. 31 („Annales“ Bd. 17, p. 220); um dieselbe Zeit Plücker 
(„Entwickelungen“ Bd. 1, p. 228 und „Gergonne’s Annalen“ Bd. 19, 
p. 97. 129) den allgemeinen Satz des Art. 30. Einige Jahre später 
wurden die Fülle der Beziehung erörtert, welche zwischen den 
Durchschnittspunkten von Curven und Flächen verschiedener Ord- 
nungen besteht wie in Art. 33; es geschah in zwei gleichzeitig zur 
Veröffentlichung eingesendeten Arbeiten durch Jacobi („Crelle’s 
Journal“ Bd. 15, p. 285) und Plücker (ibid. Bd. 16, p. 47). Ausser 
diesen Arbeiten mag man eine Abhandlung von Cayley im „Cam- 
bridge Math. Joum.“, Bd. 3, p. 211 zu Rathe ziehen. 

2*) S. 31, Art 40; der Abriss von den Formen der dreifachen Punkte 
rührt von A. Cayley her. 
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3) S. 34, Art. 43. ln dor ersten Anspabe war die Zahl J (n — 2) (n — 3) 
als Grenze angegeben. Anatatf das allgemeine Kriterium anzn- 
wenden, wurde die Frage direct untersuclit wie folgt: Durch den 
gegebenen vielfachen Punkt und I n (« — 3) — l andre Punkte 
der Curvo kann eine Curvo von der Urdiiung n — 3 gelegt werden, 
für welche der vielfache Punkt als n — 2 gezilhlt und die ange- 
nommenen Punkte J (n -|- 2) (h — 3) Durchschnitte mit der Original- 
curvc ausmachen, so dass durch Subtraction von n (i> — 3) andre 
Durchschnittspiinkfe in Zahl j (« — 2) (»i — 3) (ihrig bleiben, welches 
eine Grenze für die Zahl angenommener Punkte ist, die Doppel- 
punkte sein können. Wir erhalten aber nach dem allgemeinen 
Kriterium die niedrigere Grenze, indem wir eine Curvo von der 
Ordnung « — 3 beschreiben , welche den gegebenen vielfachen 
Punkt als {» — 4) fachen Punkt enthiUt, so dass er nach Art. 41 
für sic j (n — 3) (n — 4) Bedingungen repräsentiert und noch 2 (n — 3) 
Punkte zur Bestimmung der Curvc (n — 3)"' Ordnung anzunehmen 
bleiben. 

Und da der vielfache l’unkt unter den Schnittpunkten dieser und 
der ursprünglichen Curve (ii — 21 ( n — 4) fach zählt, so bleiben 
ausser den angenommenen Punkten nur n — 2 andere Durch - 
schnittspunkte übrig. 

S. 34, Art. 44. \ergl. die Allhandlungen von Cl.ebsch ,Ueber 
die Anwendung der Aberschen Functionen in der Geometrie“ in 
-Crelle’s Journal“ Bd. ftS, p. 489 f. und ibid. Bd. .M, p. 43 f. (•über 
die Curven vom Geschlecht Null). Hierzu auch Haase in Bd. 2, 
p. fil.ö der „Matheraat. .Annalen“. Die Ausdrücke Defcct und Uni- 
cursalcurve führte Cayley ein in seiner Abhandlung „On the 
Transformation of plane Curves“ „bondon Mathem -Society“ Oct. 
ISe.'i. Siche Note 4 4 unten. 

S. 89, Art. 47 entwickelt Ansichten A. Cayley ’s. 

4) S. 47, Art .i4. Vcrgl. Gregory’s Kxamples, p. 170 f. 

ft) S. 80, Art. 55 Vcrgl. Gregory’s Exnmples, chap. XI; oder die 
ursprüngliche (juelle: Cramer’s jlntroauction“. Zu Aufg. 5 ver- 
gleiche man Sidler .Trisection eines Kreisbogens und die Kreis- 
conchoide“ in den „Mittheiluugen der naturforsch. Gesellschaft von 
Bern“ 1873. 

Das Beispiel 6, p. 52 ist von Cayley. Das Beispiel zeigt sehr 
deutlich den Formcnwandel einer Curvo vierter Ordnung. Geht 
man von F'igur 22 aus, so kann mau durch Auflösung der 
Knoten die übrigen Figuren ableiten; wir wollen bemerken, dass 
die Fig. 21 mit etwas mehr nach den Coordinatenaxen hinreichen- 
den Ovalen nns ein Bild von einer Curve vierter Ordnung mit 28 
reellen Doppeltangenten geben würde (vergleiche p. 2f>9); oie gegen 
den Punkt 0 hinliegcnden Concavitäten der vier Ovale sind in der 
vorliegenden Figur nicht' erkennbar. In ähnlicher Weise kann 
man die Formen der Curven dritter Ordnung schematisch ableiten 
aus der Figur von einem Kegelschnitt und einer ihn schneidenden 
Geraden. 


0) S. 53, Art. 56. Vergl. in „Metliodus Fluxiouum et Serierum intini- 
tarum“ (Opuscul. ed. Castilion, Bd. 1, P- 37) den Abschnitt „De 
reductione affectarum cqualionum“. N^ewton giebt jedoch die 
Regel in einer von der des Textes abweichenden Form. Mau sehe 
auA eine Abhandlung von de Morgan in „Quarterly Journal“ 
Bd. 1, p. 1 oder „Trausactions of the Cambridge Philos. Societv“ 
Bd. 11, p. 608. 

7) S. 56, Art. 58. Cavley „Quartcrly Journal“ Bd. 7, p. 242 und 
„Crelle’s Journal“ ßd. 64, p. 369. Die Art. 56 — 58 rühren von 
mm her. 
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8l S. 60, Art. 59 -62. Für die Theorie der Polaren vergleiche man 
Grasainann „Theorie der Centralen“ im 21. Bd. von „Grelles’ 
.Tournal“ und Bobillicr, „Thßorümcs siir les polaires snccessives“ 
in „Gergonnca' Annalen“ Bd. 19, p. 605. Von dem Letzteren rührt 
z. B. der Satz über die (n — 1)* Pole einer Geraden her. Mit dam 
unendlich fernen Punkt der Axe y als Pol finden wir die Polaren 
der verschiedenen Ordnungen als Üiainotcr bei Gramer (1750) wie 
schon die gerade Polare bei Newton. Vgl. Kap. IV, Note 21. 
Unter den neueren Darstellungen heben wir ncrvor den 2. Abschn. 
in Cremona's „Introduzionc .ad una Tcoria geom. dcllc curve 
piane“. 

9) S. 6,6, Art. 67. Nach Poneelet istWaring der Erste gewesen, der 
die Frage nach der Zahl von Tangenten untersucht hat, welche 
von einem Punkte aus an eine Gurve n<‘^ Ordnung gehen. („Mis- 
ccllanca Analytica“ p 100.) Poneelet selbst zci^e im 8. Bd. 
von „Gergonne's Annalen“ p. 216, dass die Berührungspunkte auf 
einer Curve (n — Ordnung liegen und das.s ihre Anzahl nicht 
grosser sein kann als n n 1). Daraus entsprang das Poncclot’scho 
Paradoxon oder die Frage, wie die Rcciproke der Kcciproken 
einer Curve n'" Ordnung von der Ordnung 

» (n — !) {«(« — 1) — 1 J 

auf die n" Ordnung zurückkilme? oder, wie an die Rcciproke einer 
Curve n'" Ordnung, obwohl dieselbe von der Ordnung n (n — 1) 
ist, nur n Tangenten von einem Punkte aus mögUch sind ? P 1 ü c k c r 
gaii darauf zuerst ilie vollständige Antwort (vergl. „Crelle’s Jour- 
nal“ Bll. 12. p. 107 von 1864; oder seine „Theorie der algebraischen 
Curveii“ 1869), indem er die Zahl der Wendepunkte direct be- 
stimmte und den Einfluss der Doppel- und Rückkehijnmkte fest- 
stellte; in V’erbindung mit dem Princip der Dualitilt war damit die 
Gruppe der Plücker'schen Gleichungen in Art. 81 begründet. 

10) S. 66, Art. 70. Nach dem Vorschläge von Sylvester „On a theory 
of the syzygetic relatious of two ration.al integral functions“ in 
„Philosoph. Transact.“ Bd. 146 p. 54.5. 

11) ibid. Nach dem Vorschläge von Cremona in seiner „Introduzionc“ 
p 68. Steiner selbst brauchte den Namen Kerncurve. Siehe 
„Allgemeine Eigenschaften algebraischer Curven“ „Crellc's Journal“ 
Bd. 47, p. 1—6. Wir heben hervor, wie in den Definitionen der 
Hesse’schen und der Steiner'sehen Curve durch das eindeutige Ent- 
sprechen ihrer Punkte auf die biratioualen Transformationen hin- 
gewiesen ist, die wir später entwickeln. Vergl. Clebsch „üeber 
einige von Steiner behandelte Curven“ in Bd. 64 p. 288 von 
„Crellcs' Journal“. 

! •) S. 69, Art. 74. Vergl. Hesse „Ueber die Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung“ in „Crelle’s Jounial“ Bd. 28. p. 104. Den Ein- 
fluss eines Rflekkehrpunktes auf die Zahl der Inuexiouen (Art. 77) 
bestimmte C’ayley in „Rccherches sur l'dlimination et sur la 
thdorie des courbes“ in „Orello’s Journal“ Bd. 64, p. 43. 

16) S. 70, Art 81. Mau vergleiche Plücker’s „Theorie der algebrai- 
schen Curven“ 2. Abschn., insbesondere § 4. Für das Poncelet’sche 
Paradoxon giebt Plücker hier das Beispiel einer Curve siebenter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten und vier Spitzen ; sic ist von der 
Classe 24 und hat 55 Inflexionen und 190 Doppcltangcnten , aus 
denen 55 Spitzen und 190 Doppelpunkte der rcciprokeu Curve 
hervorgehen, deren Ordnung dadurch von 24 . 26 oder 5^2 aut 
.552 — 2. 190 — 3. .55 = 552 — 515 == 7 erniedrigt wird. 

14) S. 78, Art. 83. Der Satz über die Unveränderlichkeit des Ge- 
schlechts ist enthalten in Riemann’s „Theorie der Aborschen 
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Functiüuon“ S 12 («Crelle’s Journal“ B«l. />4, p. 13;i. 1857); ward 
aller erat durch Clohsch „Cchcr die Sin^'ularitllten algebraiacher 
t'urveii“ \it>id. Ud. Gl, p. ‘.'S. 1864) für die Ourventheorie fnuhtliar 
gemoelit. 

Der liier mitgetheilte Beweia iet zuerat von Bertini in „Battag- 
lini’a Giomale“ Bd. 7, p. 105, bald nachher weaentlieh gleichartig 
von Zeuthen in „Mathem. Annalen“ Bd. 2, p. 150 gegeben worden. 
Zeuthen bewieaa in deraelben Art die allgemeinere Relation 
t—t' = ia'{T) — 1) — 2« (7)’ — 1) 
für den Fall, diws « Punkte der Curve S einem Punkte in S' und 
n' Punkte der Curve >S' einem Punkte der Curve >S' entbrechen 
und daaa t, f die reapectiveu Anzahlen der Punkte! bezeichnen, in 
welchen zwei von dieaen « oder nt’ Punkten vereinigt aind. 

Einen directen Beweis für den Fall, wo die Cnrven des einen 
Systema, die den geraden Linien des andern entsprechen, keine 
andern vielfachen Punkte als Dopnelpnnkte entlialten, findet man 
in Clebach-Gordan 's „Theorie der Aberachen Functionen“ p. 54. 

Zu Kap. 111. S. 79-127. 

Für Kap. 111 ist ein .Manuecript von Cayley über die Enve- 
loppen mit EinachlusB der Theorie der Evoluten, (piaai-Evolnten 
und Parallelcurven benutzt worden. 

15) S. 84, Art. 86. Vergl. meine Ausgabe von Salmon’a „Analyt 
Geometrie dea Raumes“ Bd. 2, Art. 319. ln dem hier diacutirten 
Beispiele bestätigt 

d + X = (fl - 2) { 2(n - 3) + 3 } = 1 { 2(n _ 1) - l} { 2(n- 1) - 2 }, 
dass die Enveloppe vom Geschlecht Null ist. 

Art. 87—89, S. 85 — 88 rühren von Cayley her. 

15*) S. 89, Art. 90. Die Keciiiroke der Reciproken ist die urajirüiig- 
liche Curve mit einem Factor niulti)diciert, dessen Bedeutung 
Plücker nachgewiesen hat Ersetzt man aber in der Gleichung 
der Reciproken die Variabelu durch die Differentialquotieuton der 
Originalciirve, so ist auch diesa Resullut durch die urspriiiigliclie 
Function theilbar und giebt das dualistisch ents))rechende Resultat, 
dass die durch den andern Factor dargestellte Curv'e die dreifach 
zu rechnenden Wendepunkte und die Berührungspunkte der Dojipel- 
tangenten aus der ursprünglichen Corvo herausschneidet. Pasch 
hat dioss in einer Note im 74. Bd. p 92 von „Crelle’s Journal“ 
algebraisch dargestellt. Vergleiche auch Cayley 's Abhandlung 
zur Theorie der Dopiieltaiigenteii in „Pliiloso|ihical Transactions* 
Bd. 149, p. 193. 

15**) S. 96, Art. 98. Wir citiereu liier zur Vergleichung ßischoffB 
Abhandlung im 56. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 166 und dazu 
Giindelfinger's Durchführung einzelner unerledigt gebliebener 
Punkte ibid. Bd. 7.3, p. 171. 

15***) S. 114, Art. 114. Die Bedingung für die concykliache 'Lage von 
vier aufeinaiiderfolgeiiden Punkten einer Curve kann direct aus 
dem Werthe des Krümmungsradius in Art. 102 abgeleitet werden, 
indem man ihr Differential unter der Bedingung 
U,dx + U,dy = 0 
bildet und mit Null gleichsetzt. 

16) S. 115, Art. 115. Die Tlieorie der Brennlinieii wurde zuerst auf- 
gestellt von Tachirnhausen „Acta Eruditorum“ 1682. Die in 
Art. 116 entwickelte Idee von Quetelet siehe zuerst in „5Jou- 
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veaux Mdmoircs de Tacademie de Bruxelles“ Bd. 3 ii. 5. Verpl. 
auch Cayley’s „Memoir upoii Caustics“ im 147. Bd der „Philo- 
sophical Transactions“ p 273, und Emil Wevr „üeher die Iden- 
titilt der Brennlinien mit den Evoluten der i’usspunktcurven“ iu 
„Zeitschrift f. Mathem,“ 1869, p. .376 uud „Coiistniction des Kriim- 
mungskreises für Fusspunktcurven“ in „Wiener Berichte“ 1869, 
p. 169. 

17) S. 118, Art. 117. Der mitgetheilte Beweis ist von Dr. Atkins. 

18) 8. 126, Art. 123. Für eine Lüsung desselben Problems von A. 
Cayley vergleiche man die „Analyt. Geom. des Baumes“ Bd. 2. 

Zu Kap. IV. S. 128-1.53. 

19) 8. 128, Art. 124. Der Satz Ist von Newton zuerst gegeben in 
seiner „Enumeratio linearum tertii ordinis“. 

20) 8. 131, Art. 126. Carnot „Gdomdtrie de position“ p. 437. Vergl. 
Plflcker’s , .System der analytischen Geometrie“ p. 44 f. Wir 
wollen anmerken, dass der Satz von Caniot uns MitUd bietet 
zur Constmetion des Krümmungskreises einer Curve. 

21) 8. 133, Art. 128. ln „Enumeratio linearum tertii ordiuis“ 1700. 

21*) 8. 137, Art. 132. Wir nennen hier die wichtige Abhandlung 

Steiner's „Ueber solche algebraische Curven. welche einen Mittel- 
punkt haben uud über darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner 
Curven sowie über geradlinige Transversalen der Letzteren“ im 
47. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 7—108. Verschiedene Gruppen 
der Steiner’schcn Resultate sind abgeleitet in de Jonqnieres’ 
Abhandlung in Bd. 59, p. 313, und besonders in Gfissfcldt’s 
Arbeit im 2. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 6.5 — 127. Für das 
auf Curven .3. Ordnung Bezügliche vergleiche Art. 171 f. des Textes. 

22) 8. 1.37, Art. 1.3.3. Ootes „Harmonia roensurarum“ 1722. 

2,3) 8. 139, Art. 137. Mac Lau rin „De linearum geometricarum pro- 

prietatibus generalibus tractatns“; mit der 5. Ausgabe seiner Al- 
gebra veröffentlicht. 

24) §. 141, Art. 138. Vergl. „Quetelet, Correspondence“ Bd. 6, p. 8. 

25) 8. 141, Art. 139. Vergl. Plflcker in „Crelle's Journal“ Bd. 10, p. 84. 

Die Art. 138, 139, 151 rühren von Cayley her. 

26) 8. I5;i, Art. 147. Dieser Beweis des Miquel’scheu Satzes ist von 
Clifford gegeben worden. Vergleiche „Messenger of Mathem.“ 
Bd. 5, p. 137, und „Educational Times“ December 1870. Die Reihe 
dieser Sätze ist unbegrenzt: Einem System von 2ji -|- 1 Geraden 
entspricht in dieser Weise ein Kreis. 

Zur analytischen Behandlung der Brennpunkte vergleiche man die 
Abhandlung von Siebeck ira 64. Bd. von „Crelle's Jounial“ p. 178. 

Zu Kap. V. S. 1.54-260. 

27) 8. 159, Art. 152. Mac Lauriu „De linearum geometricarum etc.“ 
(Note 23). Eine französische Uebersetzung des „Tractatns“ mit 
Noten und Zusätzen findet man in E. de Jonquiüros „Mdlangcs 
de gdometrie pure“ 1856, p. 197—261. 

Sylvester s Theorie der Reste ist dem Autor durch ein Manu- 
Bcript von Cayley bekannt geworden. Vergleiche den Zusatz 
auf 8. 469. 

28) 8. 168, Art. 162. Siehe „Cambridge and Dublin Mathem. Journal“ 
Bd. 6, p. 181 (1851). Das Kegelschnittbüschel .S- 1S' = 0 und 
das Strahlen büschel A — XÄ’ = 0 erzeugen die Curve dritter Ord- 
nung A'ä — AS' = 0 durch den Schnitt ihrer entsprechenden 
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Elemente; daraus entspriuRt die Coustruction der Curve durch 9 
ReRebene Punkte 1, 2, ... 9: Man legt durch 1. 2, 3, 4 die Kegel- 
schnitte nach h, 6. 7, R, 9 uxrd bestimmt einen Punkt P so. dass 
das Strahlen büschel (P. .'V 6 7 8 9) dem HCischel jener fünf Kegel- 
schnitte projectivisch ist — als <len vierten Schnittpunkt von zwei 
Kegelschnitten, wie leicht ersichtlich. Für 1,2, ...9 als Schnitt- 
punkte zweier Curven dritter Ordnung wird die Coustruction unbe- 
stimmt, indem diese Kegelschnitte sich decken. Sind acht dieser 
Punkte gegeben, so bestimmen wir die Doppelverhältnisse der 
zwei Gruppen von vier Kegelschnitten 1 2 3 4(5,0,7.8) und 
1 2 .3 5 (4, 0, 7, 8) und dann den Punkt 9 so , dass die Strahlen- 
büschel 9 (5, 6, 7, 8) und 9 (4, 0, 7, 8) respective die nämlichen 
Doppelverhältnisse haben, denn dann liegen 1, 2, .3, 4, 5 und 9 auf 
demselben Kegelschnitt. 

Für dii‘ linearen Constructionen algebraischer Curven vergleiche 
man Chaslcs’ Abhaudlungcn in den „Comptes rendus'“, Bd. .36. 
30, 41, 45; und E. de .loiuiuiferes darauf gegründeten , Essai 
urs la gdndration des C’ourbes gdomdtriques“ (18.581 sowie die schon 
genannten „Medauges* von IR.'iO, p. 182 f. Zu den allgemeinen 
fagenschaften , auf denen sie beruhen, die Note von Olivier im 
70. Bd. von „Crelles Jounial“ p. 156. 

29) S. 176, Art. 108. Vergleiche „Thdoremes sur les courbes de troi- 
sifeme degrds“ im 42. Bd. von „Crelle's Jounial“ p. 274 (1851). Für 

ax' Oc.i:*j/’ e*/' = 0 

als die kanonische Form der biqiiadrati.schen Gleichung ist die 
Discriminante N' — 27 T* (vergl. „Vorlesungen“ Art. 138, p. 209) 
rir (ac — 9c’;*, und da das Zeichen der Discriminante durch lineare 
Triuisfurniatiunen nicht geändert wird, so sind nothwendig das a 
und c der kanonischeu Form bei positiver Discriminante von 
gleichem und bei negativer von ungleichem Zeichen. Aber 

ox' -f- 6cx*i)’ CI/' 

zerfällt offenbar in Factoren von der Form 

(x* I j/*) (x* -p uy^) oder (x’ — Ji/’) (.r* — yy') 

d. h. die biquadratische Gleichung hat entweder vier imaginäre 
oder vier reelle Wurzeln. Dagegen giebt die Zerrällung von 

«X* -|- Ocx'y* — cy' stets (x* -j- ly^'i (.x* — pi/*) 

oder zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln. Diess letztere 
findet also immer statt, wenn Ä'<(27?’’ und das erstero Ent- 
wederoder im entgegeugesetzteu Palle. Vergl. Art. 230 des Textes. 
Cremona hat in einem Beitrag zum 2. Bd des „Giornale Battag- 
lini“ (1864) p. 78 diese characteristischeu Unterschiede zwischen 
den Formen der Curven dritter Ordnung entwickelt. 

30) S. 177, Art. 109. Die betreffenden Entwickelungen trug Dr. Hart 
zur ersten Originalausgabe dieses Werkes hei. 

31) S. 178, Art. 171. Es ist der 9. Satz des 3. Abschnittes des TracGitus. 

32) S. 180, Art. 174. Die im Texte befolgte Beweismethode ist von 
Dr. Hart. Der wichtige Satz riihrt von Hesse her, welcher zeigte, 
dass für U — 0 als Gleichung einer Curve dritter Ordnung und 
Jl — 0 als ihre Inflexionsdcterminaiite (Art. 70) für alle Curven 
des Büschels «6’-|-5//=0 die Inflexiousdetermin.'uite in der 

g leichen Form ausdriiekbar istu Siehe „Ueber die Wendepunkte der 
urvcii dritter Ordnung“ in „Crellc’s Journal“, Bd. 28, p. 104 (1844). 
Der Satz über die {rruppirung der luflexionspunkte in Art. 175 
ist ebenfalls von Hesse gegeben; siehe „Eigenschaften der Weude- 


Dicitizedb Goo ' e 


459 

punkt« der Curven dritter Ordnung“ in „Crelle’s Journal“ Bd. 38, 
j). 257. 

33) S. 184, Art. 178. Cayley seihst bezeiclinete sie mit dem Buch- 
staben P und nannte sie die Pippian. Vergl. seine wichtige Ab- 
handlung Memoir on Curves of the third Order“ im 147. Bd. 
der „Philosophical Transactions" p. 415—446 (1857) und dazu die 
Vorläufer denselben „Memoire sur les Courbes du troisieme ordro“ 
und „Nouvelles Remarques sur les Courbes du troisieme ordre“ 
im 9. und 10. Bd. von „Liouville's Journal“ (1844 — 1845). 

.34) S. 199, Art. 194. Kür eine vollständigere Entwickelung dieser 
ITieorie sehe man Cayley's Abhandlungen „On a case of the 
Involution of cubic curves“ und „On the Classification of cuhio 
curves“ in „Transactions of Cambridge Philosoph. Society“ Bd. 11, 
p. 39—128. 

31*) S. 199, Art. 196. Dem in Note 28) Erwähnten fügen wir hier am 
Eingang der Classification und Kormenübersicht noch Folgendes über 
die Literatur der geometrischen Constructionen der Curven dritter 
Ordnung hinzu: 1. Grassmann über die lineale Erzeugung' der 
Curven dritter Ordnung in Bd 52, p. 254 von „Crelle's Journal“ 
(1856). Ein Punkt bewegt sich so, dass seine Verbindungslinien 
mit drei festen Punkten A, B, C drei feste Gerade o, 6, c respec- 
tive in Punkten schneiden, welche in einer geraden Linie liegen. 
: 2. Zwei involutorische Strahlenbflschel, deren Paare sich projec- 
tivisch entsprechen, erzeugen als Ort der Schnittpunkte ihrer ent- 
sprechenden Strahlen eine durch ihre Scheitel gehende Ciirvc 
dritter Ordnung, wenn ihr gemeinschaftlicher Strahl zu zwei ent- 
sprechenden Paaren gehört. Diese zu sehr bequemen Constructionen 
führende Erzeugungsweise wurde durch die Untersuchung dm- 
besonderen Curve dritter Ordnung zuerst erhalten, welche die 
Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bilden, zuerst von Cromona 
in einer im 2.3, Bd. der „Nouvelles Annales“ p. 23 (1864) initge- 
theilten Note; vergleiche Sicbeck’s in Note 26) oben citierte 
Abhandlung 1186.51, besonders p. 178; sodann vom Herausgeber in 
der 2. Ausgabe der „Kegelschnitte“. Neuerdings ist sie ausführ- 
lich behandelt worden von Schröter „Mathenint Annalen“ Bd. 5, 
p. .51) und Bd. 6, |>. 85. und von Durdge ibid Bd. 5, p. 83. Siehe 
endlich auch die vergleichende kurze Darstellung von Clebsch 
ibid. Bd. .5, p. 423. 

.35) S. 202, Art. 197. Newton „Enumeratio lincarum tertii ordinis“ 
(1706) p. 19. 

36) S. 202, Alt. 198. Cbasles (Dcutache Ausgabe des „Aperiju histori- 
que“.) „Geschichte der Geometrie“ p. 14.3 und Note XX, p. .367. 

37) S. 211, Art. 206. Newton benannte die erste als inscribed, die 
zweite circumscribed und die dritte ambi^jenous hyberhola. 

38) S. 217, Art. 211. Die Newton'sche Classiflcation ist in der unter 
34) citierten Abhandlung Cavley’s neuerdings l^riindlich darge- 
stellt und namentlich auch mit Plücker’s Gruppencintheilung ver- 
glichen worden. 

.39) S, 220, Art. 212. Wir nennen als von selbständiger Bedeutung in 
der Reihe der Classificationen die Abhandlung von G. Bellavitis 
„Sulla classific.azione delle curve dcl terzo ordine“ im 25. Bd. 
(2. Thl.) der Abhandlungen der „Societä italiana delle scienze resi- 
dente in Modena“ 1851, und Möbius „Geber die Gtundformeu der 
Linien der dritten Ordnung“ in den „Abhandlungen der k. Sächs. 
Gesellschaft der Wissenschaften“ eine Begründung der übersicht- 
lichen Eintheilung Salmon's — obwohl aus demselben .Tahre — 
aus der Natur einfacher Lagenverhältnisse. Vergl. zu derselben 
Cayley’s Abhandlung „On cubic cones and curves“ in „Trans 
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»ctioiiH of Cambridgfi l’liiloBoph. Society“ Hil. II, p. 129 — 144 
(1866). 

40) S. 226. .\rt. 215. S. Lardner'a „Algebraic Oeometry“ p. 196, 472. 

40“) S. 228. Art. 217. Auafölirungen in einer Abhandlung von Dur Age 

im 1. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 509. 

41) S. 229, -\rt. 21.8. In den Abhandlungen von Caj’ley sind die 
Coefficienteu von i/*r, r’Xj x'y, yz', zx', xy* respcctive durch 
f, a, h, i, j, k bezeichnet, in neueren deutw-hen Arbeiten ist die 
Inuiceabezeichnung bei den Variabein und den CoeCticienten con- 
«equent dnrchgeffilirt, »odaas die in Hede stehenden heissen 

Oftsi o»Ji> “im "tMi Ojii) Oin- 

.lenes ist kürzer, dieses bezeichnet ohne Belastung des Gedächt- 
nisses den Platz jedes Ooefficienten im entwickelten Ausdruck der 
Function. Für unsem Text erschien ein Mittelweg empfehlens- 
werth; die gewilhlte Bezeichnung stimmt für die hervorgehobenen 
Glieder mit der der deutsclien Arbeiten überein, wenn man a,„ a„, o„ 
durch «, b, c ersetzt und den dritten Index anhiingt; und die 
Coeflicienten von a:,’, a",’ lassen sich nach demscUien Princip 

durch «I, 5,, Cj oder zu noch weiterer Verkürzung durch «, 6, c 
darstellen. 

42) S. 2;12, Art. 221. In der That sind die Methoden von Aronhold 
und von Cayley nicht im Wesen, sondern nur in der Ausdrucks- 
form verschieden. Wir wollen diess hier kurz ausführen. Wenn 
die ternären Functionen dritten, vierten, etc. Grades durch 

^fliUXtXkX/j ^Ujt/ntXiXkJ'iXmi 

' etc. bezeichnet werden, wo k, I, m alle Werthe 1, 2, 3 erhalten, 
so dass wegen o.a = «,», = «»„, die Function mit den numerischen 
Coeflicienten des Binominnltheorems erscheint, so kann man mit 
Aronhold und Clebsch sie als die Potenz des linearen Polynoms 
(a,.r| + -)- . . .)" symbolisch darstellen; symbolisch in dem 

Sinne, dass nach der Entwickelung die Producte n.o»0|, etc. durch 
die a,u etc. ersetzt werden. Dieselbe cubische Form kann aber 
gleichmässig auch durch 

(6,a-, + fc,a-, + 6,.r,)*, (c, ar, -f C,a-, -f- Cja-j)», 
etc. ausgedrückt werden, wenn man für die h,h,h,, c,c,Ci, etc. eben- 
falls die a,,,, n,M,, etc. nach der Entwickelung substituiert. Nun geht 
die Regel zur Bildung von Invarianten von Arouhold dahin, dass 
man ilas Product einer Anzahl von Determinanten bilde, deren F.le- 
mente die Zeichen «|,a,,Oj; 6,, 6,. etc. sind, und nach der Mnlti- 
plication für die a, o* oj, b„ bp, etc. die Ooefficienten a.u, etc. 

ansetze j so bildete er zuerst die Fundamental -Invariante S der 
ternären cubischen Form durch das Product der vier Determinanten 

I ± ä,6,c,, I ± 6|C,dj, t ± t ± d|0,6.,. 

Nach der Cayley'schen Bezeichnung muss aber diese Invariante 
in der That durch das Symbol 123 . 234 .341 .412 bezeichnet werden. 
Denn nach dem Theoreme von den homogenen Functionen ist für 
eine Form u vom Grade n die Function ■ 



von u selbst nur durch einen numerischen Factor verschieden, so 
dass für die Symbolform (a, a-, -|- «tirj -+• 4ie a, nur durch 

einen numerischen Factor von den Differentialsymbolen ver- 


nii liti/AH Kv 


4f>l 

schieden »ind; und »oinit dieselben Hesultate «rhalteu werden 
inilsseu, wenn wir mitCayley Delennimuiten aus den Klcmenten 

f oder wenn wir mit Aronhold solche aus den «, bilden, lu 

dx, 

beiden Methoden w’ird auch von demselben Kunstgriff Gebrauch 
gemacht. Wenn mit dem Product einer Anzahl von Differential- 
symbolen 



au der Function U operiert wird, so ist das Resultat eine lineare 
Function der Differentiale von U von einer der Zahl der Factoren 
gleichen Ordnung; wird also für eine Function der symbolische 
Ausdruck erfordert, welche Potenzen der Differentialcoefficienten 
cutbiUt, so bildet man nach Cayley zuerst mit verschiedenen Reiben 
von Verilnderlichen eine Function wie 



und macht nach der Differentiation die Veränderlichen identisch. 
Diess entspricht otfeuhar genau den Aronhold’schen Reihen der 
6,, etc. Für den Deweis, dass iede Invariante in solcher Weise 
ausgedrückt werden kann, darf hier auf die Quellen verwiesen 
werden. 

4IJ) S. 231, Art. 222. Der Deweis für binäre Formen kann wie folgt 
geführt werden. Wir denken durch lineare Transformation die 
biquadratische Form in x* + y* übergeführt und be- 

merken zuerst, dass jede Invariante, w'elcne für w«»0 verschwindet, 
auch für m « -p I venichwinden muss. Denn das Ihnom x* -f" 

wird durch üeFerführung von x und y in x -|- y und x — t/ in 

x‘ Cx*y* 4* y* durch die von x und y in x -|- yi, x — yt 

in X* — t»x^y* *4“ y‘ umgeformt, so dass, wenn m ein Factor einer 

Invariante ist, auch (m* — 1) ein solcher sein muss und also die 
Invariante mit {in — m*) oder mit Ttheilbar wird. Ist dann eine 
Invariante in Function der allgemeinen Coefficienten a, by c, dy e 
uusgedrückt, so muss sie, falls sie nicht für 6=^0, c » 0, li =■ 0 
verschwindet, sich auf eine Potenz von ae reducieren, weil sie eine 
symmetrische Function von a und e sein muss und nach dem Ge- 
setze vom gleichen Gewicht aller Glieder sich nicht auf die Form 
a* -|“ c* reducieren kann. Ist nun der so bleibende Theil a*c*, so 
subtrahieren wir von der gegebenen Invariante oder 

{ae — \bd + 3c*)*, 

so muss der Rest für b ^ 0, c » 0, d » 0 nothwendig verschwinden 
oder für die kanonische Form mit m = 0 stets Null werden, er 
muss also nach dem Vorigen durch T theilbar sein oder die Inva- 
riante muss von der Form 6'* -f" ^9 derselben Weise 

zeigt man nun, dass qp von der Form S*' ist u. s. w., so dass 

durch Wiederholung des Verfahrens die Invariante mittelst der 
Fundamental- Invarianten S und 'T rational ausgedrückt w'erden 
kann. 

44) S. 239, Art. 226. In der ersten Ausgabe wurde diess durch directe 
Berechnung bewiesen und so die Werthe von S und T gebildet. 

45) S. 240 Art. 228. Vergl. Todhunter's „Theory of Equations“ 
13. Kap., p. 104 f. Zu der hier gegebenen Darstellung der Ke- 
duction auf die kanonische Form kann man vergleichen die Dar- 
stellungen derselben, welche Clebsch und Gundelfinger in Hd.2, 
p. 382 und Bd. 5, p. 442 der „Mathemat Annalen“ gegeben haben. 
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46) S. 248, Art. 233. Die schiefe Invariante der Functionen fünften 

Grades von Ifermite ist als Kesultante der kanonischen Fonn 
ax'' ~f" H“ c**' ndt .r -f' !/ ^ ** 0 um! direr Kanonizante abcxys 

von der 18, Ordnung; denn die Substitution der drei Wurzeln der 
Letztem in die Erste und die MuHiplicntion der Resultate mit 
einander giebt 

a-'h' {b — c) (c — a) (« — b). 

Dieselbe ist vom VerfoKser in den ^Fliilosoph. TranHat tions“ von 
1858, p. 455 in vollstündiger Berechnung miigetheilt worden. Dir 
Quadrat ist in den Fundamental -Invarianten von der 4., 8. und 
12. Ordnung rational ausdrückbar. 

47) S. 253, Art. 237. Vergleiche des Verfassers Abhandlung in „Philo- 
BOphical Transactions*’ 1858 p. 535. 

48) S, 257, Art. 240. Für die übrigen Covarianten und Coutravarianten 
der in dieser Form geschriebenen Gloichimg siehe „Philosophical 
Transaclions“ 1860. p. 252, Einige Bemerkungen über die Art der 
Bildung der invarianten’, etc. für die mit einer mlditiouclleu mit 
den ursprünglichen durch eine lineare Relation verbundeiufn Va- 
riabein, findet man im 2. Bd. der „Analyt. Geom. des Raumes** in 
dem von den Invarianten der Flächen dritter Ordnung handelnden 
Kapitel. 

49) S. 260, Art, 243. Zur allgemeinen Theorie der ternären cubischen 
Formen sind die Abhandlungen von Aronhold in den Bänden ,39 
(p. 140) und 55 (p. 97) (1850 und 1858) und Cayley’s „Third 
and Scventii Memoirs on Quantics** in den „Philosophical Traiis- 
octious** von 1856 und 1861, und von Clebach und Gordan im 
1 . Bd. der „Mathemat« Annalen“ p. 56, 1869, endlich von Gundel- 
fiuger im 4. Bd. derselben Annalen (p. 144) zu Hathe zu ziehen. 
Wir verweisen auch auf Clebsch's Auhaiidlung über eine Classe 
von Eliminationsproblemen und zur Theorie der Polaren in Bd. 58 
von „Crelle’s Journal“ p, 273, besonders p. 284 und 291. 

Die Ausartungen der Curven dritter Ordnung — die aus Kegel- 
schnitt und Gerade bestehenden und die aus drei Geraden — sind 
von Gordan und von Gundelfinger in den „Mathemat. Annalen“ 
respective Bd. ,3, p. 631 und Bd. 4, p. 561 algebraisch behandelt 
worden. 

Zu Kap. VI. S. 261-3B6. 

S. 261, Art. 244 ist wesentlich Beitrag von Prof. Cayley. 

50) S. 278, Art. 256. Für die Theorie der Doppeltai^genten der Curven 
vierter Ordnung hat dem Verfasser ein Manusenpt von Cayley zu 
Gebote gestanden. 

PlüCKor hat zuerst die Möglichkeit bemerkt, die Gleichung 
einer Curve vierter Ordnung auf die Form texyz =*» K zu bringen; 
indem er aber als allgemeingültig ausah, dass die sechs Be- 
rührungspunkte von je drei Doppeltangenten in einem Kegel- 
schnitt liegen, gehuigte er zu einem irrigen Schluss über die Ge- 
saramtzahf der Kegelschnitte, welche duren acht Berühruumpunkte 
von Doppeltangenten hindurch gehen. Siehe „Theorie der alge- 
braischen Curven“ p. 245 f. 

51) S. 282, Art 260. Hesse „üeber die Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung“ „Crelle’s Journal“ Bd. 59, p, 243 (1855), und vor- 
her Bd. 55, p. 83 und Bd. 49; Cayley ibid. Bd. 68, p. 176. 

52) S. 283, Art 260. Eine von der Hesse'cchen abweichende Methode 
der Verbindung der Theorie der 28 Doppeltangenten mit der Geo- 
metrie von drei Dimensionen bat Geiser im 1. Bd. der „Mathem. 
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Annalen“ p. 129 gegeben: Von einem Punkte 'der Fläche dritten 
Grades geht ein allgemeiner lieriihrnngskegcl vierter Ordnung an 
dieselbe, dessen 28 Dopjveltangentialebenen aus der Tangential- 
ebene der Fläche im Scheitel und den 27 Ebenen bestehen, welche 
ihn mit den 27 geraden Linien der Fläche verbinden. Vergleiche 
auch üd. 72 von ,Crelle's ,Ioiirnal“ speciell hierzn p. 376. 

53) S. 287, Art. 263. Vergleiche seine Abhandlung „Heber den gegen- 
seitigen Zusammenhang der 28 l)op|>eltangenten einer allgemeinen 
t'urve vierten Grades“ in den „Berliner Monateberichten“ von 1804, 
p. 499. 

54) S. 296, Art. 270. Vergleiche jedoch die Noten von Brioschi und 
Gremoua in Bd. 4 der „Mathemat. Annalen“ p. 95 und p. 99. 
Die 16 Doppeltangenten der Curve erkennt man nach der Methode 
von Geiser durch die Voraussetzung, dass das Prmectionscentrum 
in einer der 27 Geraden der Fläche liegt; der Diirchstosspunkt 
derselben in der Projectionsebene ist der Doppelpunkt, die Spuren 
der beiden Ebenen durch die Gerade, deren Kegelschnitte sie be- 
rühren, geben die Tangenten der Umrisscurve im Knotenpunkt; die 
Spuren der fünf dreifach berührenden Ebenen durch uie Gerade 
und der Tangentialebene der Fläche im Projectionscentrum liefern 
die von ihm ausgehenden Tangenten der Curve. Die 10 von der 
gewählten Geraden nicht geschnittenen Geraden der Fläche be- 
zeichnen durch ihre Bilder die Doppeltangenten der Umrisscurve. 
Siehe auch eine Abhandlung von Brill im 6. Bd. der „Mathemat. 
Annalen“ p. 66. 

55) S. 296, Art. 270. Vergleiche Casey's Abhandlung ,On bicirciilar 
Qiiartics“ in den „Trausactions of the Koyal Irish Academy“ Bd. 
24, p. 457 (1869), und Siebeck's „Ueber eine Gattung von Curven 
vierten Grades, welche mit den elliptischen Functionen Zusammen- 
hängen" im 57. und 59. Bd. von „Grelles Journal“, p. 359 und 
173 respective 0860). 

56) S. 296, Art 270. Man sehe Chasles' ,Aper:;u historique“ p. 369 
der deutschen Ausgabe; Quetelet „Nouveaux Mdmoires de Bru- 
xelles“ Bd. 5; Caylcy im 1.5. Bd. von „Liouville’s Journal“ p. 3.54. 

57) S. 298, Art. 272. lu der That ward dieser von Dr. Hart her- 
rührende Satz die Quelle für den allgemeineren des Art 271. Der 
für diesen gegebene Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem 
von Cayley in der Abhandlung „On polyzoraal Curves“ in den 
„Edinburgh Transactions“ für 1869 mitgetheilten. 

58) S. 300, Art. 274. Diess bewies Dr. Casey. 

59) S. .315, Art. 283. Vergleiche Steiner’s „Geometrische Lehrsätze“ 
im Bd. 32 von „Crelle's Journal“ p. 184 (1846). 

Dieser und die folgenden Artikel bis mit Art. 292, S. 324 wesent- 
lich nach einem Manuseript von Cayley. 

60) S. 327, Art. 295. Diese Classe von Curven vierter Ordnung ist von 
Lüroth betrachtet worden im Bd. 1 der „Matliemat. Annalen“ 
p. 37. Vergleiche die Abhandlung von Clebsch „Ueber Curven 
vierter Ordnung“ im Bd 59, p. 125 von „Crelle’s Journal“. 

61) S. 335, Art. .303. Die AVerthe dieser und der beiden nächstfol- 
genden Invarianten sind von Walker für den Verfasser berechnet 
worden. 


Zu Kap. VII. S. 337—357. 

62) S. .340, Art. 305. Die Eigenschaften der Cycloide wurden während 
der ersten Hälft.e des 17. Jahrh. von den hervorragendsten Mathe- 
matikern vielfach studiert. Mersenne lenkte zuerst die Aufmerk- 
samkeit auf sie, aber auch Galilei scheint unabhängig ihre Ver- 
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zoicIiMuiig erdacht zu haben. Galilei verglich, nachdem es ihm 
nicht gelungen war, die Quadratur der Curve geometrisch zu ent- 
wickeln, ihre Fläche mit der de« erzengenden Kreises und kam 
zu dem Schluss, dass sie nahe aber nicht genau das Dreifache der 
lajtztcren sei. Dm Problem der Quadratur wurde dann durch 
Roberval 1(!34 direct gelöst; die Methode der Tungeutenbestim- 
mung durch Descartes, die Iteclißcation durch Wren, die Evo- 
lute durch Huyghens und verschiedene andere wichtige Eigen- 
schaften durch Pascal entdeckt. 

63) S. .342, Art. 307. Siehe Euler „De duplici genesi Epicvcloidum“ 

„Acta Petrop,“ 1784. ^ ^ 

64) S. 346, Art. 311, 5. Man vergleiche die Abhandlungen von Cre- 
mona und Clebsch im Bd. 64 von „Crelle's Journi“ p, 102 und 
p. 124; dazu Siebeck „Ueber die Erzeugung der Curven dritter 
Claase und vierter Ordnung durch Bewegung eines Punktes“ ibid. 
Bd. 66, p. 344. Die Steiner'schen Sätze fandet man im &3. Bd. 
desselben Journals p. 231. 

65) S. 347, Art. 312. Die Krtindung der Epicycloiden wird dem däni- 
schen Astronomen Roemer beigelegt, der 1674 venanhosst war, 
diese Curven bei Untersuchung der besten Form der Zähne ge- 
zahnU’r Räder zu betrachten. Ihre Rectification wurde durch 
Newton im 1. Buche seiner „Priueipia“ Prop. 49 gegeben. 

66) S. 348. Art 313. Siehe „Liouville's Journal“ Bd. 10, p. 150. Ver- 
gleiche hierzu die Note von Hennig im 65. Bd. von „Crelle's 
Journal“ p 52 unter Röcksicht auf <fie Schlussnotiz des 66. Bd. 
desselben Journals. 

67) S. 351, Art. 315. Die hier .angewendete Erläuterung riihrt von 
Dr. Hart her. 

68) S. 352, Art 317. Die Gleichgcwichtsform eines biegsamen Farlcns 
wurde zuerst von Galilei untersucht, der die Curve für eine 
Parabel ansali. Ein deutscher Geometer Joachim Jungius zeigte 
1669 experimentell, dass diess ein Irrthum war; die wahre Form 
der Kettcnlinie entdeckte aber erst 1691 Jakob Bernoulli. Eine 
beachtenswerthe Arbeit von Wallace über dieselbe findet man 
im 14. Bd. der „Edinburgh Transactions“ p. 625. 

69) S. 353, Art. 319. Siehe Bougner in „Memoires de l'Academie“ 
1732, „Correspondcnce sur Töcole polj’t.“ Bd. 2, p. 275; St. Lau- 
rent in „Gergonue’s Annalen“ Bd. 10, p. 145. 

70) S. 356, Art. 322. Vergleiche Cotes’ „Harmonia mensurarum“ 
p. 85 (1722). 

71) S. 357, Art. 323. Die logarithmische Spirale ist durch Descartes 
erdacht und einige ihrer Eigenschaften sind durch ihn entdeckt 
worden. Die im Texte hervorgehobenen Sätze über die verschie- 
denen Arten der Selbst-Rciproduction der Curve filnd Jakob Ber- 
lin ulli und sie erregten seine Bewunderung. 

Zu Kap. VIII. S. 358—397. 

72) S. 3.58, Art. 324. Es ist die Steiner'sche Projection — vergleiche 
Steiner „Systemat Entwickelung der Abhäng, geometr. Gestalten 
von einander“ (1832J p. 251 f. — dazu Magnus" vorhergegangene 
Arbeit im 8. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 61, sowie dessen Auf- 
gaben und Lehrsätze, p. 229 f. Diese Construction wurde von 
Cremona in seiner ersten Abhandlung „Sülle Trasformazioni 
geometriche delle figure piane“ im 2. Bd. (2. Serie) der „Mem. 
dclT Academia delle Scienze delF Institute di Bologna“ (1863) 
verallgemeinert. (Siehe auch Note 76.) 
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72*) 363 « Art. 32H V«‘rpleichc Hirst t*Suir Inveraione qua<lrica 

delle Curvo piauu** übei’setzt von Cremonu in IM. I ilcr ^Aniiali 
di Matumatictt“, oder in Bd p. *27S von „Hatt^diai’s Gionialo“. 

73j S. 3G5. Art. 33(>. L Der Ider gegebene Beweis dieses Steiuer’scheii 
Satzes (vergl. „Kegelschnitte“ Art. rührt von Ingram her. 

74) S. 365, Art. 336, IL. Diess Ihdspiel ist entnommen aus einer Ab- 
handlnng von Stul>b8' im lliL Hde. des „Philosoph. Magazine“ p. liL 

75) S. 367, Art. 332. Siehe „Liouville’s Journal“ Bd. p. Ver- 

gleiche die aUgomeinero Auilassurig in der Abhandlniig von Klein 
und Lie iin 4, Bd. der „Matliemat. Aiinahm“ p. bes. p. lü. 

76) S. 370. Art. 334—343. Man verdankt diese Theorie Creraona, 
siehe die unter NoU* ^ migeführte Abhandlung und deren Fort- 
setzung vom Jalire 1865 im ö. Bd. derselben „meniorie“. Beide 
Abhandlungen sind abgedruckt in „Battaglini's Gioniale“ B<1. ^ 
p. 305 und Bd. 3, p. und 363. 

Der wichtige Satz von der Summe der drei höchsten Ordnungs- 
zahlen der vielfachen Punkte der Transformation ist wohl zuerst von 
Noether ausgesprochen und sofort auch zu der Folgerungdes Art 343 
benutzt worden, dass jede C’rumoua'sche Transformation durch eine 
Reihenfolge von quadratischen Transformationen ersetzt werden kann. 
Vgl. dessen Abhandlung „lieber Flüchen, welche Schaaren rationaler 
Curveu besitzeu“ im 3- Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. ilil (1870) 
und vorher (Januar) „Göttinger Nachrichten“, und verbinde damit 
die Note im ^ Bd. p. 635, welche auch den Text vervollstüudigt, 
Unabhüugig und gleichzeitig ist derselbe Satz von Clifford ent- 
deckt worden, siehe Cayley's Abhandlung „Ou the Rational 
Transformation between two spates“ im 3^ ßd. der „Proceedin^ 
of the London Mathemat Society“ p. 161, vro auch in Art. 72 die 
Rcductionen für alle Fülle der Cremona schen Traiisformatiouen bis 
mit n .s mitgetheilt sind. Später erschien ein Aufsatz von Rosaues 
ira liL Bd, von „Crelle’s Journal“ p. 07, dem die Literatur der Frage 
Ms auf die gniudlegeDde Arbeit vonTJremona unbekannt geblieben 
war; er eiitliält deDsellien Satz mit selbständigem Beweis und 
iiberdiess den neuou Satz, dass die eindeutig umkehrbaren alge- 
braischen Transformationen der Ebene nothwendig Cremonu’sclie 
sein müssen. Zur allgemeinen Theorie der Cremona'schen Trans- 
formationen vergleiche mau auch Clehsch's Note im Bd. der 
„Matliemat. Annalen“ p. 400. 

77) 8. 386. Art. 345. Diese Angabe rührt von Jung und Armcnantc 
her, siehe „Battagliiii's Giomale“ Bd. 7^ p. 235 f. Sie ist nicht 
erechöpfend, wde der Vergleich mit S. 471 lehren wird. 

78) S. 386, Art 346. Vergleiclie Clcbsch’s Ahhamlluiig: „Ueher die- 
jenigen Curven, deren Coordiuateu elliptische Functionen eines 
Parameterß sind“ in Bd. ^ von „Grelle 's Journal" p. 210 f. beson- 
ders p. 22 t. Ala Hauptbeispiel dienen die Curven vierter Ordnung 
mit zwei Dopjielpunkten p. 2.50—270. Vergleiche auch Note 59). 
AU eine Fortsetzung dieser Abhandlung istBrilTs Arbeit „Ueber 
diejenigen Curven, deren Coordinuten sich aU hyperelliptische 
Functionen eines Pararaetera ausdruckoii lassen“ in Bd. ^ p. i6ü 
zu noiincu — also Art. 312 betreffend. 

70) S. 307. Art. 3511—358. Die Darstellung folgte hier genau einem 
Manuscripte von Cayley und auch in den früheren llieileu dieses 
Kapitels verdankt der Verfasser Vieles den Beiträgen dieses 
Gelehrten. 

Zu den hier bervorgehohenen Artikeln nennen wir die folgende 
Literatur; sic beginnt mit Chasles' Abhandlung „Betrachtungen 
über eine allgemeine Methode“ in den „Cornptes reiidus“ vom 
Sommer 1864, Bd. ^ ji. 1107 und Bd. ^ p. wo das Princip der 
Sslmon, Höhere Curveo. 3^1 
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f'orrpsponileüz für die I’iiiikte der fteradlinigen Reihe bejfründet, 
uud mit einer Ahliandliing über Curven, deren Punkte sich indivi- 
duell bestimmen ibid. Bd. ^ p. 57!» (IHilG), wo es auf Curven vom 
Oeschlecht Null ausgedelint ward. Um diese Zeit batte sich 
Cay ley der Frage bemilcbtigt uud gab gleichzeitig mit der vorigen 
in demselben Bande p. 5SG in der Abhandlung über das Kut- 
sprecheu bei Unicnrsalcurvcii schon die Mudilication des Gesetzes 
der Correspoiideuz, welche erforderlich ist, um es für Curveu von 
allgemeinem Gesi^hlecht gültig zu machen; sodann aber (Mai 1SG7) 
in der Abhumlluug; ,Secoiid Meiuoir on the Curves which satisfy 
given conditions; the Priuciple of Correspondence“, siehe „Philo- 
sophical Transactions“ Bd. 158. p. 145, reiche Anwendungen des 
Pnncips auf die Tlieorie der Curven, welche gegebenen Bedin- 
gungen genügen ; später „Philosophical Transactions*' Bd. 161, 
p. .869—412 (1871) fügte er die Anwendung „On the Problem ol 
the In- and Circumscribed Triangle ( Polygon)“ hinzu. 

Mit Uebergeliung einer Anzahl von Ameiten, die sich auf jene 
stützen, heben wir die Abhandlung von Brill im G. Bd. der 
„Matlicmat. Annalen“ p. üü hervor, in welcher der allgemeine 
Correspondenzsatz bewiesen ist; wir verweisen auf denselben , da 
er leicht zugänglich ist 

Für die Steiner'schcn Polygone auf Curven dritter Ordnung und 
der Curven vierter Ordmitig mit zwei Doppelpunkten vergleiche 
man insbesondere Clebsch im lü Bd. von „Crellc’s Joimiiü“ und 
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80) S 403, Art .36.3. Siehe „Crelle's .loiinial“ Bd. p. 143 und für 
Curven vierter Ordnung ibid. Bd. 41, p. 285. Die directe Lösung 
bezeichnete zuerst CayTey im 34. ~Bu. desselben Journals, p. au. 

Hl) S. 412, Art 372 Der Verfasser gab diese Methode im October 
1858 im „Philosopliical Magazine“ uud im 3„ Bd. des „(juarterly 
Jonnial“ p. 317. Vergleiche auch Abhandluugen von Cayley in 
„Philosopliical Tnuisactioiis“ Bd. 1 49 , p. IM und Bd. 151, p. 351 
(1859 und 1861). 

Wir erwähnen noch einer Abhandlung von Jscolii über die 
directe Bestimmung der Zalil der Doppcltangculen einer Curve 
Ordnung im 41L Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 231 und der 
Vereinfachung, welche der Jacobi’sche Beweis durch Clebsch 
ibid. Bd. ^ p. lüfi erhalten hat. 

82) S. 419. AiC^ 374. Ich habe versucht, in gleicher Art die Doppel- 
tangentenciirve für die Curve fünfter Ordnung zu bilden, indem 
ich für die Curve, deren Gleichung in Art. 373 gegeben ist, eine 
Covariante von der richUgeu Ordnung uud von der Beschafl'eiiheit 
aufstelltc, dass das absolute Glied verschwindet, wenn die Axe der 
X die gegebene Curve ein zweites mal berührt; wie denn z. B. 
für 1/1 = 4D — 9J/<t> die Functionen 


solche Covarianten der Ordnung nach sind. Es mag, obwohl der 
Versuch nicht gelang, doch vielleicht nützlich sein, die Wertlie 
mitzutheilen, die für die Covarianten erhalten wurden. Wenn wir, 
wie ohne Verlust au Allgemeinheit zulässig ist, c, und ci ver- 
schwinden lassen, so haben wir 
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H — (rfjX + d,y) + 3 (6'fo ~ ihcd,)x^ 4- 3 i Zb’e, — 5bcd,)xij 

4- 3 l6’r, — bcd,) 4- (^'/i — ^^bct, 4- 
4- 3tfcV, — ■i'.'ibce, — ‘Jbd„d, 4- '.)bd,‘ 4- 18c*</,) x’’y 

+ {-6bcf,— \2bd^e,-\- 12bro<h 4- IHf’fj 4- ‘>4rrf„(i, — l«cd,«) j;*4-<;te., 

0 = 9 6* { (& V„» 4- C 6' c* d,) 4- (4 6'd„c„i4- 12 bVe, — fi b^cd„d, — 57 bV d^ x 
4- (Ih'rfu«, 4- 126Ve, — 2a6’crf„rf, 4- 3lb'cd,' — 39h»c’ri,) y 
4- (2Ä''<u/'o 4- •»''•'’n' 4- ßft’cVi 4- - 48fe’crf,?„ — 1055»c’e, 

— 2‘J3fc’c' dürft 4- 2H96’c*d|® 4- 3fi 6 c'dj) ** 4" ctc.| , 

0 = |■.5[(6V„ 4- 4fc’crf,l 4- (6Y„ — 86»cf, — 386c» rf,) X 
4- { 6Y, - 26'cf, 4- (rf,» - dorf,) — 41 6c»rf., } y 

4- (— V’h'cff — i 2 b'd„f, 4- 126*fi,rfi 4- •>6c»ft — lß26crf„rft 
4- l(!86crf|» — Gc'rf») a;’ 4" etc.|. 

Von den Orössoii U,,, ü«,.. sind die einzigen, welchi' von j: 
und y unabhängige (tlieder enthalten U,i = 6», U |3 ä 6e, so dass 
für eine Function xl> von der Fonn 0 4-»'if<l>, die wir darstellen 
durch 

A 4- S„x 4" -B|!/ 4“ t'i*’ 4" ptc- 

der (ira<l von y> gleich 22 ist, und das absolute Glied in der Co- 
variante U|t(f'*y 4" ctc- gleich 6»il„» 4" übcAB, und in der 

'U 

Covariante U„ 4~ etc, gleich 2h^ü„ i2bcB, ist. 

83) S. 420 , Art, 375. Vergleiche „Vorlesungen“ Art. .51, p. 82 oder 
Hesso’s „Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes“ 
2. Auti., p. 101. 

81) S. 421 , Art. .375 Siehe auch Clebscli-Gordan's „AbeFsche 
Functionen“ p. !ü 

S. 423, Art. 37fi. Steiner bat im II. Bd. von „Crelle's Journal“ 
jÄ 6, wo er diese Relationen gieht, auch bemerkt, dass die Zahl 
der Curven des Büschels « 4" ^ = bi welche Cnrven des Büschels 

» 4- == 0 osculieren, durch 

3 ■[ fjt 4- g') (f» 4- — ß) 4- 4- f’} 

ausgedrückt wird. Wir erinnern, dass wir in Art. 102 gesehen 
haben, wie die Bedingung für die Osculation von zwei Curven aus 
der der gewöhnlichen Berührung durch die weitere Forderung her- 
vorgeht, da-ss für die beiden Curven daa Verhältniss H : den 

nämlichen Werth habe. 

85 ) S. 42fi. Art. 380 Die Hauptsätze dieses Abschnittes sprach zuerst 
•Steiner in einer der Berliner Akademie August 1848 gelesenen. 
Abhandlung aus, welche im AL Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 1— ß’ 
wieder abgedruckt ward Die auf Curven dritter Ordnung bezüg- 
liche Theorie gab der V'erfasser ohne von Steiner's Arbeit Kenntniss 
zu haben — er lernte sie erst durch den Abdruck in „Crelle's 
Journal“ 1854 kennen — in der L Ausgabe dieses Werkes 18.52. 

Die Kntwickelungen der Art. 380—385 nach einem Manuscript 
von Cayley. 

80) S, 433. Art. 380. Vergleiche Transon „Recherches sur la courbure 
des lij^es et des surfiu^cs“ im 0 Bd. von „Diouville’s Journal“ (1841). 

Art. 380 und 381 nach einem Manuscript von Cayley. 

87) .S. 437. Art, 389. Siehe „Philosophkal Transactions“ Bd. 155, n. 515. 

88) S. 437, Art 300 Vergleiche de Jonquiferes’ Arbeit in „Liou- 
villc 8 Journal“ Bd. Gj p. 1 13 (1861). 

30» 
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521 8. 4.17, Art. .mi). I*ics8 hat Oaylcy iu der weiter unten ange- 
führten Arheit bemerkt. Oer Index ist z. H. gleich N, wenn die 
(ileiehmi); die Ooordinuten eines parainetriscnen Punktes linear 
enthält, der eine ebene Curve von der Ordnnnf; N dundiläut^ 
während doch, so lange dies«- Curve nicht uuicurtnil ist, die Glei- 
chniiR nicht ohne Krhiihnnft «les Grades ’/.n einer algebraischen 
Function eines Parameters gemacht werden kann; allgemeiner 
kann die Gleichung die Coordinatcu eines Punktes linear enthalten, 
der einer Curve im Kaum von k Dimensionen angehlirt. 

!n») S. 1.H7 , Art. 31>o. Die Abhandlungen von Chusics hndet man in 
ilen „CorapU-s rendiis“ von laOt-- 1807, Bd. 58 — 6,5. Vergl. Note 70). 

al) 8. -1 8.S , Art. 3011. Kine Darstellung der Thi-orie gab Cremomi 
im ü. Bd. p. Uil di-r „Annali di Matemaüca“; sie ist der deutschen 
Ausgab«- seiner „Einleitung in die geometrische Theorie der ebenen 
Ciirven“ beigofügt. 

Q-j) 8. 14.1. Art :ioo. Vergleiche Cayley’s Note in „Comptes rendus“ 
Ihl. 74, p 708 (1872). 

93 ) S. 4 4.5. Ai- t. .800 Vergleiche no«-h Zeuthen ibid. Bd. 75j p. 703 
un d 0,5 0. 

01) Maillar«rs Doctorats Tb«-se über die Sysli-iue von Curven dritter 
Ordnung «-rsebien 1871 (Paris); Z<-uthen veriiflV-utlichte seine 
Uut«'rBuchung«-n hieriiber in „Comph-s r«-ndus“ Bd. li, n. 521, 004, 
720; und analoge über Curvensysh-me vierter Ordnung inid. Bil. 75^ 
p. 70.3, 0.50. 

95) fi. 410. Art. 330. Zcuthen’s Untersuchungi-n über K«-g«-lBchnitte, 
welche vier Bedingung«-!« g«-nügen, findet miui in «len „Nouvelh-s 
Aunales de Math«Sm.“ von 1866. 

Cayley hat die UuU-rsuchungen von Chasles, Zeutlieu und «1«- 
.lonquieres mit seinen eigenen darg«-stellt in der Abhantllung „On the 
Curves which satisfy giv«-n couditions“ im 1.58. Bd. «1er „Philosoph. 
Transactions“ p. 7^ Clebsch hat im 6, Bd. der „Matlu-mat. 
Annalen“ p. 1 einen Beitrag zur Tlumrie der Charakteristik«-!« ge- 
geben, auf den wir verweisi-n. 

06) S. 452. Art. 418). Die Arbeit von de Jonqniferes über die vicl- 
fachen Borührung«-n fiud«-t man ira 66, Bd. von „Crelle's Journal“ 
p. 280. Dazu sind zu studieren die algebraischen Untersuchungen 
von Brill in Bd. 4 der „Mathemat. Annalen“ p. 527 und vorhe- 
p. 510. 
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lTe>»or den Inbftit Noto ,Uo>*er dio algrdiraiMchen Functionen 
und ihre Anwendung in der Geometrie“ von Hrill und Noether 
in „Göttinger Nachr.“ 1^*73, p. llC. (Nach einer hrieflichen Mit- 
thoilung von Uerni Noethor unter Aiipawunng der Terminologie 
an den vorstehenden Text) 

Jn dieser kurz vor dem Erscheinen der Originalausgabe dieses 
Werks veroffentliehti'n Note sind die Verfasser durch ilnnliche Be- 
trachtungen wie sie na<’h Art. 159 f, Sylvester «iher die Reste von 
Sehnittpmiktsysteraen auf Curven drittu* Ordnung angest^^llt hat 
Beweis von allgemeinen algebraischen Sätzen gelangt, die bisher nur 
durch AheFsche Functionen bewiesen werden konnten. 

Den Ausgangspunkt hild(*t dabei ein dem Satz des Art, IßO ent- 
sjirechender Satz über Puiiktsyst'me unf einer algebitkischiui Curvc 
Ordnung /■«*() mit beliebigen doppelten und vielfachen Punkten. 
Als Schnittcurven w'erden nur solche betrachtet, welche durch jeden 
ifacheu Punkt von /“ =■ 0 (• — l)fach hindiirchgehen. Solche Curven 
mögen „/"ad j ungierte“ genannt werden. Wenn nun die Definitionen 
iles Art. 159 über Reefgrupp«*!! und heigeordnete R<*btgruppen (resi- 
duale uiul coresiduale Gruppen) auch für /* » 0 g<ilten, sodana nur u 
luid zusammen den vollständigen Schnitt einer /ailjungierttui Curve 
mit /=0 aiismachen, so gilt der Satz des Art. 160 auch für /* = 0 
(„Aequivalenzöutz“ der No^m. Denn wüe dort kann UpUr in die Form 

A, b\ 

ges(*tzt werden, wo A » 0, die Gleichungen von zwei Cnrven 

sind.*) 

Da durch diesen Satz der Begriff der beigeordneten Restgruppen 
von dem besoiideru Rest unabhängig gemacht wird, in Bezug auf 
weichen die Onippen als heigeordiiot erkannt worden sind, so scheidet 
derstdhe aus vollständigen SclmittpunktsvBtemen Punktgruppen als 
selbständige Gebilde aus, die unter Ümständen noch direewr durch 
ein<^ noch nähere Beziehung zur Curve definiert werden können. Wir 
betrachten nun solche „apecielle“ Piniktgruppen. 

Unter den f adjungierten Curven spielen die Curven (n — 3)*" 
Ordnung (?„_j eine hervorragende Rolle. So worden z. B. PunkUrriippen 
auf f, die durch C„— j ausgeschnitten werden, hei rationaler Transfor- 
mation von f in eine Curve f' von der Ordnung n in solche Punkt- 
gruppen von übergeführt, die wiederum durch ^ adumgierte Curven 
aus dieser ausgeschnitten werden — auf urunu gewisser Inva- 
riantcn-Eigcnschaften ffer adjungierten Cn-s. 


•) Diese für den Fall, dass Um. durch die singulären Punkte 

von /■ « 0 nicht hindun*hgehen, bekannte Darstellung bleibt auch he* 
stehen (Noether in „Göttingor Nachr.“ 1872, p. 490), wenn tr-«aOin 
jedem ifacheii Punkte von /»O, in welchem UpUr einen «fachen 
Punkt hat, höchstens einen (i — t -f- l)fachen Punkt besitzt, was hier 
wo^^* =s> 2 (i — 1) der Fall ist. 
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Wiilircnd xodanii für alle f adjunijiiTtcn Curvcn hfiherer Ordnung 
das Schnittpunktsystr-m so tieschaffen ist, dass für 7> als das Gfischlcclit 
von f im Allgcmoinim 7) Sohnittpunktf durch die übrigen bestimmt 
»ind, sind es für adjungierte erst 7* — 1 durch die ühricen, oder 

sogar sowohl bei speciellen f als bei speciellen die aer allge- 

meinen Curvc f anjungiert sind, weniger als /> — 1 Punkte durch 
die übrigen. 

Z B. die ailjunpicrte Curve C,-j für eine Curve von der 
sechsten Ordnung mit fünf Doppelpunkten, also T) = ."i ist eine 
von welcher vier Punkte durcli die Doppelpunkte iiml iliircb eine 
Gruppe Gj von vier beliebigen weiteren Punkten bestimmt sind. Ximmt 
man aber diese Gruppe fr, auf ft. so an, dass durch sie noch einfach 
unendlich viele (oo') adjungierte C, gehen, so giebt es <x>' Hestgruppen 
r, 7.U einer solchen Grujipe. 

Diese Gruppen f, haben nai'h einem Satze von Kiemaun 
(„Abel'schc Functionen“ S 5), der von Koch f^Crellc's Journal“ Bd. fit, 
p. S7‘2) auf dem von Riemann angegebenen Wege allgemein bewiesen 
ist, und den die oben genannte Note algebraisch hewcirt (siehe p. 12,5 f.), 
die Eigenschaft, dass jede von ihnen mit den Dopiielpunkten zusammen 
wiederum die liiuiispunkte eines Büschels von C, liefert, dass also zu 
jeder von ihnen eine einfach unendliche Anzahl — und zwar nach 
dem Aeq^uivalenzsatz dieselbe für alle f, — von Gruppen 6', gebürt. 

Der uezeichncte 8atz lautet allgemein so: Schneidet eine/" ad- 
jungierte Curve C'„_j aus f eine Gruppe ff« von Jf Punkten 
aus, deren Restgriippen f.v von je A’= 2 (/> — 1) — itf Punkten 
eine oc’ Schaar für 

(9>AT-7>+1) 

bilden, ho sind um^jekehrt die ReHtgruppen jeder aolchen 
Gruppe fjv eine Schaar von Gruppen u* für 

r = 3-(Ar_7)-f 1) 

oder 

J»/+ 7V=. 2 (D — 1 ), J17 _ JV = 2 (r — 9 ). 

Die Beweise <lcr vorhergehenden Sätze sind von der besonderen 
(iestalt der Curve f so lange sie nicht zerfällt, ganz unabhängig; sie 
setzen selbst nicht nothweiidig voraus, dass die Curve keine andern 
Singularitäten als doppelte und vielfache Punkte besitzt, weil man 
eine Curve mit höheni Singularitäten durch eine rationale Transfor- 
mation, deren Fundamentalpunkte in die singulären Punkte gelegt 
sind, in eine Curve mit gewöhnlichen Singularitäten triuisformiereii 
und die höheren durch das definieren kann, was ihnen in derselben 
entspricht. (Siehe Noether in „Göttinger Nachr.“ 1S7I, p. 2fi7; man 
kommt zu denselben Resultaten wie nach den Caylev'sclien Defini- 
tionen in Art.. .58.1 Hieraus folgt, dass die obigen Sätze noch für 
Curven mit heliehig speciellen Moduln gelten; ebenso der Zusatz 
zu dem letzten derselben, welcher in Verbiiulung mit dem oben 
erwähnten Transformationssatz über die Curven f7„_,i den Gesclilechts- 
satz liefert, dass es immer oo"“' adjungierte Curven C,_3 
giebt. 

Die in dem obigen .Satze vorkommenden Gru]ipen G* oder f« sind 
für sich definierbar und algebraisch bestimmbar, Mau kann z. B. für 
eine Curvc siebenter tlrdnung / mit « = 6 die speciellen po' Gruppen 
G, von jo vier Punkten, durch welche noch je oo' adjungierte 
gelegt werden können, auf algebraischem Wege finden iBrill in Bd. 6, 

F . 62 der „Mathemat Annalen“); man kann ebenso die oo* Gruppen 
, von je sechs Punkten ermitteln, durch welche noch oo' Curven C, 
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Rehen (Brill ihid. B<1. 2, p. 471). Uic beiden Probleme werden aber 
durch den SaU auf einander zuruckgeführt. 

Wendet man die ang<-gebenen oo* Curven C\ zur Transformation 
von f an. so wird sie in eine Curve sechster Ordnung mit vier Doppel- 
punkten übergeführt, während nach Art. 3iö eine Normalcurve siebenter 
Ordnung erhalten würde. 

Aut ähnliche Weise kann man mittelst Transformation durch spe- 
cielle 6'«_a im Allgemeinen die Curve vom Oeschlecht /> für 

3 (i+i)>n^ 3i 

in eine Curve von der Ordnung {D — i 2) überführen. 
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Zeile 


116, 


1 1 V. o. licH f, statt f,. 

3 V. u lies a„r, statt a„ + x„ und pf» = o„|,’ -f. 
sUtt = o.J, +. 

11 V. o. lies = fix, statt fix,. 

14 V. o. lies h,' statt hj. 

11 V. II. lies t,' statt t/. 

17 V. 11 . lies S — kS" = 0 statt .S' — kS' = 0. 

10 V. II. lies welcher statt welchen. 

13 V. II. lies Kegel- statt Ku>rel-. 

8—10 V. o. streiche die Worte: Man — iuinehmen. 
8 V. o lies h statt b. 

4 V. 0. lies Art. 348 statt 342, 

13_v. o. lies uf* statt cp und 2c* statt 2e*. 

117, 118 müssen die Nnmmcni der Figuren statt 
24—27 vielmehr heissen 27, 28, 29, .10 respective 
10 V. u. lies 64 Ay -f 27a*A', A'j» = 0. 

0 V. u. lies 27A,S'*3-3* = 0* statt 27A*. 

7 V. 11. lies 110 statt 114. 

7 V. u. lies Geraden aus O. 

2 V. o. lies keinen statt keine. 

18 V. o. lies 149 statt 148. 

0 V. o. lies Art. 1,50 statt 50. 

0 V. o. lies sic statt ihn. 


n 4 V. o. fehlt hinter ist die verweisende Ziffer *s). 
n 3 11 . 6 V, II. in der letzten Keihe der Diderniinaiito 
setze satt c und c respective in und ni. 

,, 9 V. o. lies bx^y statt hx^y. 

, 17 V. 11. lies 262 statt 253. 

„ 6 V. u. lies d,„ statt 

„ 3 V. 0 . Die Coefticienteii der drei letztmi Glieder 

heissen respective &f, Gg, Gh statt 0. 

„ 5 V. uT lies litterale statt lineare. 

„ 14 V. o. streiche das Zeichen =. 

„ 9 V. 11 . fehlt die Artikel-Nummer 327. Auf SeiGj 

362—364 folgen dann 328-.3.3II statt 327— 3-’<l 
„ 4 V. o. am Ende lies — h, statt — 5,. 

„ 1 V. u. am Ende lies x,x, statt x,x,. 

„ 15 V. u. lies. 334 statt 335. 

„ 2 V. o. lies im letzten Glied n statt p. 

„ 12 V. u. lies n statt fi. 

n 2 V. o. lies denselben. 
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